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Einige Besonderheiten des Verhaltens von Feldgr68en der Elastizitits-
theorie in RiBspitzenumgebung im Hinblick auf die Formulierung von

RiBbruchkriterien

K.-F. Fischer

1. Einleitung

Innerhalb der Wissenschaftsdisziplin Bruchmechanik, die
Kenntnisse und Methoden der Festkorperphysik, der
Festkorpermechanik und der Werkstoffwissenschaft ver-
einigt, dient die Ribruchmechanik der Ermittlung cha-
rakteristischer GroBen zur Rifbeurteilung an Hand ge-
wihlter Rifbruchkriterien [1]. Der Formulierung von
Sprodbruchkriterien, d. h. der Annahme elastischen Ma-
terialverhaltens bis zum Bruch, bei statischer Belastung
auf der Grundlage der makroskopisch kontinuumsme-
chanischen Betrachtungsweise kommt auch heute noch
grofie Bedeutung zu.

Erfolgt die Riausbreitung in Rifirichtung (im allg. bei
Mode I — Rifi6ffnung), ist die Anwendung des IRWIN-
Kriteriums, das einen Vergleich zwischen dem Span-
nungsintensitiitsfaktor als charakteristischer GroBe zur
Rifibeurteilung und dem kritischen Wert, der Bruch-
zihigkeit des verwendeten Materials, erlaubt, gerecht-
fertigt.

Rifkonfigurationen unter allgemeiner ebener (Mixed-
Mode-) Belastung weisen eine RiBausbreitungsrichtung
auf, die im allg. nicht mit der Rifirichtung iibereinstimmt.

Zur Behandlung dieses Problems sind zwei prinzipielle
Vorgehensweisen entwickelt worden. Zum einen gibt es
Arbeiten, in denen eine Energiefreisetzungsrate fiir
Mixed-Mode-Rifibelastung naherungsweise berechnet
wird (vgl. z. B. [2]). Eine zweite Moglichkeit bietet sich
durch die Benutzung geeigneter Feldgrofien der Elasti-
zititstheorie als charakteristische GroBen zur Rifbeur-
teilung an. Die so entstehenden Rifbruchkriterien, die
immer in Relation zum IRWIN-Kriterium stehen, bein-
halten die beiden folgenden Grundhypothesen (vgl.
[3]):

Hypothese 1:

Annahme iiber die RiBausbreitungsrichtung bei Ribin-
stabilitit.

Hypothese 2:
Der Rifs wird dann instabil, wenn die charakteristische
Grobe zur Rifibeurteilung einen kritischen Wert erreicht.

In der Literatur ist es iiblich, die Feldgrofien der Elasti-
zititstheorie durch das erste Glied einer Reihenlosung
niiherungsweise anzugeben. Den folgenden Ausfithrungen
wird im Gegensatz dazu die exakte, linear elastische Lo-
sung der Feldgroben in Riispitzenumgebung eines ein-
fachen, ebenen RiBmodells unter statischer Belastung
zugrunde gelegt. Formuliert man damit geeignete charak-
teristische Grofien zur Beurteilung der Stabilitiit des Ris-

ses, dann zeigen sich gewisse Besonderheiten des Verhal-
tens dieser GroBen in RiBspitzenumgebung, welche im
weiteren beschrieben werden.

2. RiBbruchkriterien auf der Grundlage von
Feldgrofen der Elastizititstheorie

Zum besseren Verstindnis der Problematik gehen wir
von einem Vergleich der Vorgehensweisen in Festigkeits-
lehre und RiBbruchmechanik aus. Bei einachsiger Bela-
stung (bzw. Mode I — Belastung in der Ribruchmecha-
nik) fordert man in der Festigkeitslehre z. B., daf die
vorhandene Normalspannung einen kritischen Wert nicht
iiberschreitet, d. h.

Ovorh < OC - (¢))

Diese Forderung ist in der Rifbruchmechanik nicht zu
erfiillen, da auf Grund der Annahme von unendlich gro-
Ben Ribspitzenkrimmungen in den RiBmodellen dort die
Komponenten des Spannungs- und Verzerrungstensors
unendlich (physikalisch unméglich) grof werden. Jedoch
erlaubt z. B. die Formulierung einer Energiefreisetzungs-
rate (Stabilititskriterium nach IRWIN, vgl. z. B. [4])

Gy = lim  Qlo;;(Aa), v;(Aa), Aa] 2
Aa—>0

eine Aussage iiber das stabile RiBiverhalten in der Form:
Gy < Gyc- \ @®)

Hier beschreiben o, v; die Komponenten des Span-
nungstensors und des Verschiebungsvektors, Aa den
RiBfortschritt in Ribrichtung und Gy einen kritischen
Wert von Gy. Man kann zeigen, dab stets eine Relation
zwischen G| und dem Koeffizienten der.Singularitit der
Komponenten des Spannungstensors, dem sog. Span-
nungsintensititsfaktor Kj, besteht:

Gy ~K2. )
Damit ergibt sich als Kriterium fiic stabiles Rifverhalten:
K; <Kjc. 5)

Kjc wird als Bruchzihigkeit des Materials bezeichnet
und ist niherungsweise eine Materialkenngrofe.

Liegt eine mehrachsige Belastung vor (bzw. Mixed-Mode-
Belastung in der Riibruchmechanik), dann fordert man
z. B. in der Festigkeitslehre, dab die Vergleichsspannung
a"i einen kritischen Wert nicht iiberschreitet, d. h.
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Ov. < Oc - (6)

0,. wird nach einer Festigkeitshypothese (oftmals auch
als Vergleichsspannungshypothese bezeichnet, vgl. [5])
ermittelt. Analog dazu fordert man nun in einem Ri6-
bruchkriterium, dab ein sog. Vergleichsintensititsfaktor
Klv bei Ribstabilitit die Bruchzihigkeit nicht iiber-
schreitet, d. h.

Kpy, < Kyc - @

(Der Index i verweist auf das verwendete Rifbruchkri-
terium). Derartige Vergleichsintensitiitsfaktoren lassen
sich stets in der giinstigen Produktform

Ky, = m; Ky ®

angeben, vgl. [6], [7]. Die spezielle Gestalt von m; hingt
dabei von der verwendeten charakteristischen GroBe ab.
Diese lassen sich aus den Komponenten des Spannungs-
tensors und des Verschiebungsvektors in Rifispitzenum-
gebung berechnen, wobei niherungsweise gilt:

k k n in
2 R 1
Onj ~ nz=1 r2 fh-il‘an’ a9,
©
k k2 n, R
= 2 I
v; Ezlr gjgan,an,ﬂ,u,x).

Dabei bezeichnen r, ¢ die Koordinaten eines Polarkoor-
dinatensystems an der Rifispitze, 'l} a  die veraligemei-
nerten Intensititsfaktoren, 1 den Schubmodul und K
eine von der Querkontraktionszahl v abhiingige Grobe.
Es gilt k = 3 — 4v fiir den ebenen Verzerrungszustand
(EVZ) und £k =(3—v)/(1 +v) fiir den ebenen Span-
nungszustand (ESZ).

Formuliert man Gl. (8) mit k=1, erhilt man sog. ,.ein
fache Kriterien”, d. h.

Tabelle 1
Uberblick zu entwickelten Ribruchkriterien

1 1 .
Ky, = Kgmj () (10)

Die Hypothese 1 liefert eine Rifausbreitungsrichtung

1 -
D o nach:

{ am;/30 = 0, 32m;/002 = o} (11)
1
5=19, .

i
Benutzt man dagegen k > 1 Glieder aus den Gln. (9)
bzw. die exakte Losung, dann erhilt man sog. ,erwei-
terte Kriterien”, d. h.

k k
Kiy, = Kym; (9,7). (12)

Die Hypothese 1 liefert einen Initialpunkt der Rifausbrei-

k k k
tung P (190i , roi) , wobei folgende notwendigen Bedin-

gungen gelten:

{ /39 = 0, am;/dr = 0} " (13)
9=,

k
r=r

Oi'

Der Initialpunkt kann sowohl vor als auch in der Rifi-
spitze liegen, vgl. [7] bis [10].

In der Tabelle 1 sind einige der bekanntesten Rifbruch-
kriterien zusammengestellt.

3. Spannungen und Verschiebungen an einem
Griffith-Rif

Als Rifmodell verwenden wir im weiteren den geraden
Rib in der unendlichen Ebene unter symmetrischer, sta-

Art der charakt. GroBe Kriterium

charakt. GréBe

Spannung Normalspannungskriterium
(11}, [12]

%9

Verformung f[au]ptdehnungskriterium
13

OV = Elfll

Verschiebungskriterium
(14]

Energiedichte SIH-Kriterium

[15], [16]

Sérw*

arameterkrit.

ff;f,n [10

‘I’::?lgl\/g

Kriterium der Mehrachsig-
keitszahl [18]

Qél—\/&]z/(ﬁ

Energiedichteverhiltnis-
kriterium [19

SviSg
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tischer Zugbelastung (INGLIS-Anordnung), vgl. Bild 1.
Dabei wird homogenes und isotropes Material vorausge-
setzt.

Fiir & =0 ergeben sich folgende Spannungen und Ver-
schiebungen, vgl. [20]:

(Die exakte Losung wird mit dem oberen Index o ge-
kennzeichnet.)

[3, +§)/VETZ —VE
(1+E)/VET2 > (14)

oo _ 1
% 70" Vmaég

o { 0 ,

Ve g K_I\/—E_ 2(k — 1)/ £2 + 2¢ !

N 8u " T [ —(k+1)(E+D) - (15)
vy _ 0 J

wobei‘;’ér/a =>0undK;=p+vma .

Fiir die Hauptnormalspannungen gilt:

3 =5, Oy = ‘6",}. (16)

t——l—-—tp

Bild 1
Griffith-Rif unter Mode I-Belastung (INGLIS- Anordnung)

4. Lage lokaler Extrema von charakteristi-
schen Grofien

4.1. Vorbemerkungen

Benutzt man das in Bild 1 gezeigte Rifmodell, dann
stimmt eine angenommene Rifiausbreitungsrichtung
¥,.= 0 gut mit experimentellen Ergebnissen iiberein. Da-
mit verbleibt nach Hypothese 1 (Gln. (13)) die Ermitt-

lung der Initialpunktlage auf der Rifachse im Ligament,
vgl. Bild 2.

In den folgenden Ausfilhrungen werden die Initialpunkt-

lagen bei Verwendung der Dehnungsenergiedichtefunk-

I
—_—
i
!
P

Bild 2
Schematische Darstellung der Initialpunktlage

tion, einer Mehrachsigkeitszahl des Spannungszustandes,
des Spannungsparameters und der Radialverschiebung,
die man als charakteristische Gréfen zur Rifbeurteilung
benutzt, berechnet. Bei der Formulierung dieser GroBen
finden die Gln. (14), (15), (16) Beriicksichtigung.

4.2. Dehnungsenergiedichtefunktion

Das im Jahre 1972 von G. C. Sih, vgl. [15], [16], vorge-
stellte RiBbruchkriterium verwendet als charakteristi-
sche GroBe die Dehnungsenergiedichtefunktion in fol-
gender Form:

S =rW*. (17)

Dabei liegt dem Kriterium zugrunde, da das lokale Mi-
nimum von S das Rifiverhalten beschreibt. Bei ebenen
Problemen lift sich die Dehnungsenergiedichte durch
die Hauptnormalspannungen formulieren:

W 20— g (= 1) oy o). (18)
SIH verwendet selbst nur das einfache Kriterium.

Nunmehr formulieren wir S fiir das in Bild 1 gezeigte
Rifmodell, vgl. [7], [10]:

T =W, 19)

Mittels der Gln. (14), (16), (18) erhilt man dann:

2

o  Kj 2(1+8) 2 -
S = 1_671?{22+(K_1)2I\/—g‘2=+—‘2§'1] . (20

oo
Die Initialpunktlage £ errechnet sich aus den Bedingun-
gen

{a%"/a£=0,a2°§/as2>o}l£:? (1)

zu
1 5
F2.% , 02 _
£2(E,+2) [12+5(x 11)] ©2)

_(x_l){4°§’f(°§o+2)5 +2(°§’f+4°§0+3)} =0.

Entsprechende Verldufe fiir die Initialpunktlagen in
Abhingigkeit der Querkontraktionszahl sind in Bild 3

gezeigt.
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Bild 3

Initialpunktlagen bei der Dehnungsenergiedichtefunktion ( EVZ)'
(SIH-Kriterium)

Des weiteren sei noch auf einen Vergleich der kritischen
Belastung beim einfachen und beim erweiterten Krite-
rium hingewiesen. Dabei wird davon ausgegangen, daf
der kritische Wert von S eine WerkstoffkenngroBe dar-
stellt: ‘

l;2a 10 , k=1
(4

_ 23
uSc 12 |, k=00 |, (23)

Damit kann das einfache Kriterium (k = 1) als untere
Schranke fiir die kritische Belastung aufgefafit werden.

4.3. Mehrachsigkeitszahl

Kochendéorfer und Scholl konnten in [21] experimentell
nachweisen, daf die von ihnen benutzte Zahl zur Kenn-
zeichnung der Mehrachsigkeit des Spannungszustandes
(Mehrachsigkeitszahl)

V3ly

03

Q=1-

@24

in umgekehrt proportionalen Zusammenhang mit der
,,ReiBspannung” der untersuchten Stahlproben steht:
Beschrinkt man sich auf den Fall EVZ, dann ergibt sich
folgende Darstellung, vgl. [18]:

, 1
Q= 1-[(1+A2)(1—p+p2)_A(1+20—202)]2
wobei (25)
A 2 02/01.
Mit ,
9Q/30=0, 82Q/3)2 < 0|
{ / /922 < 0},)\22\0 (26)

ergeben sich Werte A, bei denen £ in Abhingigkeit der
Querkontraktionszahl ein Maximum annimmt:

Ao = (U240 —p2)[(1 —v+22). 27
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Benutzt man zur Formulierung von 2 die Gln. (14), (16),
dann lautet A :

=1 (VE VEFZ )/(E+1). (28)

Wird postuliert, daf der Maximalwert von & das Rif-
ausbreitungsverhalten beschreibt, dann ergibt sich fiir
die Lage des Initialpunktes:

{a%‘i/ag=o, a2‘6/asz<o} oo (29)
| £=%,.
Die notwendige Bedingung in (29) liefert:

{(a ?'i/a°>\°)(a°>f/as)} =0} oo

=%,
Der erste Faktor fiihrt entsprechend Gl. (26) auf x= A,-
Damit erhilt man folgende Initialpunktlagen:

1
T, - {Un-a-a2}? -1 (30)

Entsprechende Initialpunktlagen sind Tabelle 2 zu ent-
nehmen. :

4.4. Spannungsparameter

Im Jahre 1975 schlug W. T. Chiang (vgl. z. B. [17]) vor,
einen sog. Spannungsparameter als charakteristische
Grobe zur Rifbeurteilung zu benutzen. Das so formu-
lierte Kriterium stellt formal eine Kombination von Nor-
malspannungskriterium und SIH-Kriterium dar. Ihm liegt
-zugrunde, daB RiBinstabilitit dann auftritt, wenn die
Normalspannung o9 auf einer Linie konstanter Deh-
nungsenergiedichte um die Rifispitze W™ = C einen Maxi-
malwert erreicht, Bild 4.

Chiang untersuchte nur das einfache Kriterium.
Ausgangspunket fiir die Bildung des Spannungsparameters
ist die folgende Relation fiir die Normalspannung:

1 =
~—— f9(%,§). 31
% ~gF 9 (31)
Fiir die Energiedichte gilt:
w28 (32)

Unter der Voraussetzung W* = C geht dann die Beziehung
(31) iiber in:

SMGX

RiBspitze

o9
max
Iso- WX Linie

Bild 4
Iso-W" -Linie um die RiBspitze



0y ~y/C @ (3,%), 33)
wobei ® als Spannungsparameter bezeichnet wird:
T9(9;
8(%,6) (34)

D= .
VS(3,9)
Benutzt man zur Formulierung von ® die Gln. (14), (16),

dann ergibt sich (vgl. [10]):
1
) I

F-arof @20 e-ne (3600

Dén Maximalwert erhilt man aus: (35)
{a312¢=0, 229/082 <0} PR

Damit errechnen sich folgende Initialpunktlagen:

o +1)2 1

£, ={ 1/ [4(’2'(_;)—1}1}2 ~1. (37)

Die entsprechende Abhiingigkeit von der Querkontrak-
tionszahl ist fiir den EVZ in Tabelle 2 enthalten.

4.5. Radialverschiebung

Nunmehr benutzen wir als charakteristische Gréfe zur
RiBibeurteilung folgende normierte Form der Radialver-
schiebung:

K, = (K!/vro) ve (9, 8).

Das lokale Maximum von K bzw. v, soll dabei das Rif-
ausbreitungsverhalten beschreiben, wobei v, <0, 0<
¢ < co. Benutzt man zur Formulierung von Gl. (38) die
Gl. (15), dann fiihren die Bedingungen

(38)

{ai’v/ag:o, a2‘1’<°v/ag2<o}lszo£ 39)

auf folgende Beziehung fiir die Berechnung der Initial-
punktlagen: ,

-] +1 2 l

E ={1/[LL_,_ 1] + 1} 2_1.
4k —1)2

Es sei darauf verwiesen, daf die Gln. (37) und (40) iiber-

einstimmen!

(40)

Tabelle 2.

5. Diskussion der Ergebnisse

Wir wollen zunichst die Initialpunktlagen nach den Gl.
(22), (30), (37), (40) gegeniiberstellen. Die entsprechen-
den Ergebnisse sind Tabelle 2 zu entnehmen.

Aus der Literatur sind nur wenige experimentelle Unter-
suchungen zu dieser Problematik bekannt. Garde und
Weifs [22] untersuchten Rifkeimbildungen (d. h. Initial-
punkte) vor dem Kerbgrund von gekerbten PMMA-Pro-
ben. Um die dort erhaltenen Versuchsergebnisse mit ana-
lytischen Rechnungen vergleichen zu kénnen, ist es not-
wendig, bei der Formulierung der charakteristischen
GroBen den Einfluf des Spitzkerbenradius zu beriick-
sichtigen. Benutzt man z. B. das erweiterte SIH-Krite-
rium, dann findet man eine qualitative Ubereinstimmung
zwischen gemessenen und errechneten Initialpunktlagen,
vgl. [10].

Weiterhin sei auf die Ubereinstimmung der Initialpunkt-
lagen (fiir das verwendete Riimodell) beim erweiterten
®-Kriterium und dem erweiterten v -Kriterium hinge-
wiesen. Sowohl beim SIH-Kriterium als auch dem Span-
nungsparameterkriterium und dem $2-Kriterium finden
Parameter als charakteristische GréBen zur RiBbeurtei-
lung Verwendung, die aus den Feldgrofien der Elastizi-
titstheorie in Rifispitzenumgebung durch entsprechende
Umformungen entstanden sind. Dabei ging es vor allem
darum, eine charakteristische Grofe in Riispitzenumge-
bung bereitzustellen, in der die Singularitiit der Kompo-
nenten des Spannungstensors nicht mehr stérend enthal-
ten ist. Dagegen wird beim v -Kriterium direkt eine Feld-
groe zur Ribbeurteilung herangezogen. Im Initialpunkt
der RiBausbreitung erreicht die Radialverschiebung ein
lokales Maximum (dies ist betragsmiifiig ein Minimum),
d. h. die radiale Dehnung verschwindet. Dabei gilt:

7. A2 (x—1)—l(x+1)}
T oaQ+v)uvma | VEZ+ 28 2 ’

wobei
(5) (£ — £0) <0.

Der Initialpunkt der RiBausbreitung stellt damit ein
Kontinuuumselement dar, das (beim EVZ) einer ein-
achsigen Dehnung (senkrecht zur RiBrichtung) unterwor:
fen ist.

Berechnete Initialpunktlagen (EVZ)

°£°o SIH-Kriterium Spannungsparameter Mehrachsigkeits-
— Verschiebungs- Kriterium

v Kriterium

0 0,122 (°) 0,155
0,1 0,106 1,18 0,0684
0,2 0,0853 0,512 0,0237
0,3 0,0596 0,219 0,00517
0,4 0,0276 0,0606 0,000346
(0,5) (0) (0) (0)
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Umfassende Aussagen zur Gesamtproblematik bleiben
weiterfilhrenden Untersuchungen sowohl theoretischer
als auch experimenteller Art vorbehalten.

6. Zusammenfassung

Zur Beschreibung des Stabilititsverhaltens von Rissen
dienen Rifibruchkriterien. Diese verwenden charakteristi-
sche GroBen, die aus den FeldgréBen der Elastizitits-
theorie hervorgehen, zur Beurteilung des Rifiverhaltens.
Als charakteristische Grofien werden die Dehnungsener-
giedichtefunktion, eine Mehrachsigkeitszahl des Span-
nungszustandes, ein Spannungsparameter und eine Ver-
schiebung vorgestellt und diskutiert. Berechnet man ent-
sprechend den Grundhypothesen der Rifbruchkriterien
den Ort der Bruchinitiierung, so zeigt sich, daf dieser an
einen lokalen Extremwert der entsprechenden charakte-
ristischen Grofe in einem endlichen Abstand vor der
Rifispitze gebunden ist. Im Falle der Anwendung des
Verschiebungskriteriums auf die INGLIS-Anordnung ist
der Initialpunkt ein Kontinuumselement, daB einer ein-
achsigen Dehnung (senkrecht zur Rifirichtung) unterwor-
fen ist.
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