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1. Einleitung

Mehrere Veroffentlichungen, insbesondere die von Puck
[1], Roth und Griininger [2] weisen darauf hin, daf dem
Querzugversagen von verstirkten Werkstoffen fundamen-
tale Bedeutung zukommt. In den bisher bekannten Ar-
beiten von Haberl [3], Avramidis [4] und Skudra u.
Bulavs [5] werden die Eigenschaften faserverstirkter
Werkstoffe bei Belastung quer zur Faserrichtung unter
der Voraussetzung ermittelt, daf an der Kontur des Be-
rechnungsmodells eine konstante Normalspannungsver-
teilung vorliegt.

Urbanczyk [6] verwendet zur Spannungsanalyse quer-
beanspruchter Kom positionen die Methode der punkt-
weisen Naherung.

In der vorliegenden Arbeit wird unter Anwendung der
Scheibentheorie eine Spannungsuntersuchung an der
Faser-Matrix-Grenzfliche querbeanspruchter faserver-
stirkter Werkstoffe vorgenommen. Der Einfluf der be-
nachbarten Faser auf den Spannungszustand in der
Scheibe wird iiber die Verschiebungen der Randpunkte
des Grundelementes (Berechnungsmodell) erfaft.

2. Beschreibung des imechanischeh Models

Die Fasern mit kreisformigem Querschnitt sind in der
Matrix nach einem quadratischen Raster und parallel
zueinander angeordnet (Bild 1). Faser und Matrix sind
homogen, isotrop und haften aneinander.
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a Radius der Begrenzung des
EinfluBbereiches der Einlagerung
b Radius der Einlagerung
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Aus der im Bild 1 angenommenen Faseranordnung wird
ein Grundelement herausgeschnitten (Bild 2). Der kreis-
formig angeordnete AufBienrand der Matrixhiille a erfahrt
eine Verformung, die der mittleren Verformung der
Komposition entspricht.

Die Spannungsberechnung erfolgt auf der Grundlage
eines ebenen Forminderungszusiandes und linear-elasti-
schen Werkstoffverhaltens fiir die Faser und die Matrix.
Der Matrixrand (Kontur des Grundelementes) soll als
schubspannungsfrei betrachtet werden.

Belastungsrichtung

Bild 1
Anordnung der Einlagerung in der Matrix

€, €y Mittlere Dehnung der Komposition

Vx,Vy Verschiebungen in x,y - Richtung

u,v Verschiebungen in radialer und
tangentialer Richtung

Bild 2
Verformung des Grundelementes



3. Ableitung der Grundgleichungen fiir die
Spannungsanalyse

3.1. Formulierung der Rand- und Ubergangsbedingun-
gen

ey und ey sind die infolge der Querhelastung in x- und
y-Rlchtun.g erzeugten mittleren Dehnungen der Kompo-
sition. Die Verschiebungskomponenten u und v in radia-
ler und tangentialer Richtung sowie die Winkelverzer-
rung Y am Matrixrand a ergeben sich durch Transforma-
tion der Verschiebungskomponenten v, = €, a und
vy = €y a auf Polarkoordinaten (Bild 2):

u(a,yg) = % [(ex + €&y) — (ex — €y) cos2¢]

a .
v(a,@) = 3 (e, — ey) sin 2¢ ¢!

7(a,9) = (ex —€y)sin2¢

Die Verschiebungskomponenten u und v und die Win-
kelverzerrung 7y werden in einem drehsymmetrischen
(Index s) und in einen periodischen Anteil (Index p) zer-
legt.

Der drehsymmetrische Spannungszustand ist vom Win-
kel ¢ unabhiingig und es verschwinden alle Ableltungen
nach dem Winkel ¢.

Fiir diesen Spannungszustand gelten am Ubergang von
dem Faserbereich (Index 1) zum Matrixbereich (Index 2)
fiir die Radialspannungen o, und Radialverschiebungenu
die Beziehungen

AOREHO
uf(b) = ul(b) @)

wihrend fiir den periodischen Spannungszustand zusitz-
lich die Gleichheit der Schubspannungen 7 sowie der
Tangentialverschiebungen v vorausgesetzt werden miis-
sen:

0?1 (b) = "32 (b)

b)) = W (b) )
OO
o) = v )

3.2. Die Losung des Elastizititsproblems

Die Lésungen der Bipotentialgleichung (Scheibenglei-
chung) miissen die gegebenen Randbedingungen erfiil-
len (Randwertproblem 3. Art).

Mit den bekannten Ansitzen (Spannungsfunktionen) fiir
den rotationssymmetrischen Spannungszustand
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F; = %C1r2+C2bzlnr

und den Ansitzen fiir den periodischen Spannungszustand

1 1
Fll) = —2-(K41-2 + K5§r4)cos2tp
F2 = '2—(K°b2+Kll‘2+K2—r2— +K3—];§)COSZ(P

kénnen die Normalspannungskomponenten o, 0, und
die Schubspannung 7 fiir den Faser- und Matrixbereich
angegeben werden. Die aus dem rotationssymmetrischen
und periodischen Spannungszustand ermittelten Span-
nungskomponenten werden iiberlagert und ergeben die
Grundgleichungen fiir die Spannungsanalyse:

Fiir den Faserbereich 0 <r<b

0 = Cg — Ky cos 2y

0y = C3+ [Kg+ 6 Ks (%)2]cos2ap 4)
0z1 =1 (01 + 0p1)

1 = Ky + 3K (£)?Jsin 2¢

und fiir den Matrixbereich b<r< a
0y = € +Cy (O - 2K, (202 +K +3Ky () cos 20

b b
Op2 = G —Co (r—)2 +[K; +3Ky (;)2 +6K;3 ({;)2 lcos 2¢
5

Oz9 = Vg (or2 + 0tp2)
b b :
7y = [-K, () +K; —3Ky (;)4 +3K3(%)2]sm2¢

Die Integrationskonstanten (C; und K;) enthalten als
Parameter die elastischen Konstanten und den Faservo-

lumenanteil, dargestellt als Radienverhiltnis b .
a

4. Auswertung der Rechenergebnisse

Der Verzerrungszustand in der Scheibe sei durch dle
mittlere Dehnung in x- und y-Richtung
€x = € und €, = — €, mit €, = 0,5 % gegeben (Bild 2).
Fiir diesen Belastungsfall existiert nur ein vom Winkel ¢
abhéngiger (periodischer) Spannungszustand (C; = C ig =
C3 0). Die Berechnung der Vergleichsspannungen of,
Oyg und 0,4 (Hauptspannungs-, Hauptdehnungs- und
Gestaltinderungshypothese) mit den Spannungskompo-
nenten (4), (5) erfolgt fiir Faservolumenanteile im Be-
reich ¢, = 0,05 bis ¢, = 0,7 und den Elastizititskon-
stanten (E-Modul, Querkontraktionszahl) fiir die Ein-
lagerung und fiir die Matrix:

E; = 20000 N/mm?, v = 0,3
Ey 1000 N/mm?, vy = 0,35.

Nach den Gleichungen (4) und (5) verschwinden im
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Schnitt ¢ = % die Normalspannungskomponenten o,
% und im Schnitt ¢ = 0 baw. ¢ = % die Schubspannun-

gen 7.
Der Verlauf der Schubspannungen fiir ausgewihlte Fa-
servolumenanteile im Schnitt ¢ = 7/4 geht aus Bild 3 her-
vor. Die groSten Vergleichsspannungswerte in diesem
46

Schnitt -ergeben sich faserseitig (Index F) und matrix-
seitig (Index M) aus den Beziehungen:

F _ M _
o4=\/§ 1, 0v4—\/.?712.

v

Von besonderem Interesse ist die Spannungsuntersu-
chung im Matrixbereich, da die Einlagerung meist gré-
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Bild 4 )
Vergleichsspannungen an der Faser-Matrix-
301 Grenzfliche (matrixseitig) fiir ausgewihite
Faservolumenanteile
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fiere Spannungen aufnehmen kannl.v[Blld Nl]l' zexslt den Ver- LITERATUR
lauf der -Vergleichsspannungen 0> O G, an der '
. . LY v . [1] Puck, A.: Zum Deformationsverhalten und Bruchmecha-
Faser-Matrix-Grenzfliche matrixseitig. Im  Schnitt nismus von unidirektionalem und orthogonalem Glas.

¢ = 90° ist die Hauptspannung (o] = 0,) grofer als die
anderen Vergleichsspannungen. Mit zunehmendem Fa-
servolumenanteil wichst der Einfluf der Radialspan-
nung 0.9. Der Maximalwert der Radialspannung im
Schnitt ¢ = 90° liegt nach (5) im Matrixbereich (K ist
fiir alle Parameter negativ).

Wie aus dem Bild 5 ersichtlich, ist allerdings die Radial-
spannung in der Matrix nur geringfiigig groBer als an der
Matrix-Faser-Grenzfliche.

Die vorliegende Untersuchung erlaubt eine Aussage iiber
die Verteilung der interessierenden Spannung sowohl an
der Faser-Matrix-Grenzfliche als auch an jeder beliebi-
gen Stelle der Scheibe.
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