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Lineare und physikalisch nichtlineare Faltwerk-Statik mittels

hybrider finiter Elemente

H. Miiller, B. Méller

1. Einleitung

Fiir Faltwerke sind die in ihnen enthaltenen Kanten und
Ecken charakteristisch, d. h. Unstetigkeiten in Cl. Dasin
[1] angegebene hybride Element gestattet eine einfache
Beschreibung der Vertriglichkeiten zwischen den Ver-
drehungen der FEM-Knoten und denen der Elementrin-
der auch auf den Kanten. Da mit den Spannungsansitzen
des hybriden Elementes die Gleichgewichtsbedingungen
im Innern streng erfiillt werden, sind ausreichend glatte
Schnittkraftfunktionen mit weniger Aufwand erreichbar
als bei Verwendung von Verschiebungselementen.

Die im Element zugelassenen Schichten konnen beliebig
anisotrop sein. Durch Ausnutzen der Schichtanisotropie
und iiber Anfangsspannungen kann das physikalisch
nichtlineare Verhalten von Faltwerken aus Stahlbeton
erfat werden.
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Bezugsschicht

2. Algorithmeniibersicht fiir den linearen Bereich

Das Funktional der Erginzungsenergie, erweitert nach
Lagrange um die statischen Ubergangsbedingungen zwi-
schen den finiten Elementen, lautet fiir alle n hybriden
Elemente eines Faltwerkes [1] unter Einbeziehung auch
von Einzelstabbewehrung S
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Geschichtetes Faltwerkelement mit ,,verschmierter”” Bewehrung

und Einzelstabbewehrung sowie Verschiebungsfreiheitsgraden
der Knoten
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Dabei sind q die Freiwerte des Rand-Verschiebungsan-
satzes (Knoten-Verschiebungsfreiheitsgrade, vgl. Bild 1)

u=1L-q @
und 8 die Freiwerte des Spannungsansatzes
s=Ppg + PP . 3)

~ Der erste Term rechts in Gl. (3) gehort zu den Losungen
der homogenen differentialen Gleichgewichtsbedingun-
gen, der zweite zu den Partikulirlosungen fiir die Be-
lastung. Weiter sind
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D™ jst die Elastizititsmatrix einer Schicht, s™ .0 enthilt
die Anfangsspannungen (vgl. auch Gl. (20)) und G™ den
Abstand der Schicht m zur Referenzschicht. S fat die

Einzelkrifte des Bewehrungsstabes 1 an den Durchstoﬁ
punkten i und j auf dem Rand des Flichenelementes zu-

sind bekannte Anfangsstabkrifte —, und
Z verknupft dle Knotenfreiheitsgrade q mit den Ver-
schiebungen u der Punkte i und j.
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Weiter bedeuten in Gl. (1)

q  Vektor der vorgeschriebenen Knotenverschiebun-

_ gl

gen

¢o Vektor der Verzerrungen der Referenzschicht und
der Kriimmungen

B; von der Flichenbelastung und von den Anfangs
spannungen abhiingiger Term
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So | stetige Randlasten lings des Randes eines Ele-

mentes e
Sk konzentrierte Krifte in den Knotenpunkten
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Der Verlauf der Schnittkrifte p am Rand Oe des Ele-
mentes folgt aus Gl. (3) zu

B, =R-B+R-§.

Aus der Bedingmig fiir die Stationaritit von 7 und nach
Elimination der Spannungsfreiwerte §

6
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_ (10)
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verbleibt das Gleichungssystem fiir die Knotenverschie-
bungen q
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ke ist die Elementsteifigkeitsmatrix des geschichteten
Elementes ohne Einzelstabbewehrung

k¢ = TT-H-T. 12)
Unter Einbeziehung der Einzelstabbewehrung ergibt sich
die Elementsteifigkeitsmatrix

K°=TT-H-T+?(Z$)T-'I‘J‘Z%. @13)

Die Steifigkeitsmatrix K des Bewehrungsstabes 1 (vgl.
Bild 2) lautet im Elementkoordinatensystem Xx,y,z
(A — Stabfliche, E — Elastizititsmodul, ;; — Stabliinge)

2 dec 0|-d2 —dc O
d-c 2 0|-dc —-c2 0
0 0 0 0 0 0
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Bewehrungsstab 1im Elementkoordinatensystem x, y, z



3. Zur Anwendung im linearen Bereich

- Im Programmsystem FALT-FEM stehen z. Z. einschich-
tige hybride Rechteck- und Dreieckelemente sowie
mehrschichtige hybride Rechteckelemente zur Verfii-
gung. Diese Elemente sind mit Stab-Verschiebungsele-
menten beliebig koppelbar, so daf mittige oder aufier-
mittige Versteifungen erfabt und auch Stabtragwerks-
teile angeschlossen werden konnen.

Im Beispiel des Kohlebunkers nach Bild 3a,b wurden
einschichtige Rechteck- und Dreieckelemente sowie mit-
tig und auBiermittig angeschlossene Stabelemente ver-
wendet. Fiir einen aufgestinderten Wasserbehilter gemif
Bild 3 ¢ zeigt Bild 3 d die erhaltene Lingskraftverteilung

a) Ansicht
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c) Ansicht

Bild 3

in den Wiinden. In der Mitte der langen Wand ist quasi
die Naviersche Verteilung bereits erreicht, wihrend in
der Mitte der kurzen Wand noch die fiir die Wandscheibe
typische Verteilung vorliegt.

Das mehrschichtige Rechteckelement wurde bei der Be-
rechnung einer Stahlprofilblech-Beton-Verbundplatte
(Bild 4) gemeinsam mit exzentrischen Stabelementen
eingesetzt. Der Beton wurde in 4 Schichten unterteilt,
die horizontalen Bereiche des Trapezprofilbleches bilden
eine fiinfte Schicht. Die geneigten Bereiche wurden als
exzentrisch angeschlossene Stabelemente modelliert.
Bild 5 gibt das Elementnetz mit 70 mehrschichtigen
Rechteckelementen, 70 exzentrisch angeschlossenen
Stabelementen und 90 Knoten wieder. Der Vergleich der
Biegemomente in Plattenmitte mit denen der isotropen

b) FEM - Geometrie - Diskretisierung

|
|
|
|
-
———finite Stabelemente
105 Knoten

19 Stabelemente

64 Rechteckelemente
23 Dreieckelemente

d) Langskrifte

Langskrifte N-1(LF Wasserfillung)
a), b) Kohlebunker — Ansicht und Vernetzung c), d) Wasserbehilter — Ansicht und Lingskrifte in den Winden



Tabelle 1

4. - . 3 3 * ~
Stahlprofilblech-Beton-Verbundplatte, Vergleich dex Generelles Vorgehen m PhYSIkahSCh nichtline

Biegemomente in Plattenmitte aren Bereich
N isotrope Zur Losung des physikalisch nichtlinearen Problems von
Rechteckplatte Rechteckplatte Verbundplatte Stahlbeton-Faltwerken wurde aus den bekannten FEM-
exakte Losung FALT- FEM - FALT - FEM -

Losungsverfahren ein inkrementell-iteratives ausgewihlt.
Die Belastung wird inkrementiert. Zu Beginn jedes Inkre-
v, 0,876 KNmim 0,88 kNm/m 0.80 KNm/m mentes wird die Systemsteifigkeitsmatrix neu aufgebaut.
Innerhalb jedes Lastinkrementes wird nach dem modifi-
zierten Newton-Raphson-Verfahren (Methode der An-
fangsspannungen) iteriert. Im Lart-Verschiebungs-Dia-
gramm und im Spannungs-Verzerrungs-Diagramm (Bild 6}
ist die Iteration im r-ten Inkrement schematisch darge-
stellt.

einschichtig mehrschichtig

My 0,251 kNmim 0,27 kNmim 040 kNm/m

Vor dem Aufbringen des r-ten Belastungsinkrementes
AR st der Spannungs- und Deformationspustand des
Tragwerkes festgelegt durch

g, _; Vektor der Knotenverschiebungen
e Verzerrungsvektor
Spannungsvektor

D™ Materialsteifigkeitsmatrix einer Schicht in Abhin-
gigkeit von Rifzustand und Spann

ungszustand.

)

Im v-ten Iterationsschritt eines Inkreraentes gilt fir d
Gesamttragwerk die linearisierte Bezi

1

£

G

Schichtung: ) _ v—-1 (i) . .
N Ag :Ksl-(-AR+E AR,). (15)
) i=1
M %i AR sind Korrekturlasten zur Erfassung des tatsichlich
ﬁiy S physikalisch nichtlinearen Verhaltens, sie werden aus
My ‘ M m o
~ " berechnet, vgi. Gl
. . Blechdicke 1mm den Anfangsspannungen AAG gr net, vg
Kg ist die in Abhangigkeit von den D gebildete Sy-
Referenzschicht stemsteifigkeitsmatrix. Aus Gl (15) folgt der Verschie-
v, v . .
exzentrisches Stabelement bungszuwachs AA ¢ im v-ten !Herationsschritt
. 2 f\1> -1
Belastung: konstante Fldcheniast p=10 kNim AAg’ = KS « AR o
Randbedingungen: aliseitig gelenkig gelagert ' L (A
‘ anet - gl S
ag = S A o V=&,
Biid 4

Stahlprofilblech-Beton-Verbundplatte, Schichtenmodellierung Die Gesamtverschiebungen im v-ten Iterationsschritt des

Rechteckplatte gemif Tabelle 1 zeigt deutlich die der r-ten Inkrementes sind
; * ittkeaft. y o)
konstruktiven Orthotropie zugeordnete Schnittkraft g‘;) =g tZ A A{gg ) an
umlagerung. i=1
TT  Symmetrieachse Die AR erhilt man in Abhin
1 /e 7 18 % 86 72 78 8 0 nach Gl (11)
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Bild 5
Elementnetz fiir Stahlprofilblech-Beton-Verhundplatte
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Bild 6
Inkrementell-iteratives Losungsverfahren
a) Last-Verschiebungs-Iteration
b) Spannungs-Verzerrungs-Iteration
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5. Zu den Nichtlinearititen des Stahlbetons

Um die wirklichkeitsnahe Erfassung der physikalischen
Nichtlinearititen des Stahlbetons hat man sich besonders
im letzten Jahrzehnt sehr bemiiht. Es dominieren diffe-
rentiale bzw. inkrementelle Deformationsgesetze sowohi
vom nichtlinear elastischen Typ, wie z. B. in [2], als auch
vom elastisch plastischen Typ, wie z. B. in {3], [6]. Dane-
ben wurden auch finite Deformationsgesetze entwickelt,
wie z. B. in [5].

Das hier gewihlte Losungsverfahren verlangt, dai nicht-
lineares Materialverhalten einschlieflich Rifibildung so-
wohl iiber die Materialsteifigkeitsmatrix — zu Beginn je-
des Inkrementes — als auch iiber Anfangsspannungen —
innerhalb eines Inkrementes — erfafit werden kann.
Nachfoigend werden einige der moglichen Fille skizziert.

5.1. Materialsteifigkeitsmatrizen fiir ungerissene und ge-
rissene  Betonschichten sowie fiir Bewehrungs-
schichten

Fiir ungerissene Betonschichten wird ein inkrementelles
nichtlineares Materialgesetz z. Z. nach [2] verwendet

Ag™ =Dy (g)f(Aem—Ago)wg’j : 21

Die Materialsteifigkeitsmatrix D™ ist spannungsabhiingig
und beriicksichtigt die beanspruchungsbedingte Aniso-

tropie. Der Bruch wird mit einer ebenfalls in [2) angege-
henen Bruchbedingung definiert.

Der zu AA((I;)von Gl. (16) gehorende Verzerrungszustand
AA( l::)m einer Elementschicht liefert mit der Materialstei-
figkeitsmatrix D™(0. ;) am Beginn des Inkrementes

die einem linearisierten Materialge-

setz zugeordnet sind, jedoch nicht das nichtlineare Ma-
terialgesetz Gl. (21) (einschliefilich RiBibildung) fiir die

Verzerrungen AA( 12"'

(™
Spannungen AA [

erfillen. Durch Korrekturspan-
nungen AAOQI'? sind die AA(E_)? so zu korrigieren, dab
das nichtlineare Materialgesetz erfiillt wird (Bild 6).

(2]

- (22)

2xQm - pm -AA(:)’“ +(—AA(§)I'(“).

Die Spannungen AA(IQm (vgl. Bild 6) werden nach einem
in [2] vorgeschlagenen Iterationsverfahren bestimmt, so

daﬁvt}}“ + AA am die bei dem erreichten Verzerrungszu-
stand tatsichlich auftretenden Spannungen darstellen.
Damit koénnen aus Gl. (22) die Korrekturspannungen be-
rechnet werden. Aus den Korrekturspannungen folgen
die Anfangsspannungen fiir G1. (20)
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Bild 7
RiB und RiBidealisierung

Zur Erfassung der Rifibildung in den Betonschichten
werden folgende Niherungen eingefiihrt:

-~ Risse werden im Element ,,verschmiert”

— Risse, die bei einer Laststufe entstehen, verlaufen in
einer Schicht parallel

= Risse in verschiedenen Richtungen entstehen nachein-
ander ‘

— RiBeigenschaften (RiBbreite, Rifrichtung, iibertra-
gene Spannungen) dndern sich wihrend eines Itera-
tionsschrittes nicit, d. h. Risse 6ffnen und schliefen
sich nur am Ende eines Iterationsschrittes
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Bild 8
Versagenskurve
y
X
Bild 9

Gerissene Betonschicht mit einem Rif
10

— fiir die Spannungsiibertragung am idealisierten Rif
(Bild 7) gilt:
- senkrecht zum Rifi kann keine Zugspannung iiber-
tragen werden
- senkrecht zum Rif kann eine Druckspannung dann
iibertragen werden, wenn die Rifibreite b, gleich
Null ist
- parallel zum Rif werden abgeminderte Schubspan-
nungen iibertragen
~iiber die Rifbildung in einer Elementschicht entschei-
det der Spannungszustand in deren Schwerpunkt:
*ein Rif entsteht, wenn die zweiaxiale Festigkeit
des unbewehrten, ungerissenen Betons im Zug/
Druck- oder Zug/Zug-Bereich iiberschritten wird
(Bild 8)
- die Ribrichtung verliuft senkrecht zur Hauptzug-

Spannung.

Bild 9 zeigt eine gerissene Betonschicht mit einem Rifs
und den Rifkoordinaten £, 1 sowie den Koordinaten 1,2
der Hauptspannungen. Im Moment der Rifibildung fallen
beide Koordinatensysteme zusammen.

Vor dem Entstehen des Risses gilt

B m- r— q K} ] i m
Aoy dip diz dy3 | | A
Adp | =| dgy  dyy dp3 || A e | - @)
A 0277 :1_31 532 533 A eg‘n
— - b _J L -
In gerissenem Zustand gilt.
E =0= dll ACE + d12 AC "' d13 Ae (24)

Es wird nun — zunichst vereinfachend — vorausgesetzt,
daB sich durch den Riﬁvorgang nur die Verzerrungskom-

ponente A eE in ACE g €ine inkrementelle Materialver-

zerrung im gerissenen Zustand, indert, fiir die iibrigen
Verzerrungskomponenten aber gilt

Ae™ =A™ Ae™
n.R n n,T (25)

m m - m
Acenr = Aegy = Degyp

A m . . ”_ _
en’ und Aein,T sind inkrementelle ,,Total”-Verzer

rungen. Diese Totalverzerrungen wurden unter Einschluf
der Rifoffnungen aus den linearen Abhingigkeiten fiir
die Knotenverschiebungen errechnet.

m _ m
Ael = G- Ay (26)
Ap = A-As+Ap, —Ag, (27)
As = P-AB+P-AF (28)
AB = —[H-1-H-AB +H-1-h(Ag, —Ayp,) -

_ 29
—H"l'T'Aq—H—l'T'Aq]. (29)



Mit Gl. (24) nnd Gl. (25) ergibt sich folgende Abhﬁngigkeit zwischen den Materialverzerrungen im gerissenen

Zustand A eg"R, Ae? und A eE 7R und den Totalverzerrungen

™ 7 d ds | [ 7

am | fo —d2 di ) e

’ dp dpy ’
= . m (30)
Adpe |=10 1 0 Ay
m

L A eén’R— 0 0 1 A ezn,

Damit kénnen in den inkrementellen Spannungs-Verzer rungs-Abhiingigkeiten die Materialverzerrungen durch die

Totalverzerrungen ersetzt werden:

FAosR' K 0 0 1T GZT,
’A"',;‘,R =| 0 |dpp-d%/dy, dyg —dgy - dy3/dyy |. Aepr | BD)
AaEnR _ 0 | d3p—dgg.dyg/dyy| dg3 —dog/dyy | Aem

Agm -

m e (gm)-ATE

Zur Beriicksichtigung der abgeminderten Spannungs-
iibertragung zwischen den Rifufein wird in Anlehnung
an das Vorgehen von z. B. [3] und [4] die Matrix DmR
von Gl. (31) bzw. (32) durch Abmmderungsfaktoren,
sog. Verzahnungsbeiwerte, modifiziert. Flichenbeweh-
rung (Bild 1) jeweils einer Richtung wird zu einer Be-
wehrungsschicht verschmiert. In jeder Bewehrungs-
schicht herrscht dann ein einachsiger Spannungszustand,
der vor der Plastizierung durch die Materialsteifigkeits-

matrix -~ -

E" 0 0
S
D" = 0 0 0 (33)
0 0 0
L —J
erfafit wird.

5.2. Anfangsspannungen fiir gerissene Betonschichten
und fiir Betondruckversagen

Anfangsspannungen sind fiir verschiedene Rifzustiinde,
z. B. Betonschichten mit einem oder zwei Rissen, Beton-
schichten mit einem wieder geschlossenen Rifs, Beton-
schichten mit einem Rif in einer Richtung und einem
wieder geschlossenen Rifs in einer anderen Richtung zu
berechnen.

Beim Ubergang vom ungerissenen in den gerissenen Zu-
stand sind Anfangsspannungen zu berechnen, wenn wih-
rend der Newton-Raphson-Iteration die Betonspannun-

(32)

aufierhalb der Versagenskurve liegen. Fiir das

RiBverhalten gelten auch weiterhin die in 5.1. formu-
Lierten Voraussetzungen. Nach dem Entstehen des Risses

()m
gen O

gilt im RiBkoordinatensystem
o 1 a0 =00 = [Om
0 SILR  S12R S13,R| | iR
Om || - _ - | . |®m
r,n,R - szl’R 822’R 823’R er?n’R (34‘)
(V)m - — - )m
cr,En,lﬂ 831,R S32,R %33R € EnR
— — - -
P)m om ®)m
(Qr,n Spr (@) R - (35)

wobei §:‘R die Sekanten-Materialsteifigkeitsmatrix und
g glder Spannungsvektor im Riflkoordinatensystem sind.
Um eine Iteration bei der Berechnung von%);nR aus -der
nichtlinearen Glejchung (35) zu umgehen, wirc,l _S;';R mit
einem geschiitzten Argumentvektor g™ fiir den erreichten

gerissenen Zustand aufgestellt

®)
om - {0, (’é’:‘z _ - (‘1’?,?’ 0} , (36)

wobei v, die Anfangsquerdehnungszahl ist. Fiir die Ab-
hingigkeit zwischen den Materialverzerrungen im geris-

11



Bild 10

6 D gen im Herotionsschritt Anfangsspannungen bei Betondruckversagen
abzu - 266"
arbeitendes
Inkrement
|
", arc tan D" (g:" 6" .. ’zu(g"'
e e
Gr
-~ (vs2)
5
m a2 — e’
e« W TR v
Wet) o (e2)
A€ 'AAe :
senen Zusta;nd und ‘den Totalverzerrungen gilt G1. (30) Eine Betonschicht versagt durch Druckbruch, wenn (5),“1
Smngemﬁi)ﬁ. T_Ir:;; folgt nun aus Gl (35). Aus den Span- auBerhalb der Versagenskurve im Druck/Druck-Bereich
nungen 0 = fiir nichtlineares Materialgesetz, aber ohne liegt. Nach dem Druckversagen gilt
Rifibildung, v, 111 Bild 6, k6nnen durch Einfithren von Kor- 0= (5)"1 - Q’;’mx . (39)
-T -r,
rektorgroBen §rn§ die bereits mit Gl. (35) berechneten ®)
Spannungen ebenfalls berechnet werden Die aus Gl. (39) folgenden Korrekturspannungen Q:‘K
werden ebenso wie in Gl. (38) behandelt. Bild 10 zeigt
O O, O die Veranschaulichung fiir den eindimensionalen Fall.
gr,R =g, - 2r,K . 37
Aus diesen Korrekturspannungen folgen nun wiederum 5.3.: Beispiele zur Algorithmentestung
v
Anfangsspannungen AA @ :)n fiir G1. (20): Bild 11 zeigt eine nichtreibende Betonscheibe zur Prii-
fung der richtigen Ubertragung des nichtlinearen Beton-
A A(g)m - O Stoffgesetzes auf die zugehédrige Last-Verschiebungs-
Zo 7 %k (38) Abhiingigkeit der Struktur.
Ny=265 bp in N/imm?
{IIHTT -[ 2
g 15
o
- £ 10
é sl BBlels 11 lterationen
l im Inkrement
I » 0" 107t 5107 N
Bild 11

Gedriickte Betonscheibe, nichtlineares Materialgesetz

12



Bild 12

Stahlbeton-Balken-Platte und

P=5kN R
ot lP=5k“ e Last-Verschiebungs-Diagramm
/
Xs
} X5 P=5kKN P=5kN /;‘
| %
a0 =~
2,50m
Beton: E,=24-10"kN/m’
Vo= 02
By=2.65-10*kN/m?
2 Betonstahl I: E =2,1-108 kN/m?
! 6 = 240 N/mm?
3
4 Schichtung: Schichten 0,1,2,3,4 - Betonschichten
’ Schicht 5 - Fliichenbewehrung 6610, Fy=4 Ticn
Betondeckung: 1,5cm
PinkN 2
F o ——" 30
— %
Y )
4
2
S
E 3
s
E
kT 2
=
© 1
r —y ()i
5 3 3 vg(S)inm
110 5-10 10-10
keine|Risse in  |Risse entstehen in | keine weiteren |Risse entstehen in
Risse|Element 2, Schicht 3,4 [Element 2, Schicht 0|  Risse Element 3, Schicht 1
Element 3, Schicht0,3.4(Element &, Schicht0
Element 4, Schicht 3,4
'y =
b |
i ; ;
Bild 13

2. Inkrement /1. Iteration

2. Inkrement /2. Iteration

2. Inkrement/5. Iteration

RiBentwickiung
im Element @

21F
4 ﬁ TE
M1.RiB in Schicht 4
1. RiB

é

3 =
47— ity -

Risse in Schicht 3,4

2

1
0= i 1
4 3 TR D

Risse in Schicht 0,34

RiBentwicklung im 2. Inkrement

13



Belastung: Fldchenlast p =250 kN/m?
Beton:  Eg=30000 N/mm?

Betondeckung 1em

Schichtung

Die einachsig bewehrte Stahlbeton-Balken-Platte mit
»starker” Bewehrung gemif Bild 12 wurde iiber die
Dicke in 5 Betonschichten und 1 Bewehrungsschicht
unterteilt. Dargestellt sind im Bild 13 die RiSentwick-
lung im 2. Inkrement und das Last-Verschiebungs-Dia-
gramm. Letzteres zeigt deutlich den fiir Stahlbeton cha-
rakteristischen Steifigkeitsabfall nach Entstehen der er-
sten Risse. Die Ergebnisse ,,stehen” erst nach Abschluf
der Iteration des jeweiligen Inkrementes. Den Iterations-
schritten zugeordnete Rifientwicklungsaussagen sind da-
her lediglich qualitative Interpretationen.

Ein drittes Beispiel, eine Quadratplatte unter Flichen-
last, diente der Testung des Offnens und Schlieens all-
gemeinerer Rififormen als beim vorhergehenden Beispiel
(Bild 14, 15).
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Bild 14
Stahlbeton-Quadratplatte

RB: allseitig gelenkig gelagert
Betonstahl : E = 210 000 N/mm?
Bg=32,4 N}/mmz O =

240 N/mm?
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