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Besonderheiten der Spannungsberechnung bei degenerierten
dreidimensionalen finiten Verschiebungselementen
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1. Einleitung

Bei der Bewertung des Festigkeitsverhaltens eines Bau-
teils sowie bei der Dimensionierung stellen die Spannun-
gen in den meisten Fillen das entscheidende Kriterium
dar. Mit Hilfe der Methode der finiten Elemente (FEM)
gelingt es, auch bei komplizierten Konstruktionen unter
beliebiger Belastung und Lagerung Spannungs- und Ver-
formungszustinde zu ermitteln. Hiufig lassen sich aller-
dings erst durch eine echt riumliche Analyse hinreichend
genaue Aussagen iiber den Beanspruchungszustand ma-
chen. Das an der TH Magdeburg im Wissenschaftshereich
Festkrpermechanik entwickelte Finite-Elemente-Pro-
grammsystem COSAR/E80 erméglicht eine solche drei-
dimensionale elastostatische Festigkeitsherechnung be-
liebiger Bauteile [1].

Die Einsatzméglichkeiten eines FEM-Programms héngen
wesentlich von den zur Verfiigung stehenden finiten
Elementen ab. Da COSAR/E80 vordergriindig fiir eine
riumliche Analyse vorgesehen ist, umfafit der Element-
katalog eine Reihe von Vollkérperelementen. Die Beson-
derheit des Elementkataloges besteht darin, daf als
Basiselement das Hexaeder mit 20 Knoten verwendet
wird und alle weiteren Elemente auf der Grundlage des
Degenerationsprinzips (Zusammenfallen mehrerer Kno-
ten; vgl. Bild 1) aus diesem zentralen Element abgeleitet
wurden [2], [3]. Diese Vorgehensweise gestattet zwar
eine durchgingig einheitliche Behandlung aller Elemente,
es ergeben sich jedoch einige Konsequenzen, die insbe-
sondere bei der Spannungsberechnung zum Tragen
kommen.

Bild 1
Entwicklung von Sonderelementen durch Degenerieren eines
Hexaederelementes (o degenerierte Knoten)

Im vorliegenden Beitrag wird diese Problematik niiher

untersucht und es werden Aussagen zur Eignung derarti-

ger degenerierter Elemente fiir eine dreidimensionale
Spannungsanalyse abgeleitet.

2. Der Elementkatalog von COSAR/E80

Fiir die dreidimensionale Festigkeitsberechnung steht im
Programmsystem COSAR/E80 eine Familie von isopara-
metrischen Verschiebungselementen zur Verfiigung, die
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an jedem Knotenpunkt drei Verschiebungsfreiheitsgrade
als Unbekannte aufweisen und deren Knotenpunkte in
den Elementecken und auf den Seitenmitten liegen (vgl.
Bild 2). Die Ansatzfunktionen des zur Serendipity-Grup-
pe gehorenden Basis-Hexaederelementes HK60 lassen
sich mittels Lagrangescher Interpolationspolynome her-
leiten und enthalten einen vollstindigen quadratischen
Ansatz sowie weitere Polynomanteile hoheren Grades.
Indem man Knoten dieses Basishexaeders zusammen-
fallen lifit (das Hexaeder degeneriert), ergeben sich alle
iibrigen in Bild 2 angegebenen Elemente der 3D-Element-
familie von COSAR/E80. Die dabei automatisch ent-
stehenden Ansatzfunktionen der degenerierten Elemen-

Chisel CK36

Tetraeder TK30

Bild 2

Vollkérperelemente des Programmsystems COSAR/E80 mit

Basisnumerierung und der Lage des elementlokalen, natiirlichen

Koordinatensystems

O degenerierte Knoten

© Knoten, deren Ansatzfunktionen nicht aus dem Basiselement
iibernommen werden kénnen, sondern durch Zusatzterme
modifiziert werden miissen



te sind auf den Dreiecksflichen unsymmetrisch und
verletzen daher bei beliebig zusammenstofienden Drei-
ecksflichen die Kompatibilititsbedingung. Durch ent-
sprechende Korrekturen der Ansatzfunktionen in Form
von Zusatztermen an bestimmten Knoten (vgl. Bild 2)
wird dieser Mangel iiberwunden. Die sich so ergebenden
Ansatzfunktionen der 3D-Elementfamilie von COSAR/
E80 sowie deren erste Ableitungen sind nachfolgend
zusammengestellt [4]. Die Beschreibung der Elemente
erfolgt in einem elementlokalen krummlinigen Koordi-
natensystem &, , &5, £5 €[~1, 1], durch das ein krumm-
liniges Hexaederelement auf einen Wiirfei der Kanten-
linge 2 abgebildet wird.

Hexaeder-Element HK60:
Eckknoten

1
GL = g (1 +EIL£1) (1 +£2L52) (1 +E3LE3)
*GiLétEaLdy tELE -2
(L=1,357,13,15,17,19)

Seitenmittenknoten

1
Gp= g &8 Qg 8) U+ Ey &)

-Gk ba)? — Gt b)) — (6 LEpr £9)2)
L= 2,4,6,8,9,10,11,12,14,16,18,20)
&1, — lokale Koordinaten am Knoten L

Die in den Ansatzfunktionen fir die degenerierten Ele-
mente auftretenden Zusatzterme AG, , ergeben sich aus

AG,, = %[1+(—1)agi](1—2j2)(1—2i)
@=12 ijk=1,23; i+jtk

Anvil-Element AK54:

G=6,+6,+G,

Gy =G5 +AGy); G =G, — 246,

Gg =G7 +AGy;; Gjy=Gyy + AGy,

Gly= 614 — 286y ; 6= G, + AGy,

61=Gp,, (L=26789,10,14,1516,17,18)

Pentaeder-Element PK45:

P_ . ) P _
G1=61*63+G35  G)y=Gy3+6y,+Gyg

P_ : P
G3=G5+AGy ; G =Gg—246,

P_ ; P _
Gg=G,+AGy ;  GF,=6,,+A6,,

P . ¢P -

P
G, =Gg + Gy 3 P_ -
7=69% %10 G; =G, (L=26)

P = P ,
G =Gp,3 (L=89); Gl =6, (L=1L15)

Wedge-Element WK39:

8
W .oV =
G; = Lz_l Gy s GL =Gy .7 (L=2345)

W _ .oV
Gg =Gy3+AGy; +AGy; 5 Gy =Gy, 246y,

W _
G —G15+ AG21+AG

. gV
8 125 Gy =G16—24Gy,

W _ .oV _
Gyo=Gp7 18G5+ AGyy 5 Gy =613 —2AGy,

v _ .oV _
G12 = Gl*) + AG22 +AG11 s G13 = G20 —2AG11
Chisel-Element CK36:

C _ . C_
Gl—G1+G2+G3, G2—G4+G3

C_ . C_

C_ . C_ -
65 =6y3+61,+Gyss 67 =G ,g (L=56)
c -812): GS-=
=G4 (L=812); Gf=6,+AG,,+AGy,

C C _
Gio = G1g —2(AGyy + AGy); Gp) =GygtAGy, +AGy,

Tetraeder-Element TK30:

e
6] =2, Gy ;

T
G =Gp,p (L=34)
=1

Gy =Gy *Gyg 3 Gg =G13+G416)5+AG,+AGy,
Gg =Gy —24Gy,; G’fo =Gy =246y,

Gy = Gyp +AGy + AGyy +0,5 (1 +£,) AG,,

Gg = G1g— 286y, —(1+£,) AGy,

Gy =Gyg+ AGgy + AGy; +0,5 (1+£,) AGy,

Die ersten Ableitungen lassen sich fiir die Ansatzfunktio-

nen des Hexaeder-Elementes HK60 in folgender Form
darstellen:
Eckknoten
Gy 1
E = ‘8“ EiL 1+ EjLEj) 1+ EkL Sk)
1

CCELETELE T ELE D

Seitenmittenknoten

a6, 1
aEi - Z (1 N E’sz) (1 + EkL Ek)
: {5 il - G6)? - (L8071 - 251(5,'1,31(02}
ijk=1,23 i+j+k

Die ersten Ableitungen der Zusataterme AG,, ergeben
sich aus:
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B(AGm)_ 1

R A T
3AG,) 1

gl CUIEA-E)
(G, 1
_a?a__ﬁm(-l)"sil(l—sf)tk

a=12; i,jk=1,23; i+j$k

Die Anwendung des Degenerationsprinzips ermdoglicht
eine vollig einheitliche Behandlung aller Elemente der
Familie. Es gibt z. B. nur ein Unterprogramm, das die
Steifigkeitsmatrizen fiir alle Elemente aufbaut, wobei
in Abhingigkeit vom Elementtyp unterschiedliche An-
satzfunktionen angesteuert werden. Fiir ein neues Ele-
ment dieser Familie braucht daher lediglich die Ansatz-
funktion programmiert zu werden.

Bei der Durchfiihrung praktischer Rechnungen wird die
Vernetzung weitgehendst unter Verwendung des HK60-
Elementes erfolgen. Die iibrigen Elemente der Familie
haben insofern ihre Berechtigung, als sie das Erfassen
beliebiger Randkonturen und die Realisierung von Netz-
verfeinerungen auf einfache Weise ermoglichen, ohne
dab stark verzerrte Elemente im Netz auftreten.

3. Berechnung der Knotenspannungen fiir dege-
nerierte Elemente

Der Verschiebungszustand in einem der angegebenen
Elemente wird durch

u,(El ’Ezs23) = GL(EI ’22’23) Y, )
i=1,2,3; L=1...N

approximiert (es gelte die Summationsvereinbarung), N
ist die Anzahl der Elementknoten, u;; bezeichnet die
Knotenverschiebungen. Entsprechend dem isoparametri-
schen Konzept wird die Transformation zwischen den
globalen kartesischen Koordinaten x; und den lokalen

Koordinaten Si ebenfalls mit den Ansatzfunktionen GL
durchgefiihrt

xi(zl »52’53) = GL (21 122’53) xiL (2)
i=1,23; L=1...N

Die FEM auf der Grundlage der Deformationsmethode
liefert als primire Ergebnisse einer elastostatischen
Analyse die Verschiebungen fiir jeden Knoten des Ge-
samtsystems, mit denen auf Elementebene die Ermitt-

lung der Spannungen erfolgt. Die Elementspannungen
% ergeben sich aus

1
oij = Eijra § (ur,s * us,r)

1 %6, 36,

“Hine g (55 T g ) @)
ijr8=123; L=1...N
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E,; , enthilt dabei das Materialgesetz (Hookesches Ge-
seiz) Da der Zusammenhang zwischen den globalen und
den lokalen Koordinaten (2) bei beliebig verzerrten und
krummlinigen Elenienten nichtlinear ist, miissen die Ab-
leitungen der Ansatzfunktionen in (3) mit Hilfe der
Jacobischen Matrix ermittelt werden

96y, _ 3G, 3z, . 3G,

3  dx, 3 " ox
aGL(Ela£27£3)

af,

oG

sty

C)

Dabei bezeichnet J° sll symbolisch die Elemente der inver-
sen Jacobischen Matrix. Die Elemente J -sli lassen sich mit

der Determinante det J der Jacobischen Matrix in der

Form
=1
-1 Jsi
S — 5
81 det] ( )

schreiben. Damit kénnen die Spannungen fiir jeden be-
liebigen PunktP im Element berechnet werden, wenn
man in (3) unter Beachtung von (4) die lokalen Koordi-
naten £p des Punktes einsetzt.
Das ergibt jedoch Schwierigkeiten bei der Spannungser-
mittlung in den degenerierten Knotenpunkten, da in
diesen Punkten die Jacobische Determinante Null wird
(bei der Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrix tritt
dieses Problem nicht auf, da fiir die numerische Integra-
tion die im Elementinneren liegenden GauB-Punkte be-
nutzt werden). Die iibliche Spannungsberechnung wie sie
standardmibBig in Finite-Elemente-Programmen realisiert
ist, versagt an den durch Degeneration entstandenen
Knoten, da wihrend der Rechnung eine Division durch
Null auftritt. Genauer entsteht bei der Ermittlung von
3Gy,

0x

an diesen Knoten ein unbestimmter Ausdruck

der Form 0’ der durch eine Grenzwertbetrachtung be-
stimmt werden kann [5]:

C = lim 96y, (Ei)

: ox

&>5b s .

Dabei bezeichnet & die Koordinate, die in einer zum
degenerierten Knoten D gehérenden Dreiecksfliche ver-
inderlich und orthogonal zu der am KnotenD nicht
eindeutig definierten Koordinate ist (vgl. dazu Bild 3).
Einsetzen von (4) und (5) in (6) Liefert
-1 9G
e

s g

det]

()

G = ™
> &p
Wertet man Zihler und Nenner von (7) aus, ergibt sich
: 0

der unbestimmte Ausdruck 9

L'Hospitalschen Regel liefert als Grenzwert fir C, fol-

gende Formel

; die Anwendung der



9, [j-'! aGL}
C a,gk 81 aEi

s~ ®)

4 det
a—zk—[eJ]

Dreiecksflache, die
zum degenerierten
Knoten D gehdrt .

(-]

5
E £ €1

Bild 3

Erliuterung der benétigten GroBen bei der Spannungsberech-
nung in einem degenerierten Knoten am Beispiel des PK45-
Elementes

D — betrachteter degenerierter Knoten
— am Knoten D nicht eindeutig definierte Koordinate

(Infolge der Summenbildung bei der Degeneration hebt
sich diese Koordinate aus der zum Knoten D gehérenden
Ansatzfunktion heraus.)

£2 — Koordinate, die in der gekennzeichneten Dreiecksfliche
verinderlich und orthogonal zu £, ist

D’ — Punkt, der gegeniiber dem degenerierten Knoten D um
einen kleinen Betrag € ins Elementinnere geriickt ist

Fir die Ermittlung von C, nach (8) werden die zweiten
Ableitungen der Ansatzfunktionen G; benstigt und
zwar beziiglich der jeweiligen Koordinate £, fiir alle
degenerierten Knoten jeden Elementes. Fiir jedes Ele-
ment muB also ein gesonderter Algorithmus program-
miert werden, wodurch die einheitliche Behandlung der
Elemente verloren geht und ein Mehraufwand entsteht.
Um dieses Problem zu umgehen, wurde untersucht, ob
nicht ausreichend genaue Ergebnisse erhalten werden,
wenn man die Spannungen nicht unmittelbar an den
degenerierten Knoten D ermittelt, sondern an Punk-
ten D’, die um einen kleinen Betrag € ins Elementinnere
geriickt sind, wodurch der oben angegebene Algorith-
mus entfillt. Die lokalen Koordinaten von D’ ergeben
sich, indem die am degenerierten Knoten nicht ein-
deutig definierte Koordinate Null gesetzt und die iibri-
gen Koordinaten um ¢ verindert werden. Fiir den im
Bild 3 dargestellten Fall hat D’ somit die Koordinaten
D’(0, &p t€ E3p *€). Eine Vielzahl von Testrech-
nungen unter Einbeziehung aller degenerierten Elemen-
te hat ergeben, daf die Abweichungen gegeniiber der
sgenauen” Lésung bei einer geeigneten Wahl von € sehr
gering sind; als ein geeigneter Wert hat sich € = 0,001
erwiesen.

Neben dieser Problematik ergibt sich ein weiterer Aspekt
bei der Verwendung degenerierter Elemente. Wihrend
mit unverzerrten HK60-Elementen (Form eines Parallel-
epipeds) ein quadratischer Verschiebungs- und damit
ein linearer Spannungszustand exakt wiedergegeben
werden kann, erfillen verzerrte HK60-Elemente und

degenerierte Elemente intolge der Nichtlinearitit in der
Abbildung (verinderliche Jacobische Determinante) nur
noch die Bedingung eines konstanten Dehnungszustan-
des.

Zur Einschitzung des auftretenden Genauigkeitsver-
lustes bei degenerierten Elementen wurden eine Reihe
numerischer Tests durchgefihrt. Die wesentlichsten
Ergebnisse dazu werden im niichsten Abschnitt mit-
geteilt.

4. Numerische Tests

Untersucht wird der im Bild 4 dargestellte riumliche
Balken mit Momentenbelastung. Die Einspannung ist
so realisiert, daf sich die Querkontraktion frei ausbilden

| =300 mm
b= 100 mm

E=210000 N/mm?
v=03

=210 N/mm?

Bild 4
Eingespannter riumlicher Balken unter Momentenbelastung

]

1

|

' J
WK39 TK30 CK36

/
|r N | |
AN H ,
1 \\\ 1 |
NG
J¢ A DU g RN S —
1 g -7
-7 -, -
e / \\ e \ e
PK&5S / AKS4 \ HK60
T
l}
I I
| "
| I
RE :
I Y S
P 7
’//‘k\ /// ///
S N e

Bid 5
Vernetzung des Balkens mit 1 HK60-Element und 5 verschie-
denen degenerierten Elementen

210320 (WK39) Balkenoberseite

Bakenunt erseite

Bild 6
Biegespannungen 0y 4 in N/mm fiir die Eckknoten aller Elemen-

te bei einer Vernetziing entsprechend Bild 5
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kann. Fiir den gewihlten Belastungsfall ergibt sich eine
quadratische Verschiebungs- und eine lineare Spannungs-
verteilung, die vom FEM-Modell bei Verwendung unver-
zerrter HK60-Elemente auch exakt wiedergegeben wird.

Zur Abschitzung des Genauigkeitsverlustes beim Einsatz
degenerierter Elemente wurde der Balken unter Verwen-
dung aller im Elementkatalog von COSAR/E80 verfiig-
baren Vollkorperelemente vernetzt (Bild 5). Im Bild 6
sind die berechneten Biegespannungen 0;, an der Bal-
kenober- und -unterseite fiir die Eckknoten aller Elemen-
te angegeben. Die Ergebnisse lassen deutlich die Abwei-

Bild 7
Biegespannungen 0p, fiir das Element PK 45 bei unterschiedli-
cher Lage der degenerierten Knoten

Bild 8
Vernetzung des Balkens mit 3 verzerrten HK60-Elementen

Balkenoberseite

206.600 260.627 237889

206.771 / 205.728

207.031/ 209.653

-201.53% -231.30

Bild 9
Biegespannungen 0y,
HK60-Elementen

bei einer Vernetzung mit verzerrten

chungen gegeniiber den exakten Werten (0} yakt =
+ 210 N/mm?) erkennen. Die grofite auftretende Diffe-
renz zur exakten Losung betrigt jedoch nur

3,709 N/mm? (siehe unterstrichener Wert in Bild 6),
was einem prozentualen Fehler von 1,77 % entspricht.
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Erginzend dazu sei der Fehler fir die maximale Ab-
senkung am Balkenende bezogen auf die analytische
Lésung [6] angegeben; dieser liegt bei 0,084 %.

Um die Abweichungen zu verdeutlichen, die sich er-
geben, wenn die Spannungen nicht direkt in den dege-
nerierten Knotenpunkten, sondern in eingeriickten
Punkten berechnet werden, wurde das PK45-Element
(vgl. Bild 5) in drei unterschiedlichen Lagen beziiglich
der Anordnung der degenerierten Knoten eingebaut.
Im Bild 7 sind die erhaltenen Ergebnisse dargestellt.
Durch vergleichende Betrachtungen lassen sich die
Differenzen zwischen den Spannungswerten in den
Knotenpunkten und den eingeriickten Punkten ermit-
teln. Die Abweichungen liegen unter 0,5 %, so daB die
in Abschnitt 3 beschriebene Vorgehensweise gerecht-
fertigt ist.

Degenerierte Elemente sollten vornehmlich dort ein-
gesetzt werden, wo die Verwendung von HK60-Elemen-
ten zu stark verzerrten Elementformen fiihrt. Eine Ver-
netzung des Balkens mit stark verzerrten HK60-Elemen-
ten (Bild 8) untermauert diese Aussage. Es ergeben sich
erhebliche Abweichungen von der exakten Losung
(siche Bild 9). Der maximale Fehler in den Spannungen
betrigt hier 28,87 %. Auch bei der maximalen Absen-
kung ergibt sich bereits ein Fehler von 1,63 %.

5. AbschlieBende Bemerkungen

Mit der Erginzung des Elementkataloges durch die be-
schriecbenen degenerierten Elemente wird eine drei-
dimensionale Spannungs- und Verformungsanalyse belie-
big gestalteter Bauteile moglich. Die Verwendung dege-
nerierter Elemente ist besonders dort gerechtfertigt, wo
die ausschliefiliche Vernetzung mit HK60-Elementen zu
unvertretbaren Elementverzerrungen fiihrt. Gerade bei
komplizierten Maschinenbaukonstruktionen, fiir deren
Berechnung das Programmsystem COSAR/E80 vorder-
griindig vorgesehen ist, kann ohne den Einsatz zusitz-
licher Elemente kaum eine sinnvolle Vernetzung reali-
siert werden. Trotz des Genauigkeitsverlustes, der sich
bei den degenerierten Elementen infolge der nichtlinea-
ren Abbildung ergibt, liefern diese in geometrisch kriti-
schen Bereichen noch weitaus bessere Ergebnisse als
stark verzerrte HK60-Elemente. Wie in Abschnitt 3 aus-
gefiihrt, lassen sich auch die Schwierigkeiten, die bei der
Berechnung der Spannungen in den degenerierten Kno-
tenpunkten entstehen, durch Verwendung eingeriickter
Punkte auf relativ einfache Weise umgehen, ohne daf
die Ergebnisse wesentlich verfilscht werden. Insgesamt
zeigt sich, dab die mit dem Einsatz von degenerierten
Elementen verbundenen Genauigkeitsverluste weit unter-
halb der Fehlergrenze liegen, die fiir praktische Rechnun-
gen eine Rolle spielt.

Abschliefiend sei darauf hingewiesen, daf sich eine Ge-
nauigkeitssteigerung beziiglich der Spannungswerte er-
reichen lifit, wenn diese in inneren Elementpunkten be-
rechnet werden, wobei den GauB-Integrationspunkten
eine besondere Bedeutung zukommt [5], [7]. Dadurch
entfillt automatisch auch das Problem der Spannungs-
ermittlung in den degenerierten Knotenpunkten. Es ist
dann allerdings sinnvoll, iiber geeignete Algorithmen
wieder reprisentative Knotenspannungen zu erzeugen
[5]. Fortsetzung auf Seite 80
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