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1. Einleitung

In den letzten Jahren findet die automatische Regelung
bei Antrieben eine groie Anwendung, z. B. bei Krinen,
Industrierobotern oder vielen anderen Systemen und Ma-
schinen. Einfach gesagt, ein Regelsystem reguliert die
Bewegung eines mechanischen Systems, z. B. bekommt
ein Steuersystem ein Signal von dem Geschwindigkeits-
mebgeber und steuert die Energiezufuhr in das Antriebs-
system. Fiir den elektrischen Antrieb kann das System
den Strom oder die Spannung regulieren, fiir den hydrau-
lischen Antrieb- den Druck oder Fliissigkeitsverbrauch
usw.

Man hat gemerkt, daf jedes Steuersystem eine bestimm-
te Verspitung der Steuergrofe aufweist. Diese Verspi-
tung bedeutet das Folgende: das Steuersystem reagiert
auf eine Signalinderung nicht sofort, sondern nach einer
gewissen Zeit, die Totzeit genannt wird. In dem hydrau-
lischen Antrieb wird die Totzeit durch die Trigheit der
mechanischen Elemente und durch die begrenzte Ge-
schwindigkeit der Druckausbreitung in der Fliissigkeit
bedingt.

Wenn eine Totzeit viel kleiner als die Periodendauer der
Figenschwingungen ist, kann man sie aufier Betracht
lassen. Hier wird die Aufgabe formuliert, den Einfluf
der Totzeit des Steuersystems auf die Schwingungen
und die Stabilitit des einfachen mechanischen Antriebs-
systems durch eine analytische Losung zu bestimmen.

2. Betrachten wir den einfachsten Fall — ein me-

chanisches Antriebssystem mit zwei Freiheits-
graden (Bild 1)

Dabei bedeuten

LI,  — reduzierte Massentriigheitsmomente;
c " — Drehfederkonstante;

Ma — Drehmoment des Antriebsmotors;
M — Moment iuBerer Krifte;

C
¢1.¥9y -~ Winkelkoordinaten;

Bild 1:
Berechnungsmodell des geregelten Antriebssystems
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Falls die Drehzahl-Drehmomentenkennlinie des An-
triebsmotors linear ist, dann kann man die folgenden
Differentialgleichungen fiir die Bewegung des Systems
zusammensetzen:

Lo +cley —vg) = — M,

" 1 i
Lygy +c(pg —9y) =My [1 - o $o(t—=7)]=M, (1)

max
W, .y ist die grofite Winkelgeschwindigkeit, die das
Steuersystem regulieren kann. Wenn die Winkelgeschwin-
digkeit ¢/, des Antriebs gleich Null ist, dann ist das An-

triebsmoment M, am grofiten und gleich M.

7 ist die Totzeit oder die Verspiatung. Wenn 7 gleich
Null ist, bekommt man die bekannte Losung (z. B.
).

I (?cw‘r) ist die sogenannte Funktion des nacheilenden
Arguments, und man nennt diese Gleichung eine Diffe-
rentialgleichung mit nacheilendem Argument.

Die Loésung wird fiir die einfachsten Anfangsbedingun-
gen und Anfangsfunktionen gesucht. Sie haben keinen
Einflu§ auf die Stabilitit und die Schwingungsfrequen-
zen.
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Es gibt einige Wege, wie man die Gleichungen (1) lésen
kann ([2], [3]). Wenden wir die Laplace-Transformation

an, so ergibt sich fiir die Laplace-Transformierte des An-
triebsmoments
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wobei M; = ¢(p; —¢,) die dynamische Belastung in der
Antriebswelle ist, '

p  — komplexe Verinderliche;
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Kf = % — Eigenkreisfrequenz des Zweimas-
. 172 sensystems;

— Eigenkreisfrequenz des Systems,
falls der Antrieb gebremst wird;
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Zur Abkiirzung wird eingefiihrt:
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Um die Zeitfunktion M, (t) zu finden, wenden wir die
Laplace-Riicktransformationen an:
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Um das Integral (4) zu berechnen, muf man die Pole
der Funktion M, (p) wissen. Die Pole dieser Funktion
sind Wurzeln des Quasipolynoms Q (p) (3).
Das Quasipolynom hat eine unzihlbare Menge von Wur-
zeln. Es wird angenommen, da6 alle Wurzeln des Quasi-
polynoms die Bedingung Rep <o erfiillen [3], [4].
Dann kann das Integral (4) mit Hilfe der Theorie der
komplexen Verinderlichen berechnet werden:

M, (1) =AT__',

wobei p, eine Wurzel des Quasipolynoms ist. Hat das
Quasipoljynom keine Doppelwurzeln, gibt es nur ein-
fache Pole der Funktion. Nach einigen Manipulationen
kann man schreiben:
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Der interessanteste Fall ist, wenn alle Wurzeln konju-

gierte komplexe sind: P2j = T * sji

Dann sieht die Lésung (6) so aus:
2(Mp—M))c
L P
@)
Das ist eine unendliche Reihe von gedimpften harmoni-
schen Schwingungen. Wird die Totzeit 7 verindert, dann
entstehen verschiedene Wurzeln des Quasipolynoms, bzw.
verschiedene Schwingungsformen. Es ist sehr schwer, per
Hand die Wurzeln des Quasipolynoms zu berechnen. Zu-
erst kann man sogenannte asymptotische Wurzeln [3]
finden, und dann mit Hilfe eines Iterationsprozesses die
Wurzeln berechnen.
Numerische Losungen mit Hilfe von EDV lassen sich
verhiltnismibig leicht gewinnen.
Das Bild 2. zeigt einige Schwingungsvorginge in dem
System fiir verschiedene Werte der Totzeit 7.

Es ist moglich, dafi die Amplitude der Schwingungen fiir
einen bestimmten Wert von 7 wiichst, und das System
sich in ein instabiles System verwandelt. In diesem Fall
geniigt es, dafs der Realteil einer einzigen Wurzel gréBer
als Null ist. Die Reihe (7) konvergiert sehr schnell, und
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Bild 2:

Schwingungsproze§ bei unterschiedlichen Totzeiten

es geniigt, nur 3 bis 4 Glieder zu berechnen, um die
Kurve des Belastungsablaufs zu ziehen. Trotzdem gibt
es die Moglichkeit, daf das 6., 7. oder hohere Wurzel-
paar einen positiven Realteil hat. Deshalb muf man
mindestens zehn Wurzelpaare ermitteln.

Fir die Stabilititsuntersuchung des Systems wird das
analytische Pontrjagin-Kriterium angewendet. Das Kri-
terium erlaubt, die Stabilitit chne Kenntnis der Wur-
zeln zu bestimmen [5]. Dafiir multiplizieren wir das
Quasipolynom mit P! und erhalten:

3 pT 2 2 pT 2 _
p e’ typ” +pKie + 7K =0,
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wobei

My
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Nach Pontrjagin (1. Theorem) lautet die notwendige
Bedingung der Stabilitit, daf ein Quasipolynom nur
ein einziges Glied einer hochsten Potenz haben soll. Die
Bedingung ist erfiillt.

Nach dem 2. Theorem befinden sich alle Wurzeln des
Quasipolynoms (8) links von der Imaginirachse, falls:

dsd(w) >0 ©)
w

wobei R(w) und S(w) Real- und Imaginirteil des Quasi-
polynoms fiir einen reinen imaginiren Wert sind.

R(w) *

p=iw:
R(w) = w(w? —K?) sinwr + 7(K; — w?)
S(w) = w(K% —wz) COSWT .

Dabei sollen alle Wurzeln der Gleichung S(w) =0 die
reellen Wurzeln sein und die Beziehung (9) erfiillen. Die
Wurzeln sind folgende:

W, = 0
Wy g = iKl

ar .
W3 . (m+0,5), m=12,...

Die Bedingung (9) fiir wo; = 0 lautet YK? K2 > 0 und st

immer erfiillt. Fiir Wy 3 gilt:
2 2 2
27KJ (K] —K}) cosK; 7> 0 (10)
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Weil Ki > K§ ist, bekommt man aus (10) die erste Bedingung der Stabilitit: 7(2n — 0,5) <K;7<w(2n+0,5) (11)

Fiir die anderen Wurzeln erhiilt man:

. . 2
(W sinwp, 7(w2 —K2) — 7(w? —K3)] @y, Tsinw,, 7(wd, —K7) >0

Ist m eine gerade Zahl, ist sin wy, 7= 1 und wenn m ungerade ist, gilt sin w,, 7 = —1. Damit folgt:
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Mit den neuen dimensionslosen Kenngréfien
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lauten die Bedingungen (12):
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(13)

GemiB den Bedingungen (13) kann man die Stabilitits-
karte des Systems zeichnen.
Das Diagramm ist im Bild 3 zu sehen.

Das System ist stabil innerhalb der gestrichelten Gebie-
te. Aus dem Diagramm sieht man, daf die Stabilitit des
Systems von allen Eigenparametern abhiingt:

60

Federkonstante, Trigheitsmomente, Totzeit, Antriebs-

drehmoment
Nun wird un
sche Erregun
M. méoge sic
dern:

usw.
tersucht, wie das System auf eine harmoni-
g reagiert. Das Moment der &ufieren Krifte
h nach dem Sinusgesetz harmonisch verin-

Ilq'p'l +e(p) —9y) = —M sin At

. 1
Lypy +elpy—vy) =My [1 - 5

(14)

‘52 (t_f)] :
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Die Anfangsbedingungen lauten:

‘Pl(o): 0;
‘Pz(t) =0;

Die Differen

$,(0) = 0;

50 = 0 t€(—1,0).
2 - ’

tialgleichungen (145 wurden auch mit Hilfe

der Laplace-Transformation gelost:
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Mit der Theorie einer komplexen Veriinderlichen ergibt

sich:
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— bengene Totzeit Stabilititskarte des Systems



bei Ap;
wobei Mo (Pj2+ Kg) _ Kg Pj
M, e ¥
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ALP; 2. w2\, 2. o2 2
2 2
87+ K2) o2+ K2) (L+py7) + 2p%(KE-K?)
und

P=y t5i ein konjugiertes komplexes Wurzelpaar des
Quasipolynoms (3) ist.

Beziehung (15) ist die allgemeine Losung der Gleichun-
gen (14). Sie besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil be-
schreibt die Eigenschwingungen, die uns schon bekannt
sind. Der zweite Teil beschreibt die erzwungenen
Schwingungen mit der Erregerkreisfrequenz A. Ist der
Nenner gleich Null, ergibt sich die Resonanz. Die
Existenzbedingungen einer Resonanz lauten:

m
1L.A=-@2n+05), n=0L2..
T

(16)
2. )\3—7\27~K§)\+7K§ =0

Falls A gleich 7y ist, entsteht eine Tilgung, weil eine Am-
plitude der erzwungenen Schwingungen gleich Null ist.
Sind die beiden Bedingungen gleichzeitig erfiillt, dann ist
die Amplitude unendlich gro. Das ist die starke Reso-
nanz. Erfilllt A nur eine Bedingung oder beide Bedin-
gungen ungefihr, dann ergibt sich eine schwache Reso-
nanz. Im Prinzip hat das System eine Menge von schwa-
chen Resonanzen. Je groBer v ist, desto weiter von einer
Eigenfrequenz existiert die Resonanz, und dann hingt
sie nur von ¥ und von der Totzeit 7 ab.

Bild 4 zeigt einige Resonanzkurven (Vergroferungsfunk-
tionen), die durch den Plotter des Tischrechners ,,Hew-
lett-Packard”’ gezeichnet wurden.
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Bild 4:
Resonanzkurven bei speziellen Parameterwerten

3. Zusammenfassung

1. Eine Totzeit in einem Steuersystem hat groBen Ein-
fluf auf alle dynamischen Eigenschaften des mecha-
nischen Systems.

2. Das System mit Totzeit kann seine Stabilitiit leicht
verlieren. Wenn man einen beliebigen Parameter des
Systems veriindert, dann kann das System von einem
stabilen in einen instabilen iibergehen.

3. Eine Resonanz in solchen Systemen ist sowohl von
allen mechanischen Parametern (Federkonstante,
Trigheitsmomente) als auch von den Steuersystem-
parametern (Totzeit 7, Geschwindigkeit Wy und

Faktor des Antriebsmoments M)) abhiingig, und sie
kann weit von der Eigenfrequenz existieren.
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