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Die Lésung ausgewéahlter Randwertaufgaben der Kontinuumsmechanik
mit einer Finite-Element-Methode auf der Grundlage der Methode

der kleinsten Quadrate

Istvdn Paczelt, Friques N4ndori

1. Einleitung

Die Finite-Element-Methode (FEM) ist eine spezifische
Form der direkten Losungsmethoden der mathemati-

schen Physik. Die Feldgrofien werden auf der Grundlage «

lokaler Approximationen berechnet, d. h., das Defini-
tionsgebiet der Koordinatenfunktionen fiir die Entwick-
lung der approximierten Felder ist wesentlich kleiner als
das gesamte Gebiet. Damit erhilt man die unbekannten
GroBen als Werte der gesuchten Felder und ihrer Ablei-
tungen in gewissen Punkten (Knoten), die auf den Rin-
dern der Elemente liegen [1], [2]. Eine besonders weite
Verbreitung fanden solche Methoden, die auf verschie-
denen Variationsprinzipien beruhen [3]. Nur wenige
Arbeiten verwenden auch die Methode der kleinsten
Quadrate (MKQ) oder die Methode der gewichteten
Residien (MWR) zur Formulierung eines entsprechen-
den FEM-Modells [4].

In dieser Arbeit wird ein FEM-Modell auf der Grundla-
ge der Methode der kleinsten Quadrate formuliert, wo-
bei von den Koordinatenfunktionen die Erfillung der
Feldgleichungen gefordert wird, d. h. sie sollen ,,a priori”
die Differentialgleichungen der betrachteten Randwert-
aufgabe befriedigen. Einfache Beispiele der Kontinuums-
mechanik sind:

1. Neumannsche Randwertaufgabe der Laplacegleichung
fiir die Torsion des elastischen Stabes [5]

2 : oy
V 9=0in A, b———(f__{x_r_l)'_l_( auf T'.
n

Hier sind v 2 der Laplaceoperator in der Ebene, A die
Querschnittsfliche des Stabes, I' der Rand des Gebie-
tes A, n der diuBere Normalenvektor zum Rand, R der
Radiusvektor fiir einen Punkt der Ebene, ¢ die gesuchte

9
Funktion, Ew_ die Ableitung in Richtung der Nor-

n
malen.

2. Ermittlung der Torsionsfunktion ® als Lésung der

Poissonschen Aufgabe
V2®=-2inA, ®=0 auf T.

3. Bestimmung des hydrodynamischen Druckes
a9
V2p=0 in V, -—B=-—pan auf Ty,
on
wobei p die Dichte der Fliissigkeit und a,, die normalge-

richtete Komponente der Beschleunigung des Randes
ist. Auf den freien Flichen ist p = 0.

4. Biegung eines Stabes mit konstantem Querschnitt
0
V2x=0 in A, a—x=x2nx+2uxyny auf T
n

mit ny,ny als Karthesische Koordinaten des Vektors n,
v als Poissonschen Koeffizienten.

5. Aufgaben der ebenen Elastizititstheorie, die Ermitt-
lung des Spannungszustandes von Rotationskdrpern
unter Verwendung Lovescher Funktionen [5] usw.

2. Formulierung des Funktionals fiir die Nahe-
rungslosung der R andwertaufgabe

Es sei die Losung folgender partieller Differentialglei-
chung gesucht

Le)=0 imV (2.1)
g (W= ¥; aufA 2.2)
ga(0)= ¥y aufA,

mit L als Differentialoperator, ¢ als gesuchte Funktion,
1[/1 und \02 als gegebene Werte auf den Riindern von Al
und A,, wobei A = A, + A, die gesamte Berandung ist,
g; und g, sind algebraische oder Differentialoperatoren.

Die Losung des Problems (2.1) bis (2.3) wird in folgen-
der Form ermittelt. Das Gebiet V untergliedert man in
Untergebiete (Elemente) Ve (e =1,...,N) und fiir jedes
Element wird das unbekannte Feld ¢ mit Hilfe einer
approximierenden endlichen Reihe gesucht

¢ = @W~FT@a°
wobei
FT(x) = [F, @), Fy(x),..., F@

die Matrix der Approximationsfunktionen Fj(x)
(i=1,...,k) ist, die der Gleichung (2.1) geniigt,

x€ A'A (2.4)

3°T=[a1,... » 4 1°

ist der Vektor der unbekannten Konstanten auf das
Element e bezogen, x € V° ist ein Punkt mit den Koor-
dinaten (x;, X9, X3). Auf der Grundlage von Gl. (2.4)
ist die Approximation fiir ¢ nur bereichsweise stetig. Die
Gleichheit der Konstanten fiir ¢ die einzelnen Elemente
darf nicht gefordert werden, da dann die lokale Approxi-
mation des gesuchten Feldes ¢ nicht garantiert werden
kann. Fir die Koordinatenfunktionen, welche den
Gln. (2.1) geniigen, sind die Elemente nicht gekoppelt
wie bei traditionellen FEM-Methoden [1]. Die Stetig-
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keit der Funktionen ¢ selbst und ihrer Ableitungen auf
dem gemeinsamen Rand zwischen Elementen sowie die
Randbedingungen kann nur im integralen Sinne erfiillt
werden, z. B. mit der Methode der kleinsten Quadrate.
Dabei betrigt die Anzahl der Unbekanntenl) kN. Auf
der Grundlage der vorgeschlagenen Methode werden sie
aus der Minimalbedingung fiir folgendes Funktional be-
stimmt:

1 N1 N
S=—-& Z {f *-4)? dA
2 e=1 j=etl ASi
+ ): 6 | 14, -4 (J)]sz}
l=1 Aej (2.5)
1 N )
T X M PR I TN C BN o T

e=]l a=1 Ae
a

Azj ist die gemeinsame Grenze der Elemente e und j,

A‘; ist der Teil der Fliche A®, der mit der Grenze Aa
gemeinsam ist,

d,(i=1,...,]) ist ein Differentialoperator,
B, (i=1,...,1), 71, 75 sind Gewichtskoeffizienten.

Beispielsweise ergeben sich bei der Losung der Laplacegl.
die Differentialoperatoren d; aus grad ¢ und den Opera-
toren, die voneinander unabhingige 2.partielle Ableitun-
gen enthalten. Bei der Losung der Randwertaufgabe der
Elastizititstheorie mit Hilfe der Spannungsfunktion ¢
ist die Kopplung der Funktion ¢ (im integralen Sinne)
nicht notwendig. Es reicht aus, wenn die mechanischen
Kopplungsbedingungen beachtet werden

e_ j € j,opej_ €j
P _Pln’ u _1_1J+h 0 EGAc , (2.6 a,b)

dabei sind u das Verschiebungsfeld, p ~die auf der
Fliche A? entstehende Spannﬁng, b ein gegebener
Verschiebungssprung. Dabei ist es sehr wichtig, dab die

Matrix F (x) die Starrkérperverschiebungen enthilt. .

Im ersten Glied der Gl (2.5) wird die Integration ein-
mal iber jede Fliche zwischen den Elementen ausge-
fiihrt. Dabei liBt sich die Matrix des Lésungssystems der
algebraischen Gin.

—=0 2.7

leicht bei Beachtung der Regel e <j fiir die- zweifache
Summation aufbauen. Wenn die Operatoren g1 & linear
sind, so ist das System der algebraischen Gln. ebenfalls
linear beziiglich a.

1) Es wird vorausgesetzt, daf die Anzahl der Koordinatenfunk-
tionen fiir jedes Element gleich k ist.
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Unter Beachtung der Gl. (2.4) kann man schreiben

[ @ -¢Yaa=S @TF @ -aTFi)
A®i A

c

(T @) 2° — T (x) o) dA

ee _ kei e
- [ECTEjT] -[S(cj) = a
je ii
-K K %
2) (2.8)
Ki=J FPePTwdA;
AY G>e)

[

K =/ F@FT@dA.
) Aej
[

Es wird vorausgesetzt, da man den i-ten Differential-
operator folgendermaBien darstellen kann

46 =D{"(® & 29)
Im Falle von d, (¢%) = v¢° folgt

oF° oF¢ oFe
D}’(XF[‘@, ~ ‘®], d h.

b

axl ax2 ax3
S @) -4, dA
A®
[
e __Pej a®
; . —_ ) — -_—
- ST T (2.10)
_ pie ii j
£ Lo £
mit
Bl-J D@D @A,
A%
[
eT
_(e,)l _/‘e (_)D (x)dA.

c
Analog erhdlt man, wenn man eine Matrix Gy (x)
(a = 1,2) fiir die Operatoren g, , g, einfiihrt

@) =6 s (=12 (2.11)
[, o)V =L £ 20T
mit 2.12)

e _' e eT
Lt =/ G @6 (dA

Ae
[+

2) Offensichtlich ist im Falle

Fep. K



ol - S Ve GT () dA
Ae

a
¢ =f viA (@=12).
Ae

Mit den Bezeichnungen

ee - ee .I)ee

Qeiy “Ken * FA ey

o _ el i 0T - ol
9_ I.S +?Bl-[-’f ’ (Q ) 9

€ — € € _ e
L —Evaga,g 270,(_1&

erhilt man fiir den Anteil der Elemente e und j (j > e)
am Funktional S nach der Integration iiber A:j, A;

@=1,2)

ce _0¢i e
N T ey 9 2
Sej - _ ECT ajT]
D) x
—Qi* ij j
¢ Qo |2
ge =”_aeT1e+ce+laeTLeae.
a - 2= = =

Das Funktional selbst lift sich durch
N1 N N
s=3 2 s+ s
ezl j>e e=1
ausdriicken. Unter der Annahme von
Qet =0
fir ein beliebiges Element t, welches nicht mit dem

Element e benachbart ist, und unter Beachtung der
Gleichung

=3 @ +1°= [ F@FT@AAL
- sEe”(es) AS

. (2.13)
+ Z Z ﬁ'—P:cs)i ’

s€e 1

T T
[‘_'1_32] 511 512
Ko1 K52

wobei das Zeichen s € e unter dem Summationszeichen
bedeutet, daf das Element s ein benachbartes Element
von e ist, folgt der Ausdruck

1
S = é._aT Qa-algq+ec. (2.14)
Hier sind

al = [a! T 2T ..., gNT] der Vektor der Unbekann-

ten,
q =TT g der bekannte Vektor ,,Bela-
stung’,
i Qll _012. .—-Qle---—QlN’
Q = _éel _(‘302”. (')ee'_'_éeN .

_Qm _éNz___ _éNe___ (_')NNJ

v]
I
QO

Ein beliebiges Element hat im allgemeinen keine gemein-
same Grenze mit allen anderen Elementen. Daher ist die
Matrix Q der Gl. (2.15) zur Berechnung der Unbekann-
ten a quasidiagonal: ‘

98

—=Qa-q=0. (2.15)

Die Losung erfolgt unter Beachtung der Bandstruktur
der Matrix Q [6].

1. Bemerkung:

Die Koeffizienten B; sind so zu wihlen, daf die Elemente

g pe
=(ej)i

Elementen der Matrix -l-(‘(!:j) haben. Somit héngen f, von

der Elementgrofie und der Anzahl der freien Parameter

annihernd die gleiche Grofenordnung mit den

des Elementes ,,e” ab. .

2. Bemerkung:

Zur Erreichung einer guten Kondition der Matrix K¢ -

(¢j)
ist es giinstig, die Unbekannten a® mit Gewichten zur

versehen, d. h. z. B. die ersten Koordinatenfunktionen
a® mit 102 zu multiplizieren. Wenn der Vektor a® aus
zwei Teilen a,, a, besteht und die Matrix l_(‘(::j) aus den
entsprechenden Blcken aufgebaut ist, so sind die Koef-
fizienten der Matrix -K::j) entsprechend mit 10 bzw.
10* zu multiplizieren

L] g -2
=102 8] (a7} | 10°K;; 107Ky, | 107 g

102Ky, Ky L)
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3. Bemerkung:
Die Auswahl der Koeffizienten 7y, wird nach (2. 13) 80

realisiert, so daf die 'Elementordnung der Matrix ( 0
und L® annahernd gleich sei.

4. Bemerkung:

Bekanntlich konnen sich die Loésungen der Neumann-
schen Randwertaufgabe fiir die Laplacegleichung nur um
eine Konstante unterscheiden. Um singulires Verhalten
der Matrix Q in (2.15) zu vermeiden, muf das Funktio-
nal (2.5) durch Einfihrung einer ,,Punktbedingung” er-
weitert werden. Diese wird fiir den Wert ¢ in einem
Punkt geschrieben, d. h., daB das zu minimisierende
Funktional zu

1
Smop =S+ 5@ © (x,) — 9 (2.16)

wird, wobei a eine Gewichtskonstante ist, ¥, ein belie-
biger vorgegebener Wert von ¢ im Punkt x = x, ist. Da-
bei wurde vorausgesetzt, da der Punkt mit den Koor-
dinaten x, zum Gebiet x € V° gehrt. )

5. Bemerkung:

Im Falle der Losung der 2. Randwertaufgabe der Elasti-
zititstheorie sind Starrkérperbewegungen durch die
Formulierung von ,Punktbedingungen’ fiir Verschie-
bungen und den Drehtensor in einem beliebigen Punkt
auszuschliefen.

3. Die Losung der Laplacegleichung fiir den
axialsymmetrischen Fall

3.1. Allgemeine Darstellung fiir zylindrische Koordina-
ten

Es sei die Losung der Differentialgleichung

v20=0 inA (3.1)
bei den Randbedingungen
g =% auf I') (3.2a)
g8 =¥, auf Ty (3.2b)
g L1 a?
mit PR 3 gesucht.

Die Matrix der Approximationsfunktionen mit sechs
harmonischen Ansatzfunktionen lautet

FeT - FeT(x) =[1,2, 222 —1%, 223 — 3212, 824 — 24,242
+3r4,82° — 40232 +15r%3) (3.3)

(e=1,...N).

Die Anzahl der Freiheitsgrade eines Elementes ,,e” ist 6.
Es wird im folgenden angenommen, dab sich k in den
Grenzen von 3 bis 6 dndern kann.

Wenn man das Gebiet A mit zu den Koordinatenlinien
parallelen Linien in Elemente einteilt, erhilt man inner-
halb von A Rechteckelemente, an den Riindern von A in
Abhiingigkeit von der Berandungsform Elemente mit ge-
raden oder krummlinigen Rindern. Eine solche Eintei-
dung hat folgende Vorteile:
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1. Sie ist leicht programmierbar.

2. Entlang der geraden Rinder der Elemente lassen sich
die Koeffizienten der Matrizen er , Q::, bzw. der ent-
sprechenden P-Matrizen exakt integrieren, da sich D(x)
unmittelbar einfach berechnen lift.

(Auf den anderen Rindern wird vorgeschlagen, die Inte-

gration mit einem beliebigen numerischen Verfahren

durchzufiihren, z. B. dem Gaufischen Verfahren) .

Somit erhilt man bei Beachtung von (3.3) nach (2.9)

De = aEe aEe ] 3.4
1075 5, ¢9

mit

= ( ) =[0,0, — 2r, — 6rz, — 48r22 + 1213,
— 80rz3 + 60 z]°,
r_ 0T 2_ a2 293 2
F¢'= (=) =[0,1,4z,62° —3r°, 32z° —482z1r°,
02 4 2.2, 1 due
40z" —120r°z° + 15r°1°.
Weiterhin besteht der Operator dy aus den voneinander

unabhiingigen Ableitungen 2. Ordnung3), die in den
Operator @ 2 eingehen, d. h. aus

a’F° . ?F°
orl o 972
Die GroBen sind
a2Fe
(—= )T =[0,0, -2, — 6z, — 4852 +36r2,—80z3
or2 2
+ 180r°z]°,
azge T 2 3 .
(32 =[004,122,% —48r2, 1602 — 24012 ],
dh
32F° 32Fe
Dy®=l5 33 (3.5)

In dem Belspxel haben die Operatoren g, und g, folgen-
des einfache Aussehen.

0¢°
g (@) =¢°, gy(¢%) = e (3.6a,b)
mit der Ableitung in Richtung der Normalen entspre-
chend (3.4)

3y°
—_—= V‘P ‘n=a TDl(_)n
on

=21 [F @0, +F @)n,]

TN @ N o (37
Ist der krummlinige Rand des Gebietes A in der Form
r=1(z) (3.8)

gegeben, dann sind die Komponenten des Normalenvek-
tors gleich

3) Die Forderung der Gleichheit der Hauptkriimmungen auf den
Rindern der Elemente kann man nicht in den Operator d;

einschliefen, da diese Gréfien bereits nichtlinear von den
unbekannten Konstanten a€ abhiingen.



n= 1 V1+(lp)?,

= =1 p 1 ()2
mit

f =

df(z)
dz

3.2. Numerische Ergebnisse4)

1. Es sei die Funktion

¢ = 2—1% 222 6212 +44° (3.9)

gegeben. Als Randbedingungen werden die Werte auf

dem Rand des Rechtecks z=0,r=3,z2=3,r=0 (Bild
3.1) genommen.

Die Funktion (3.9) ist harmonisch. Die Approximation
wird durch

¢ = ®(x)=[1,2,22% —1?]a® x€A® (3.10)

realisiert, um die Effektivitit der vorgeschlagenen
Variante einer FEM einschitzen zu kénnen. Das Element
besitzt nur 3 Freiheitsgrade.

Wenn man das Gebiet A in 9 Elemente unterteilt, erhilt
man die auf Bild 3.2 dargestellten Ergebnisse. Es ist gut
zu erkennen, wie das FEM-Prinzip ,.arbeitet”, d. h., wie
versucht wird, den Randbedingungen und den Stetig-
keitsbedingungen zwischen den Elementen zu geniigen.
Die gewihlten Elemente sind jedoch noch zu groB, so
da die Niherungslosung nicht befriedigt5).

Auf Bild 3.3 sind die Ergebnisse dargestellt, die mit Hilfe
von 36 Elementen (bei 3 Freiheitsgraden pro Element)
erreicht wurden. In den Elementknoten wird die genaue
Lgsung angegeben, ferner allen Niherungswerten fiir ¢,
die man nach (3.10) fiir die angrenzenden Elemente er-
hilt. Der Fehler in den Niherungen des Maximalwertes
fiir ¢ (bei r=0, z = 3) betriigt ca. 0,3 %. Die Stetigkeit
von ¢ zwischen den Elementen wurde im Vergleich zu
den vorherigen Rechnungen stark verbessert. Wenn man
das arithmetische Mittel der angeniherten Werte ¢
nimmt, so stellt dies eine gute Approximation der Kno-
tenwerte der genauen Losung dar.

Bild 3.2
Ergebnis der Approximation ¢ nach (3.9)beim=n=k=3

Fiir 81 Elemente erhilt man keine wesentliche Verbesse-
rung. Der maximale Fehler in den Niherungen fiir die
Randbedingungen betrug ca. 2 %.

2. Gelost wird die Laplacegleichung im gleichen Gebiet,
jedoch fiir Randbedingungen, die aus der Funktion

¢ =82 —4023:2 + 15142 (3.11)

berechnet wurden (vgl. Bild 3.4). Diese Funktion ist die
6. Koordinatenfunktion der Matrix F®T (x). Die Lésung
der Laplacegleichung wird mit Hilfe der Matrix F°T (x)
bei k = 5 ermittelt.

Auf Bild 3.5a sind die genauen und die Naherungswerte
fiir ¢ in den Knoten des Netzes bei m = n = 3 dargestellt,
wobei m und n die Anzahl der Elemente in vertikaler
und horizontaler Richtung sind. Auf Bild 3.5b sind die
Rechenergebnisse im Falle von m=n=6, sowie in
Klammern die Werte fiir m = n =9 dargestellt. Aus den
Ergebnissen kann man erkennen, dafs der Maximalwert ¢
im Gebiet A im Punkt r =2 =3 bereits mit Hilfe von
9 Elementen gut approximiert werden kann (Fehler

4) Alle Ergebnisse dieses Abschnittes wurden beif} =1, fp =0,
7 =72 =1 in(2.5) erhalten.

5) Im Falle der Approximation der Matrix F¢T (x)(3.3) mit der
Dimension (1,k) bei k =4 liSt sich die Auf; bereits mit
cinem Element genau l6sen.

Bid 3.1
9=2-12-222_6m2+423
31
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a b
weniger als 2 %), jedoch werden die Stetigkeitsbedin- o
gungen nur schlecht eingehalten. a) ¢| p " sn 7T z (3.12d)
3. Die Losung der Laplacegleichung fiir das auf Bild 3.6 z
gezeigte Gebiet A. Es gelten folgende Randbedingungen: b) Q| _ sin 2w 2 (312¢)
auf z=0 —=0 (3.12a) z
on
Bei 100 Elementen erhilt man Ergebnisse, die fiir die
auf z=/3 p=0 (3-12b) Untergebiete A und B auf den Bildern 3.7 und 3.8 ge-
dp zeigt sind.
auf r=0 —= (3.12¢) Man kann erkennen, daf in der Umgebung des Punktes
or

und auf T'; mit der Randkurve
f=£(z) =2 +0,553497z — 0,319561 22

Sg auf dem Rand z = 3 nicht die genaue Nullésung er-
reicht wurde und weiter der Punkt Sy singulir ist und
stark in seiner Umgebung auf den Wert ¢ sich auswirkt.
Wenn auf 'y der Wert von ¢ gegeben ist, so erhilt man
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ﬁcm 2

im Punkt S; einen verhiltnismiBig groBen Sprung fiir ¢.
Das folgt aus der Tatsache, daf sich im PunktS; der
Typ der Randbedingungen éndert. Im Falle, daf auf

g = ——  gegeben ist, wird der Sprung unwesentlich.
n

Die Funktionen ¢ sind auf den Bildern 3.9 und 3.10 an-
gegeben. Die Werte der Funktion ¢ in den Knoten wur-
den aus den Knotenwerten als arithmetisches Mittel be-
rechnet.

Bild 3.9
Funktion ¢ bei den Randbedingungen

(3.12a—¢c, d)

Bild 3.10
Funktion @ bei den

Randbedingungen (3.12 a—c, ¢)

4. Die Losung der axialsymmetrischen Aufga-
be der Elastizititstheorie fiir Rotationskér-
per

4.1. Formulierung des Funktionals mit Hilfe der Love-
schen Spannungsfunktion :

Es wird im zylindrischen Koordinatensystem x = (r, ¢, z)
ein elastischer Rotationskorper betrachtet, der aus ho-
mogen-isotropen Material oder abschnittsweise homogen-
isotropen Material besteht. Im axialsymmetrischen Fall
hingen die Verschiebungen und Spannungen nur von
den Koordinaten (r, z) ab.

Die Menge der von Null verschiedenen Spannungs- und
Verschiebungskomponenten definieren die Vektoren ¢

und u:



=" (®) =[o, @ %2 ezl 4.1)
ET =uT(x) = [u,], (4.2)
wobei u,w radiale und axiale Komponenten des Ver-
schiebungsfeldes sind, 0.0 o s die Normalspannungen
und 7, die Tangentialspannungen sind. Die auf Flichen
mit dem Vektor der Normalen n entstehenden Spannun-
gen Py, =P kann man durch o folgendermaben aus-

driicken
=No 4.3)

mit

n 0 O n
N=|T o, nT=[n,0,n].
= 0 0 n, n = r z

Die Fliche A des Korpers besteht aus zwei Teilen. Auf
A; ist die Spannung P, gegeben und auf Ay die Ver-
schiebung uo: Dann kann man die Randwertaufgabe mit
der Loveschen Spannungsfunktion /5/ beschreiben:

Viv24=0 xeV

p=p x€A (4.4a—c)
u = x€A

s 9 123 9
mit V%= —+ - —+ als Laplaceoperator.

ar2 r or Ef

Die Spannungen und Verschiebungen lassen sich mit

Hilfe der Beziehungen
a2¢
- . 2
0!‘ a ar2 V ‘p]
d 1 9y 2
.= — [— — —
LA P) [r or vVl
_ 9 2y 2
0, = P [-a—zi+(v—2) Vvl (4.5a—d)
3 3%y
- 2
. ™ [‘a'z—z*(”"l) Vvl
1 a%
ua = —
2G 9roz
32¢
w55 720-) vl (4.6a,b)

2G

finden, wobei v der Poissonsche Koeffizient, G der
Schubmodul sind. Aus den Differentialoperationen in
den rechten Ausdriicken (4.5) und (4.6) kann man die
Operatoren d] und dj bilden, so dab sich die Vektoren
der Spannungen und Verschiebungen 0 und u durch ¢
ausdriicken lassen:

= djv(®=0(), (4.7)
= d3 o(x) =u(y). (4.8)

Die auf Flichen mit der Normalen n entstehenden Span-
nungen lassen sich mit Hilfe von (4.3) und (4.7) so be-
schreiben:

P = Ndjv(®)=p(). 4.9)

lQ

Ie

Unter Beachtung der allgemeinen Bezeichnungen (2.1) —
(2.3) kann man sagen, daf L= 72 < 2 ein biharmo-
nischer Differentialoperator ist und p(¢), u(y) den
Operatoren g; (¢) und g, () entspricht.

Wenn man die Randwertaufgabe mit Hilfe der FEM
16st, wie es unter 2 beschrieben ist, so ist die Span-
nungsfunktion ¢ durch voneinander unabhingige bihar-
monische Koordinatenfunktionen elementweise zu
approximieren. Somit erhilt man fiir die Elemente solche
Spannung und Verschiebung, die den Grundgleichungen
der Elastizititstheorie geniigen. Bei der Formulierung
des Funktionals wird der Sprung der Funktion ¢ nicht
beriicksichtigt, der an den Elementgrenzen entsteht.
Dies ist vom Standpunkt der Losung der Randwertauf-
gaben nicht notwendig, da es ausreicht, nur die dynami-
schen und kinematischen Kopplungsbedingungen zu be-
riicksichtigen:

¢ = ff x € Aej ,
4 =4 (4.10a,b)
w= o x € AZ’ .

=

Damit erhilt man fiir das Funktional (2.5):

1 N 2 45
:§Z= & 51f (P—PJ)

A
Cc

+ B, j @e—gj)dA}+_l2, ﬁ

A e=1
¢

{nf(p p)dA+vf(_—u)dA}

Ae

Wie zu erkennen ist, entsprechen den Vektoren 4
(i=1,2) die GroBen P und u(x € A?). Wenn das Mate-
rial der Elemente e und j gleich ist, kann man die dyna-
mische Kopplungsbedingung (4.10a) durch folgende Be-
dingung ersetzen

of = g -x€AY 4.12)
In diesem Fall entspricht dem Vektor d, o und im ersten
Integral (4.11) erscheint statt p®, pJ, 0° und _(_Ij.
Weiterhin wird die kinema:isc;e Bedingung (4.10b)
durch die Bedingung (2.6b) ersetzt, wenn an der Ele-
mentgrenze e und j ein Sprung h® im Verschiebungs-
feld gegeben ist. Das Integral in (4.11) wird dann ent-
sprechend verindert.

Bei der Approximation der Spannungsfunktion ¢° im
Element ‘e enthilt die Matrix F®(x) biharmonische
Funktionen.

Dann kann man auf der Grundlage von (4.7) — (4.9) die
Spannungen und Verschiebungen als Funktionen der

Konstanten a® ausdriicken:
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o° = df ¢° =(d] F*(x)) &°
u®= dj ¢ = (dj F°(x)) a°
p°= N°o®=N°(d} F°(»))a°.

Nach Einsetzen der Ausdriicke in das Funktional (4.11)
analog dem Verfahren im 2. Abschnitt erhilt man ein
System von linearen algebraischen Gleichungen vom Typ

(2.15). Dabei werden die Matrizen D?T ), _(_;}ZT (x)
((2.9), (2.11)) auf der Grundlage von (4.3) zu:
— im Falle der Kopplungsbedingung (4.10a)

D (@ =N (@} I (v)) ,
— im Falle der Kopplungsbedingung (4.12)
_ DT w=d} F (),
weiterhin gilt

D =d3 F"(®)

67" (@ = N°(df F*T(x))

T T
65 =D )

(4.13a—c)

Nach der Auflosung des Gleichungssystems (2.15) er-
hilt man die Konstanten a® und damit unter Verwen-
dung von (4.13) die Spannungen und Verschiebungen.

4.2. Die Formulierung der biharmonischen Funktio-
nen

Mit Py, (1) sei das Legendresche Polynom n-ter Ordnung
bezeichnet. Bekanntlich kann man aus P, im zylindri-
schen Koordinatensystem (r,z) folgende harmonische
Polynome formulieren [5]:

z
Vo= ¥y @) = R7B, (u=2), RZ=+2%,n=0,1,2,...

Nach der Multiplikation von ¥y, mit R? ist die erhaltene
Funktion RZ ¥n biharmonisch. Man kann zeigen, daf
aus den linearen Kombinationen der Polynome

2
R llln-2’ V”n

biharmonische Funktionen n-ter Ordnung (Summe der
Exponenten bei den Gliedern, die r und z enthalten, ist
n) gebildet werden kénnen. Mit Hilfe dieser biharmo-
nischen Funktionen kann man die Verschiebungen durch
ein ,,Polynom” (n-2)-Ordnung und die Spannungen
durch ein ,,Polynom” (n-3)-Ordnung approximieren.
Im Fall von n = 2 geben die Funktionen R2 Yy, Y3 eine
Nullspannung und eine konstante axiale Verschiebung.
D. h., dab die Funktionen die Starrkérperbewegungen
des Korpers approximieren.

Wichtig ist, dab in der Matrix EeT (x) nicht beide Funk-
tionen genommen werden, sondern nur eine. Bei n > 2
erhilt man von Null verschiedene Spannungen. Somit
ist das biharmonische Polynom n-ter Ordnung element-
weise formuliert, wenn die approximierende Matrix
(2.4) in folgender Form genommen wird
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FT(x) = [y - R2yy, 03 - R2yp,0, - ... Esz,,_z,w,,l
' (4.14)

Hier approximiert V¥, die Starrkérperbewegungen,
R2 1I/i, \l/i +90 welche durch vertikale Striche abgetrennt

sind, approximieren die Verschiebungen i-ter Ordnung.
Die Spannungen und Verschiebungen, die nach den
Gleichungen (4.5), (4.6) fir i=1,...,5 berechnet wur-
den, sind in der Tabelle 1 enthalten. Weitere biharmoni-
sche Funktionen lassen sich mit Hilfe der Funktion Inr
[7] formulieren. Diese Funktionen sind immer notwen-
dig, wenn ein Element nicht die Rotationsachse enthilt.
Entsprechend [7] sind

xh=xn(_)= v, (®) Inr + Hn(x)

harmonische Funktionen. Aus dieser Bedingung ermit-
telt man Hj, (x), weiterhin sind die Funktionen R2 xp.2,
Xn biharmonisch. Im Falle von n = 0 gibt die Funktion
X0 =Inrt weder Verschiebungen noch Spannungen. So-
mit ist sie in konkreten Aufgaben nicht notwendig.

Die Matrix (4.14) kann man folgendermaben erweitern

“ 52 c 52 c 59 .
X]_R XO7X2R X15X3R xst4 M

Die aus diesen Spannungsfunktionen folgenden Verschie-
bungs- und Spannungsfelder kann man in der Tabelle 1
in den Spalteni= 6, 7,8, 9 finden.

4.3. Numerische Ergebnisse

Auf der Grundlage der hier vorgestellten Gln. wurde ein
Rechenprogramm in FORTRAN aufgestelit. Das Pro-
gramm arbeitet auf der Grundlage von Dreieckselemen-
ten.
Die erfolgreiche Nutzung der vorgeschlagenen FEM er-
fordert eine richtige Auswahl der Gewichtskoeffizien-
ten B;, 7o im Funktional (4.11). Bei der Bestimmung
dieser Faktoren ist zu beachten, daB f;, 73, die Dimen-
sion mm2/N2 und g, 75 die Dimensionl/mm2 haben.
Bei der Auswahl der Faktoren ist der Unterschied in den
GroBenordnungen der Verschiebungen und Spannun-
gen zu beriicksichtigen: wenn den Verschiebungen
1. Ordnung Spannungen B-ter Ordnung entsprechen, so
gibt es bei f; =71 = 1 und B2 = v2 = B2 gute Ergebnis-
se (Diese Vorgehensweise ist jedoch ingenieurmibig in-
tuitiv).
Zur globalen Abschiitzung der erhaltenen Ergebnisse
kann man den Wert des Funktionals S verwenden, zur
lokalen Abschitzung den Sprung der Ergebnisse an den
Rindern von benachbarten Elementen. Der ,,Fehler” S
ist auf Grund von (2.14), (2.15) folgender

1 T
= -alqre. (4.15)
Aus den bisherigen Rechnungen folgt, daf im Falle der
Ubereinstimmung von 2-3 Ziffern die Losung als be-
friedigend angesehen werden kann, bei 5—6 Ziffern prak-
tisch exakt ist.
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-1 22Lnr{289 - 16, 2_6r2) [ ni
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+8z(V-1) +ritnr(15-14v) S22, 39,2
26w| O |-2lnr(5-6v)-8(1-v) 2tnr+4 + £ (529-40) 352" 35
+ r(§v-4)

Beispiel:

Berechnung eines Zylinders nach Bild 4.1

Auf einem Teil der Oberfliche wirkt konstanter Druck p,
bei z = 0 sei die axiale Verschiebung Null. Es gelten fol-

gende Werte:

d; =20 mm, dy =60 mm, h =50 mm,

p = 100 N/mm2, G = 75019 N/mm?2, » = 0,33.
Die genaue Losung der Aufgabe ist unbekannt. Der Kor-

per wird in Dreieckselemente eingeteilt. Bild 4.2 zeigt
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Bild 4.1
Der axialsymmetrische Kérper
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a) b)
Bild 4.2
Einteilung in 16 Elemente

die Einteilung in 16 und 41 Elemente. Bei beiden Ein-

teilungen ist die Approximation von ¢ je Element
gleich: /

F () = Vg, R ¥y, ¥, R, ¥, R, 95, %, R X, Xz1

Das erste Glied in den Klammemn sichert die Approxi-
mation der Starrk érperbewegungen, die nichsten 6 Funk-
tionen geben fiir die Verschiebungen die Polynome 1., 2.
und 3. Ordnung. Die 3 letzten Funktionen enthalten
Glieder mit Inr. Bei den Rechnungen wurden folgende
Gewichtskoeffizienten verwendet:

) Bl =N = 1 mm2/N2 , 62 =9 = 108 1/mm2.

Die Werte fiir das Funktional lauten bei der Niherungs-
I6sung der Randwertaufgabe auf Grund von (4.15)

S = —361509,36 + 376991,12 = 15481,75 (16 Elemente),
S =—374398,05 + 376991,12 = 2593,07 (41 Elemente).

Wie zu erkennen ist, verringert sich S mit zunehmender
Netzverfeinerung. Bild 4.3 zeigt den Verlauf der Span-
nungen auf der Fliche r =30 mm. Bei z = z5 = 20 mm
hat die dufiere Belastung einen Sprung. Daher lautet die
Randbedingung bei z* - 20 mm, 6; > 0 und bei z —>
20 mm g, = — 100 N/mm?2.

Aus den Ergebnissen ist zu erkennen, daB mit zuneh-
mender Elementzahl den Randbedingungen besser ent-

sprochen wird. Ahnliche Ergebnisse werden auf Flichen,
auf denen keine Belastung wirkt, erzielt.
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Auf dem Rand z = 0 betriigt die Axialverschiebung ein
Hundertstel des Maximalwertes der Axialverschiebung.
Bild 4.4 enthilt die Radialspannungen oy, die zur Koor-
dinate zp = z gehoren, und fiir die oberen z* = 20) und
unteren (z = 20) Elemente berechnet wurden. Bei der
genauen Lasung ist eine stetige Funktion im Intervall
10 <r < 30 und bei r = 30 hat sie 2 Werte (0 und — 100)
auf Grund des Sprungs in den Randbedingungen. Aus
der Analyse der Ergebnisse folgt, daf auf den Rindern
benachbarter Elemente die entsprechenden Komponen-
ten der Spannungen und Verschiebungen bei grober
Elementeinteilung nur in einer Ziffer zusammenfallen,
bei einer Einteilung von 41 Elementen fallen bereits
2 bis 3 Ziffern zusammen.

Die Ergebnisse zeigen, daé die approximierenden Funk-
tionen, die die Glieder In r enthalten, befriedigende Lo-
sungen bereits im Falle einer nicht zu grofien Element-
anzahl geben.

50

—o— 16 Elemeonie
—A4— 41 Elemente

{mm)

x N
/‘A’-—’D’:;

-

3

0
20 (4]

6 Njmm? -100 Njmm?
Bild 4.3
Einteilung in 41 Elemente
10 rfmm) 20 30
—o— 16 Elemente
\\ —4— 41 Elemente }
-25 \“A\\‘} 2t=20
& \A@
Njmm? \o =
-50 X A
z=20
-75 o
Bild 4.4

Verteilung der Radialspannungen entlang der Achse z

Schlufifolgerungen

Die durchgefithrten Berechnungen auf der Grundlage der
vorgeschlagenen Methode demonstrieren ihre Effektivi-
tit. Es erwies sich, daB der Wert des Funktionals S ab-
nahm, wenn einerseits die Elementanzahl erh6ht wurde,
andererseits bei konstanter Elementanzahl die Anzahl
der Freiheitsgrade der Elemente erhoht wurde. Da bei
S 0 die Niherungslésung gegen die genaue geht, kann
man mit einiger Erfahrung den Wert von S ermitteln
(was natiirlich vom Aufgabentyp abhiingt), bei dem man



sagen kann, dafi die Niherungslésung in der Nihe der
genauen Losung liegt. Ein Vorteil der Methode ist es,
dab die Matrix Q in der Gleichung (2.15) leicht aufbau-
bar und berechenbar ist. Fiir die Elemente kann man
verschiedene Matrizen F°(x) (2.4) (Freiheitsgrade k
konnen verschieden sein) nehmen.

Ein Nachteil ist jedoch, dab die Werte der Gewichts-
koeffizienten B;, vy in (2.5) und (4.11) nur auf Grund
der numerischen Erfahrung empfohlen werden kénnen.
Vom Standpunkt der Mathematik bleibt die Frage nach
dem Beweis der Konvergenz der vorgeschlagenen FEM
offen.

Die Autoren danken dem Institut fiir Probleme der
Mechanik der Akademie der Wissenschaften der UdSSR
fir die Moglichkeit, dab sie die Rechnungen zum Ab-
schnitt 3 in der genannten Einrichtung durchfiihren
durften.
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