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Die experimentelle Verschiebungs- und Spannungsanalyse der
diametral gedriickten Kugel und ihr Vergleich mit der Theorie

Martin Stockmann
1. Einleitung

In der experimentellen Spannungs- und Dehnungsanalyse
hat sich im Fall des elastischen Materialverhaltens seit
langem das von Oppel [1] erstmals durchgefiihrte Erstar-
rungsverfahren bewihrt. Dieses Verfahren, bei dem be-
stimmte Kunststoffe auf ihre Erweichungstemperatur
erwirmt und anschliefend unter Belastung langsam ab-
gekiihlt werden, beruht auf der Fihigkeit dieser vernetz-
ten Materialien, ihren Verformungszustand sowie den
spannungsoptischen Effekt nach Entlastung bei Raum-
temperatur beizubehalten. Eine polarisationsoptische
Auswertung ist nach der Zerlegung des Modells in be-
stimmte Schnitte moglich, wobei aus den Isochroma-
tenordnungen auf die Differenz der wahren bzw. sekun-
diren Hauptspannungen, die bei Erstarrungstemperatur
vorlagen, in der gesamten Schnittebene geschlossen wer-
den kann.

Die Fahigkeit, den Verformungszustand nach abermali-
ger Erwirmung auf die Erweichungstemperatur ohne
Belastung wieder zum Verschwinden zu bringen, erméog-
licht es, eine feldmifige Verschiebungsmessung mit dem
Moireverfahren ([2], [3]) durchzufiihren. Die Isotheten
entstehen nach dem Tempern des mit einem Raster be-
legten Schnittes im Kontakt mit dem Bezugsraster. Sie
reprisentieren die negativen urspriinglichen Verschiebun-
gen.

Gegenstand der Arbeit ist die Untersuchung der Frage,
wie die bei der Spannungs- und Verschiebungsanalyse
mittels des Erstarrungsverfahrens auftretenden systema-
tischen und zufilligen Fehler die Ergebnisse verfilschen.
Am Beispiel der diametral gedriickten Kugel, deren ge-
schlossene Losung fiir die Spannungen und Verschiebun-
gen auch im Fall der Inkompressibilitit bekannt ist,
wird der Vergleich experimenteller und theoretischer
Ergebnisse durchgefiihrt und die Eignung der Untersu-
chungsmethoden bzw. die Grenzen der Ubereinstim-
mung nachgewiesen.

2. Theoretische Losungen

Das klassische Problem der diametral gedriickten Kugel
wurde theoretisch mehrfach behandelt [4] bis [9], wobei
im folgenden nur auf die beiden tatsiichlich numerisch
ausgewerteten und zum Vergleich herangezogenen Lo-
sungen von E. Sternberg/F. Rosenthal [5] und A. Lurje
[7] eingegangen wird.

Die Spannungsberechnung nach E. Sternberg und F. Ro-
senthal basiert auf der Boussinesqschen Spannungsfunk-
tion fiir axialsymmetrische Probleme und besteht aus

2 Summandengruppen. Die erste Gruppe besitzt in den
Kugelpolen Singularititen und ergibt ein Spannungs-
system, das statisch der Wirkung einer Einzelkraft
dquivalent ist und den Grenziibergang von einer gleich-
mifigen Flichenbelastung darstellt, die unmittelbar an
die Kugelpole angrenzt. Die zweite Summandengruppe
ist eine unendliche Reihe von Lésungen, deren Koeffi-
zienten aus der Bedingung des Verschwindens der Span-
nungen auf der Kugeloberfliche bestimmt werden, die
durch die Losungen der ersten Gruppe definiert sind.
Beide Losungsanteile sind in verschiedenen Koordina-
tensystemen angegeben (Kugelkoordinaten, Bipolarko-
ordinaten), so daB eine numerische Auswertung im ge-
samten Feld schwierig ist. A.J. Lurje hingegen fiihrt
seine Losung bis zu expliziten Formeln fiir die Verschie-
bung, die ebenfalls aus einem festen und einem Reihen-
anteil besteht. Ausgangspunkt ist die Differentialglei-
chung fiir den Verschiebungsvektor, die mit dem be-
kannten ,,Drei-Funktionenansatz” von Papkovich/Neuber
gelost wird.

Eine ausfiihrliche Darstellung und Interpretation der
Lésungen ist aufgrund des Umfangs dieser Arbeiten hier
nicht méglich. Sie erfolgt in [10].

3. Experimentelle Untersuchungen
Aus gegossenen Epoxidharzblécken (EPILOX EG1) wur-

den auf einem Kugeldrehautomaten Kugeln mit einem
Radius von ry =28 mm herausgedreht. Die Beanspru-
chung erfolgt wihrend des Erstarrungszyklusses durch
2 parallele Platten, die im Vergleich zur Kugel als ideal
starr betrachtet werden konnen.
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Bild 1
Isochromaten ganzer Ordnung
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Bild 2
Isochromaten halber Ordnung

Bid 3 o
Isokline 9 =0

Bild 4 o
Isokline g =5
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3.1. Spannungen

Nach dem Abkiihlen wird die Kugel entlastet und im Fall
der polarisationsoptischen Untersuchung so zerschnitten
und bearbeitet, daf ein Mittelschnitt bestimmter Dicke
bestehen bleibt, der symmetrisch zur die Pole einschlie-
Benden Mittelebene liegt. Die Isochromaten stellen
dann die Hauptspannungsdifferenzen in dieser Ebene
dar, wobei der iiber die Schnittdicke auftretende Mittel-
wert dieser Differenz angezeigt wird. Die Bilder 1, 2, 3
und 4 zeigen die Isochromaten der ganzen und halben
Ordnung sowie die Isoklinen mit den Parametern g, = 0°
und ¢, = 5° bei einer Belastung von F = 250 N, einer
Schnittdicke von d =4 mm und einer spannungsopti-
schen Konstanten von S = 0,293 N/mm.

Wihrend am lastfreien Rand unmittelbar auf die tan-
tentiale Spannung geschlossen werden kann, ist im Inne-
ren der Kugel eine Trennung der Hauptspannungen
durch Kopplung mit theoretischen Beziehungen mog-
lich. Dabei erfolgt eine schrittweise Integration der
Gleichgewichtsbeziehung lings interessierender Kurven,
wobei die Spannungen aus den Isochromaten und den
Isoklinen berechnet werden.
Das Gleichgewicht in r-Richtung lautet ausgedriickt in
Zylinderkoordinaten
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wobei die y-Achse durch die Pole der Kugel liuft.

Im vorliegenden Fall erfolgt eine Auswertung in der
Kquatorebene, in der aufgrund der Symmetrie in Bela-
stung und Form die 0° Isokline mit der Hauptspannungs-

or
linie zusammenfillt, so daB —32 wie Bild 5 zeigt,
y
auch durch die Hauptspannungsdifferenz in dieser Ebene
und die Anderung des Isoklinenparameters ausgedriickt
werden kann.
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Bild 5

Niherungsweise Darstellung der Schubspannung durch die
Hauptspannungsdifferenz und den Isoklinenparameter

0 0, entsprechen den Hauptspannungen o, bzw. o3,

deren Differenz sich aus der im Bild 6 gezeigten Isochro-
matenaufnahme des Unterschnitts ermitteln liBt. Der
Unterschnitt wird symmetrisch zur Aquatorebene aus



Bild 6
Isochromaten des Unterschnittes

dem Hauptschnitt herausgetrennt und in y-Richtung
durchstrahlt.

Das Gleichgewicht kann nun in folgender Form ge-
schrieben werden

aal 0y
01—03 +r '5r—+(01—02)—a—y~' =0 (2)
und ergibt umgestellt und integriert die Hauptspannung
0, an jeder beliebigen Stelle der Aquatorebene, wobei
% die Spannung am Beginn des Integrationsintervalls

ist.
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Die einfachste numerische Auswertung dieses Integrals
erfolgt durch die Rechteckregel, die bei geniigend klei-
nen Schrittweiten bzw. geringer Kriimmung der Isokline
bereits gute Ergebnisse liefert und zu folgender Bezie-
hung fiihrt.
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Ay ist die Differenz der beiden Isoklinenparameter, aus-
gedriickt im BogenmaB. Ay stellt den Abstand der
Isoklinen am entsprechenden Punkt und Ar den Ab-
stand der einzelnen Stiitzpunkte selbst dar. Im vorlie-

A
genden Fall wurde A% = 5° = konst und & 0,1
T,

bis 0,05 gewihlt. Die Genauigkeit dieser Berechnung
hiingt wesentlich davon ab, ob es gelingt, die Abstinde
der Isokline genau zu ermitteln. Wihrend die im Bild 3
gezeigte 0° Isokline mit den Koordinatenachsen zu-
sammenfillt, ist die 5° Isokline (Bild 4) nur am Rand
und an der Krafteinleitungsstelle theoretisch bestimmt.
Ihr Verlauf wird an der spannungsoptischen Apparatur
selbst durch mehrfache Messungen und einen Vergleich
mit der 85° Isokline ermittelt. Eine genaue Bestimmung
der Isochromatenordnung im Unterschnitt, die hier nur

zwischen 0 und 0,54 liegt, ist, da die Hauptspannungs-
richtungen bekannt sind, durch eine Kompensation
nach Sénarmont méglich.

Der Verlauf der nach der beschriebenen Methode ermit-
telten Spannungen ist im Bild 11 dargestellt. -

3.2. Verschiebungen

Um die Verschiebungen im gesamten Feld ermitteln zu
konnen, wurde aus dem unter Last abgekiihlten Modell
ein Schnitt entnommen, bei dem eine Fliche mit der
Symmetrieebene der Kugel identisch ist. Auf diese
Ebene wird ein Phasenkreuzraster mit 50 Linien/mm
nach dem in [11] dargestellten Verfahren von einem Be-
zugsraster iibertragen, so daf eine vollige Ubereinstim-
mung der Rasterteilungen im urspriinglichen Zustand
garantiert ist. Anschlieiend erfolgt ein Riicktempern
der wihrend des Erstarrungszyklusses entstandenen Ver-
formungen durch Erwirmung des Schnittes auf 130 °C.
Das Isothetenfeld entsteht in einer spektroskopischen
Apparatur im Kontakt mit dem Bezugsraster, wobei die
Méglichkeit der Multiplikation der Isotheten durch Aus-
wertung hoherer Beugungsordnungen besteht. In [12] ist
die Theorie der Streifenentstehung fiir den Fall der
Moirestreifenmultiplikation, die auf Beugungs- bzw. In-
terferenzerscheinungen basiert, beschrieben.

Die Bilder 7 bis 10 zeigen die Isotheten der Lings- bzw.

- Querverschiebung in den Multiplikationsstufen k =1

und k = 2. Das entspricht einer Empfindlichkeit von 50
bzw. 100 Linien/mm oder 20 bzw. 10 ym/Isothete.

Besondere Schwierigkeiten bei der Versuchsdurchfiih-
rung bereitet die Ausrichtung und Fixierung des Schnit-
tes auf dem Bezugsraster. Geringste Verdrehungen iiber-
lagern ein starkes Verdrehmoire, das eine Auswertung er-
schwert. Dieses Problem wurde durch einen Stift gelost,
der genau im Mittelpunkt des Schnittes die Verbindung
zum Bezugsraster realisiert und auf den Isothetenbildern
als schwarzer Punkt im Zentrum sichtbar ist. Die Boh-
rung dazu wird bereits wihrend des Arbeitsganges der
Rasteriibertragung eingebracht und ausgerieben. In der
Apparatur kann nun die Symmetrie durch Drehung um

Bild 7
Isotheten der Liingsrichtung K=1
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Bild 8

Isotheten der Lingsrichtung

Bild 9
Isotheten der Querrichtung

Bild 10
Isotheten der Querrichtung
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den Mittelpunkt, der selbst keine Verschiebung erfihrt,
eingestellt werden. Nach der fotografischen Aufnahme
auf feinkérnigem maBbestindigem Planfilm werden die
Isotheten unter einem Mikroskop ausgemessen. Die nor-
mierten Ergebnisse sind in den Bildern 12 und 13 darge-
stellt, wobei der Elastizititsmodul, wie iibrigens auch
die spannungsoptische Konstante, mittels eines auf reine
Biegung belasteten Balkens im Eichversuch bestimmt
wurde. Der Elastizititsmodul betrigt E = 16,8 N/mm2.
Aufierdem wurde vollige Inkompressibilitit vorausge-
setzt. Tatsdchlich liegt die Querdehnzahl aber zwischen
0,49 und 0,5 (vgl. [13]).
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Bild 11
Spannungen in der Aquatorebene
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Bild 12
Verschiebungen in der Aquatorebene

4. Interpretation der Ergebnisse

Die in den Bildern 11 bis 13 dargestellten experimen-
tellen und theoretischen Spannungs- bzw. Verschie-
bungsverliufe lassen folgendes erkennen.

In der Aquatorebene stimmen die Spannungen sehr
gut iiberein. Spiirbare Abweichungen, die 4% aber
nicht iiberschreiten, treten erst unmittelbar in der Nihe
des Mittelpunktes auf. Ihre Ursachen liegen in der star-
ken Kriimmung der 5° Isokline. ,

Hier ist das beschriebene Integrationsverfahren auch bei

Ar

— = 0,05 nicht mehr in der Lage, Werte hoher

T,
0 .
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Bild 13
Verschiebungen auf der Achse zwischen den Polen

Genauigkeit zu liefern. Die Anwendung der Trapez- oder
Slmpsonschen Regel fiihrt sicher zu einer Verbesserung
in diesem Bereich. Bild 4 zeigt, daf die 5° Isokline nicht
in den Pol der Kugel, sondern bedingt durch die Abplat-
tung etwas daneben einliuft. Auch diese Abweichung
wirkt sich unmittelbar am Mittelpunkt aus. Dariiber
hinaus spielen natiirlich zufillige Fehler eine Rolle. Im
Bereich der starken Kriimmung wirken sich geringe Ver-
drehungen der Polarisationsfilter oder des Modells sofort
auf die Lage der Isokline aus.

Der Vergleich der Querverschiebung in der Aquator-
ebene (Bild 12) zeigt ebenfalls eine gute Ubereinstim-
mung. Die Abweichungen nehmen, ausgehend vom Mit-
telpunkt, stindig zu und erreichen am letzten Mefipunkt

r
etwa 4 %. Von — = 0,55 bis 1 ist keine Isothete mehr
T,

_vorhanden, so dab der Verlauf der Verschiebung aus den
davorliegenden Punkten extrapoliert werden mufi. Eine
Eingrenzung ergibt sich aus der folgenden bzw. zuriick-

r
liegenden Isothete, die beide bis — =1
I,

werden. Die Ursache der stindig zunechmenden Abwei-
chungen kann zum einen in einer fehlerhaft bestimmten
Elastizititskonstanten E liegen, zum anderen folgt eine
geringere Verschiebung, wenn die Verformungen beim
Tempern nicht véllig zuriickgehen. Mefitechnisch wurde
nachgewiesen, daf die bleibende Verschiebung der Pole
etwa 2 % betrigt. Natiirlich wirkt sich das auch auf die
Verschiebung in Querrichtung aus.

Bild 13 zeigt, dab zwischen den theoretischen und expe-
rimentellen Verschiebungen in Lingsrichtung, auf der
Achse zwischen den Polen, grofie Differenzen in einem
weiten Bereich um die Krafteinleitungsstelle auftreten.
Dafiir gibt es im wesentlichen zwei Ursachen.

Wihrend die theoretische Losung unmittelbar am An-
griffspunkt der Einzelkrifte eine unendliche Verschie-
bung dieser Punkte ergibt, kann die reale Kugel, bei der
die Krafteinteilung iiber parallele Platten erfolgt, natiir-
lich nur wenig zusammengedriickt werden. Die Abplat-
tung besitzt im vorliegenden Fall einen Durchmesser von

nicht sichtbar

etwa 8 mm, so daB sich eine vollige Verinderung der
Krafteinleitung und der damit verbundenen Verschie-
bungen in diesem Bereich ergibt. Nach dem Prinzip
von De Saint Venant, das besagt, daf in geniigender
Entfernung von der Lastangriffsstelle die Art der Kraft-
einleitung fiir den Spannungszustand keine Rolle spielt,
verringern sich die Unterschiede der theoretischen und
experimentellen Verschiebungen mit zunehmendem Ab-

r
stand von der Krafteinleitung. Sie betragen bei — = 0,7

r To

noch etwa 15 % und sind bei — =0,5  praktisch ver-
I,
0

schwunden.

Die grofien im Bereich der Krafteinleitung auftretenden
Verformungen lassen vermuten, daf sich das Material
hier nicht mehr linear elastisch verhilt und damit ein
Vergleich mit der Lurjeschen Verschiebungslosung fiir
die elastische Kugel ohnehin nicht exakt ist. Gestiitzt
wird diese These von der Tatsache, daB nach ausreichen-
dem Tempern des Schnittes eine relativ grofe Restver-
formung bleibt, die sich groftenteils auf die Bereiche der
Abplattung konzentriert.

Das Erstarrungsverfahren ist unter Beachtung bestimm-
ter Einschrinkungen an Krafteinleitungsstellen gut ge-
eignet, riumliche Spannungs- und Dehnungszustinde
experimentell zu ermitteln.
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