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1. Einleitung

Bei finiten Elementen, die auf der Grundlage der Defor-
mationsmethode abgeleitet werden, stellen die verallge-
meinerten Verschiebungen die primiren Variablen bei
der Energieminimierung dar. Die Spannungen werden
elementweise aus den Verschiebungsableitungen iiber das
Materialgesetz ermittelt und sind somit gegeniiber den
Verschiebungen mit einem Genauigkeitsverlust behaftet.
Von Zienkiewicz wurde darauf hingewiesen, dab es bei
den hiufig verwendeten isoparametrischen Elementen
ausgezeichnete Elementpunkte gibt, in denen die Span-
nungen einen hoheren Genauigkeitsgrad aufweisen, als
in allen anderen Punkten [1].

Mit Hilfe theoretischer Untersuchungen hat Zlamal bei
isoparametrischen Elementen das Phinomen der Super-
konvergenz der Verschiebungsableitungen in den Gauss-
Integrationspunkten nachgewiesen [2]. Die Spannungen
erreichen in diesen Punkten die gleiche Konvergenzord-
nung wie die Verschiebungen, wobei die entscheidende
Einschrinkung gilt, daf die Elemente eine parallelo-
grammformige Geometrie aufweisen miissen. Die Unter-
suchungen konzentrieren sich im wesentlichen auf das
ebene 8-Knoten-Element, bei dem die Superkonvergenz
in den 2x2 Gauss-Punkten eintritt, d. h. in den Punk-
ten, die die Stiitzstellen eines reduzierten Integrations-
schemas darstellen [3]. In diesem Zusammenhang wird
betont, dab die Superkonvergenz bei den betrachteten
quadratischen Elementen stets in den 2x 2 Gauss-Punk-
ten vorliegt, unabhiingig davon, ob diese Punkte auch fiir
die numerische Integration der Elementsteifigkeitsmatri-
zen verwendet werden.

Einen mehr pragmatischen Weg zur Ermittlung geeigne-
ter Punkte fiir die Spannungsberechnung hat Barlow ein-
geschlagen [4]. Anhand von ein- und zweidimensionalen
Elementen wird ein Algorithmus dargestellt, mit dem es
auch fiir beliebig verzerrte Elemente gelingt, die Punkte
zu bestimmen, in denen die Verschiebungsableitungen
den gleichen Genauigkeitsgrad wie die Knotenverschie-
bungen aufweisen. Eine Ubertragung dieses Verfahrens
auf einfache 3D-Elemente wird in [4] angedeutet.

Im Rahmen der Anwendung des an der TH Magdeburg
im Wissenschaftsbereich Festkorpermechanik entwickel-
ten FEM-Programmsystem COSAR/E 80 [5] wurden der-
artige Untersuchungen fiir die dort verwendeten 3D-Ele-
mente durchgefihrt. Die Besonderheit des Elementkata-
loges von COSAR/E 80 besteht darin, daf als Basisele-
ment das Hexaeder mit 20 Knoten verwendet wird und
alle weiteren Elemente durch Degeneration aus diesem
zentralen Element abgeleitet wurden [6] (Bild 1). Ziel
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der Betrachtungen war es deshalb, auch Aussagen zu
optimalen Punkten fiir die Spannungsberechnung bei
degenerierten Elementen zu gewinnen.

Der vorliegende Beitrag enthilt aufbauend auf den Algo-
rithmus von Barlow theoretische Untersuchungen zur
Ermittlung optimaler Punkte fiir das 20-Knoten-Hexae-
der sowie fiir die degenerierten Elemente, wobei das Ver-
fahren entsprechend modifiziert wird [7]. Erginzend da-
zu werden mit Hilfe numerischer Tests vergleichende
Aussagen iiber den Genauigkeitsgrad der Spannungswerte
in unterschiedlichen Elementpunkten gewonnen.

2. Theoretische Untersuchungen

Bei den im Programmsystem COSAR/E 80 verwendeten
3D-Elementen handelt es sich um isoparametrische Ele-
mente mit quadratischem Verschiebungsansatz und drei
Verschiebungsfreiheitsgraden u; (i=1,2,3) pro Knoten.
Die Elementbeschreibung erfolgt in einem krummlinigen
lokalen Koordinatensystem &; (i=1,2,3). Die Ansatz-



funktionen sowie Ausfiihrungen zur Ableitung der Ele-
menteigenschaften sind in [5] und [6] enthalten.

Um bei diesen Elementen jene Punkte zu finden, in de-
nen die Spannungen eine grofiere Genauigkeit als in allen

anderen Punkten aufweisen, kann man von folgender-

Uberlegung ausgehen [4]. Nimmt man an, daB mit iso-
parametrischen Elementen, deren Verschiebungsansatz
ein vollstindiges Polynom n-ter Ordnung enthilt, Ver-
schiebungsverlidufe der Ordnung n+1 approximiert wer-
den sollen, so treten bei den berechneten Knotenver-
schiebungen nur sehr geringe Genauigkeitsverluste auf,
da die verwendeten Ansiitze auch noch Glieder hoherer
Ordnung enthalten. Damit lassen sich die berechneten
Knotenverschiebungen niiherungsweise gleich den wah-
ren Knotenverschiebungen setzen. Fordert man diese
Identitit auch von den Verschiebungsableitungen, aus
denen sich letztlich die Spannungen ergeben, dann lift
sich feststellen, daf nur in bestimmten Punkten eine
Identitit besteht. Das sind genau die Punkte, in denen
die Spannungen den gleichen Genauigkeitsgrad erreichen
wie die zugehorigen Knotenverschiebungen.

Im folgenden wird dieser Algorithmus auf das Hexaeder-
element HK 60 angewendet. Die Ansatzfunktionen ent-
halten bei diesem Element ein vollstindiges Polynom
2. Grades sowie sieben kubische und drei Terme 4. Gra-
des. Der Verschiebungszustand fiir jede Komponente u;
liBt sich somit auch mit Hilfe des Polynomansatzes
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beschreiben. Der Vektor a; enthilt die Koeffizienten des
Polynoms. Entsprechend der obigen Ausfiihrungen wird
angenommen, daB der wahre Verschiebungszustand
durch ein vollstindiges Polynom 3. Grades reprisentiert
wird. Fir eine Komponente u; des wahren Verschie-
bungszustandes ergibt sich somit der Polynomausdruck

wsll e b bt B bk fh hE O

Gt b 58 68 065 282 21y

wobei b; wieder die Koeffizienten des Polynoms beinhal-
tet. Bei dem hier betrachteten HK 60-Element enthilt
der Polynomansatz fiir den wahren Verschiebungszu-
stand zufillig die gleiche Anzahl von Termen wie der
Elementansatz, was bei Anwendung des Verfahrens auf
andere Elemente nicht notwendig der Fall sein mu8.

Um zu den Knotenverschiebungen v; bzw. v; zu gelan-
gen, miissen in die Ausdriicke (1) und (2) die lokalen
Knotenkoordinaten eingesetzt werden. Man erhilt dann

v = Ay ®)
bzw.
Ti = B bi (4')

wobei die Knotenvektoren v; und v; die Form

Vo= lug, wg, w3, e, wp, e, U] ©)
bzw.

T —_ — — — —_

v, = [wy, wy, w3, By, ..., Tjgel ©6)

haben. Die Matrizen A und B ergeben sich durch Ein-
setzen der lokalen Knotenkoordinaten in die Ansitze (1)
und (2) und sind somit vom Format 20 x 20.

Setzt man nun entsprechend der obigen Annahmen die
Knotenverschiebungen v; und v; niherungsweise gleich,
so ergibt sich zwischen den Koeffizientenvektoren a; und
b; der Zusammenhang

A = Bb ‘ @
bzw.
5 = A"1Bb ®

Die Ableitungen der Verschiebungen nach den globalen
kartesischen Koordinaten x; (i=1,2,3), die fiir die Be-
rechnung der Verzerrungen und damit der Spannungen
erforderlich sind, lassen sich mit Hilfe der ‘inversen
Jacobischen Matrix J—1 aus den Ableitungen nach den
lokalen Koordinaten ; ermitteln.

ou L)
9 X3 2 El
on 1 | o ©)
aX2 8 Ez .
) u; 9 “1

L 273 ] 2%

Die Jacobische Matrix ist nur eine Funktion der Ele-
nentgeometrie und unabhiingig von den Verzerrungen.
Daraus ergibt sich, daB die Verzerrungen und damit die
Spannungen fiir beide Ansitze identisch sind, wenn die
Verschiebungsableitungen nach den lokalen Koordinaten
gleich sind.

Fiir die Ableitungen der Verschiebungen u; erhilt man
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Um die Ausdriicke (10) und (11) vergleichen zu konnen,
wird in (10) a; durch b; mit Hilfe von (8) ersetzt. Dazu
ist zunichst die 20 x 20-Matrix A zu invertieren und mit
B zu multiplizieren. Das Produkt A—1 B liefert eine Ma-
trix, die in den ersten 17 Spalten einer Einheitsmatrix
entspricht. Auf eine ausfiihrliche Darstellung der einzel-
nen Matrizen wird hier aus Platzgriinden verzichtet. Nach
Ausfithrung der entsprechenden Operationen ergibt sich
fiir (10). :
1 0 0 2 & 0 0 0 & 25& &
0 1 0 0 & 26 £ 0 0 £ 25k
0 0 1 0 0 0 & 28 & 0 0
, (12)
2 ]
0 0 & 2&f Bz 1 0 0
2ty & 0 0 HEH O 10 by
£ 26t 255 £ HEH 0 0 1
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Gleichsetzen von (11) und (12) liefert schlieBlich die ge-
suchten Punkte, in denen die Verschiebungsableitungen
den gleichen Genauigkeitsgrad wie die Knotenverschie-
bungen aufweisen. Es ist zu erkennen, daf bis auf die
unterstrichenen Terme alle Matrixelemente in (11) und
(12) identisch sind. Betrachtet man die drei Richtungs-
ableitungen separat, so liegt zwischen den Verschie-
du; 2%
bungsableitungen % und a—:l— genau dann Identitiit
k k
vor, wenn fiir die Koordinate &, der Wert + % einge-

setzt wird, wihrend die iibrigen Koordinaten einen be-
liebigen Wert ¢ (—1 < ¢ < +1) annehmen kdnnen (vgl.
Tabelle 1). Als optimale Punkte fiir die Spannungsbe-
rechnung, d. h. die Punkte, in denen alle Verschie-
bungsableitungen gleichzeitig den héochsten Genauig-
keitsgrad erreichen, ergeben sich damit gerade die
Stiitzstellen des 2 x 2 x 2-Gauss-Integrationsschemas

1 1 1

= =+ =+
\/5,52 \/5,53 \/g

£ = ¢
Tabelle 1
Koordinaten der Flichen, Linien und Punkte, fiir die die Ver-
schiebungsableitungen in £;-, £5- und £3-Richtung bei den 3D-
Elementen des Programmsystems COSAR/E 80 den héchsten
Genauigkeitsgrad erreichen.(fiir ¢ gilt: — 1 <c <+1)
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Zur Ermittlung entsprechender Punkte bei degenerier-
ten Elementen muffi der Algorithmus modifiziert wer-
den. Hier stimmt die Anzahl der in den Ansatzfunktio-
nen enthaltenen Polynomterme nicht mit den Element-
knotenzahlen iiberein, so daB sich fiir A keine symmetri-
sche Matrix ergibt und damit keine Inversion méglich
“st. Die Ansatzfunktionen enthalten sogar infolge der
. Zusatzterme noch weitere Polynomglieder 4., 5. und

6. Grades (vgl. [6]).

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen bilden deshalb
direkt die Ansatzfunktionen Gy . Anstelle von (1) ergibt
sich dann

w; = [Gl’ G2, G3,...,GL,...,GN] vi (13)

(N — Anzahl der Elementknoten)

so daf jetzt statt a; sofort die Knotenfreiwerte auftre-
ten. Fiir (3) steht formal

v = Iy (14)

(I — Einheitsmatrix vom Format N xN).
Analog zu (7) werden jetzt (14) und (4) gleichgesetzt

Iv, = Bb; (15)
bzw.
v, =1 Bb; = Bb;. (16)

In (10) stehen dann ausgehend von (13) direkt die Ab-
leitungen der Ansatzfunktionen nach den lokalen Koor-
dinaten

ay 2G, 36y 3Gy 3G, Gy
asl aEl, asl’ azla ’ asl ) ) 3£1
ou | |Gy 2G 3Gy a6 2y
asz a£2a 3221 3221 ] agz ] ] a£2
a£3-‘ as3’ 853’ 323, ’ 353 ) ’ 353
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Durch Einsetzen von (16) in (17) und Gleichsetzen mit
(11) erhilt man die gesuchten Punkte. Die Ermittlung
der zugehorigen Koordinaten erweist sich als aufwendi-
ger numerischer Prozef. Im folgenden werden deshalb
ohne weitere Angaben zu den entstehenden Matrizen die
Ergebnisse fiir alle degenerierten 3D-Elemente, die im
Elementkatalog von COSAR/E 80 enthalten sind (vgl.
Bild 1), mitgeteilt.

Bei der Berechnung der gesuchten Punkte werden auch
hier die drei Richtungsableitungen zuniichst separat be-
trachtet. Dabei zeigt sich, dafi im Gegensatz zum HK 60-
Element, wo die geforderte Identitit fiir die einzelnen
Richtungsableitungen jeweils in zwei Schnittflichen er-
fiillt ist, bei degenerierten Elementen diese Identitit nur
noch entlang bestimmter Linien oder in einzelnen Punk-
ten vorliegt. In Tabelle 1 sind fiir alle untersuchten 3D-
Elemente die Koordinatenwerte zusammengestellt, fiir
die die Verschiebungsableitungen in den einzelnen Koor-
dinatenrichtungen die gleiche Genauigkeit erreichen wie
die Knotenverschiebungen. Im Bild 2 sind die entspre-
chenden Linien und Punkte bei den degenerierten Ele-
menten eingezeichnet.

Aus den durchgefithrten theoretischen Untersuchungen

lassen sich zwei wesentliche Aussagen ableiten (vgl. Ta-
belle 1 und Bild 2):

— Bei degenerierten Elementen liegen die Punkte, in
denen die Verschiebungsableitungen den hdchsten
Genauigkeitsgrad aufweisen, ausschlieflich auf der
Elementoberfliche.
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Bild 2

Degenerierte 3D-Elemente mit Kennzeichnung der Linien und
Punkte, fiir die die Verschiebungsableitungen in £;-, £5- und £3-
Richtung den hochsten Genauigkeitsgrad im Element erreichen

— Im Gegensatz zum HK 60-Element gibt es bei dege-
nerierten Elementen keine Punkte, in denen alle Ver-
schiebungsableitungen gleichzeitig den héochsten Ge-
nauigkeitsgrad erreichen.

Es entsteht damit die Frage, welche Punkte bei dege-
nerierten Elementen fiir die Spannungsberechnung am
geeignetsten sind. Da infolge der Transformation (9)
in die Berechnung jeder Spannungskomponente jeweils
die Verschiebungsableitungen nach allen lokalen Koordi-
naten eingehen, erscheint es nicht sinnvoll, die unter-
schiedlichen Spannungskomponenten in unterschiedli-
chen Punkten zu berechnen. Wie beim HK 60-Element
spielt auch bei den degenerierten Elementen der Koordi-

1 .
natenwert * —3 eine besondere Rolle, so daB es aus

Griinden einer einheitlichen Elementbehandlung nahe
liegt, hier ebenfalls die Stiitzstellen des 2x 2 x 2-Gauss-
Integrationsschemas als Punkte fiir die Spannungsbe-
rechnung zu verwenden. Inwieweit diese Vorgehensweise
gerechtfertigt ist, muB mit Hilfe numerischer Tests
untersucht werden. Fiir eine Reihe von Beispielen wur-
den deshalb Berechnungen durchgefiihrt, die Aufschlu
iiber die Genauigkeit der Spannungswerte in unterschied-
lichen Elementpunkten sowohl bei HK 60- als auch bei
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degenerierten Elementen geben. Im nichsten Abschnitt
werden fiir ausgewihlte Testbeispiele die erhaltenen Er-
gebnisse mitgeteilt.

3. Numerische Tests

Um zu einer Aussage iiber den unterschiedlichen Ge-
nauigkeitsgrad der Spannungen im Element zu gelangen,
wurden bei den untersuchten Beispielen die Spannungs-
werte in den 2x2x2 Gauss-Punkten, den 3x3x3
Gauss-Punkten und den Knotenpunkten berechnet. Die
numerische Integration der Elementsteifigkeitsmatrizen
erfolgte dabei in jedem Falle mit der 3x3x3-Gauss-
Punkt-Formel.

Testbeispiel 1:

Der in Bild 3 dargestellte eingespannte riumliche Balken
unter Querkraftbelastung wurde zuniichst mit drei wiir-
felformigen HK 60-Elementen vernetzt. Die analytische
Losung [8] liefert einen kubischen Verschiebungszu-
stand, der mit den verwendeten quadratischen Ansitzen
nur niherungsweise wiedergegeben werden kann. Folg-
lich sind auch die Spannungen fehlerbehaftet. Im Bild 4
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Bild 3

Eingespannter riumlicher Balken unter Querkraftbelastung und
Vemetzung mit 3 HK 60-Elementen
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Vernetzung des Balkens mit 5 verschiedenen degenerierten Ele-
menten und 1 HK 60-Element

Tabelle 2

[ — 0,
Fehler F; = FEM ~ "ex 100 % in den Biegespannungen fiir
Oex max
unterschiedliche Elementeckpunkte bei Vernetzung des Balkens
entsprechend Bild 5 (# Fehlerwert ist grofer als im Knoten-

punkt, ## Fehlerwert ist kleiner als im 2 x 2 x 2 Gauss-Punkt)

2x2x2 3x3x3 #inofen-  (Knofen-
EL-Nr. (El-Typ) | Gauss-Phte. | Gauss-Phte. | punhfe Nr.)
1 (PK45) - 1,249 - 2229 - 3,662 (6)
- 1,481 - 2419
-0,066 0083 - Q443 (22)
-0,628 -0,802 - 0,907 (8)
1,688 2,295 3,070 (1)
1,575 - 2219
0,257 -0198** | - 1015 (16)
0 143 - 0,176 - 0659 (3)
2 (WK39) | -4490* | -0824** | -Y4o0% (18)
2212 0,801 **
- 1,79% - 1,749 **
0299 0,568
0,203 -1,939 - 5583 @22)
0,606 -0 834 -24,924 (8)
0,640 - 1,738 - 3,022 (16)
1,210 1, 55% 4312 (3)
3 (thao) 4 5,440 5844 24)
5207 5629
2443 3,512
4295 5,003
1,828 2686 415 (22)
3,680 4137
-3 713 - 8939 -20,217 (18)
3198% 23197 ** | - 09m (8)
4 (Ak5e) | -1146% | -2162 0375 (22)
1,052 * 2,135
0,587 1,134 2099 (35)
0703 0,870 0134 (37
g %02 0880 1,759 (%)
-0,052 0322 1,402 (18)
- 0,558 - 1,291 -2,705 (30)
-0781* | -gm1*™ 0,525 (32)
5 (Ck36) 3,060 4 518 6,665 (32)
4465 5731
-1,028 -1, 681 2,515 (39
0,167 -Q 702
0,108 -Q 15% 0,550 (18)
1,323 0 821 **
-0,729* - 0397 * 0,482 (2%)
- 0,055 - 0502 - 1,528 (22)
6 (HK60) - 0,289 - Q388 -0 421 (35)
- 0,530 ~ 1,267 - 2,590 (36)
0,403 0878 1,691 (%)
G 415 0618 0, 840 (49)
0,288 0641 1,247 (30)
0 531 0795 1,089 (32)
- 0 402 - 0,429 -0 635 (42)
- 0,417 - 0895 -1, 725 (%)

ist die Fehlerverteilung in den Elementen fiir die Biege-
spannungen 0yj angegeben. Als Bezugsspannung wurde
die maximale Biegespannung, d. h. der Wert an der Ein-
spannstelle, verwendet. Die Auswertung erfolgte fiir die
Elementeckknoten entlang der Kante x5 = 0, x5 = 100
und fiir die dieser Kante am nahesten gelegenen Gauss-
Punkte. Deutlich ist die Abstufung der Spannungsge-
nauigkeit in den unterschiedlichen Elementpunkten zu
erkennen. Wihrend die Knotenpunkte die schlechtesten
Werte liefern, wird insgesamt in den 2x2x2 Gauss-
Punkten die beste Genauigkeit erreicht. Abgesehen von
den mittleren Punkten liegen die Spannungsfehler in den
3 x 3x 3 Gauss-Punkten gerade dazwischen.

Der gleiche Balken wurde entsprechend Bild 5 mit allen
in COSAR/E80 verfiigharen degenerierten Elementen
und einem HK 60-Element vernetzt. Die Fehler in den
Biegespannungen 0y, sind fiir ausgewdhlte Element-
punkte in Tabelle 2 zusammengestellt, da infolge der
Lage der Gauss-Punkte bei den degenerierten Elementen
eine geeignete grafische Darstellung nicht méglich ist. Es
sind fiir jedes Element die Fehler fiir die Spannungen in
allen 2x 2x 2 Gauss-Punkten und in den dazu am nahe-
sten gelegenen 3 x3x 3 Gauss-Punkten und Eckknoten
angegeben. Zur Orientierung stehen in Klammern die
Nummern der betreffenden Knoten.

Auch bei den degenerierten Elementen zeigt sich, daf
die 2x2x 2 Gauss'Punkte in der Regel die besten Span-
nungswerte liefern. Nur die in Tabelle 2 mit * gekenn-
zeichneten Fehlerwerte sind grofier als die der zugeho-
renden Knotenpunkte. Die Genauigkeit der Spannungen
in den 3 x 3 x 3 Gauss-Punkten liegt im allgemeinen zwi-
schen der in den 2x 2x2 Gauss-Punkten und den Kno-
tenpunkten.

Testbeispiel 2:

Berechnet wurde eine Kreisringscheibe unter Innen- und
Aubendruck, wobei zuniichst die Vernetzung eines Sek-
tors wieder ausschliefilich mit HK 60-Elementen erfolgte
(Bild 6). Im Gegensatz zum Testbeispiel 1 kamen hier ge-
kriimmte Elemente zum Einsatz. Der exakte Spannungs-
verlauf weist einen nach innen ansteigenden Gradienten
auf. Im Bild 7 sind die Fehler in den Radialspannungen
o, fiir die betrachteten Elementpunkte dargestellt. Als
Bezugsspannung wurde der Betrag von 6, am Innen-
radius verwendet. Infolge der dquidistanten Elementein-

rp = 50 mm

fg = 250 mm

E = 20000 Nimm? -
v =03
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Dicke 10 mm

"/_( N | 1 1
Bild 6

Kreisringscheibe unter Innen- und AuBendruck und Vemetz‘ung
eines Sektors mit 4 HK 60-Elementen
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Bild 7
Fehler in den Radialspannungen O, fiir unterschiedliche Ele-

mentpunkte bei Vernetzung des Kreisringsektors mit 4 HK 60-
Elementen

O  2x2x2 Gauss-Punkte
A 3 x 3x 3 Gauss-Punkte
O Knotenpunkte
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Vernetzung des Kreisringsektors mit 10 degenerierten Elementen
und Angabe der Elementnummern

teilung in radialer Richtung werden auf Grund des star-
ken Spannungsgradienten am Innenrand die Fehler am
grofiten.

Die Spannungsfehlerverteilung in den Elementen besti-
tigt bei diesem Beispiel noch deutlicher, daf die Span-
nungen in den 2x 2x 2 Gauss-Punkten den hochsten Ge-
nauigkeitsgrad erreichen, wihrend die Knotenpunkte die
schlechtesten Werte liefern. Fiir die Ringspannungen er-
geben sich qualitativ die gleichen Aussagen.

Als zweite Variante wurde der Kreisringsektor mit dege-
nerierten Elementen vernetzt (Bild 8). Dabei wurde
zweimal die beim Balken verwendete Netzkonfiguration
benutzt, allerdings ohne das HK 60-Element. In Tabel-
le 3 sind fiir die Elemente 1 bis 5 fiir ausgewihlte Punk-
te die Fehler in den Radialspannungen angegeben. Die
aufgefiihrten Werte fiir die 3x3x 3 Gauss-Punkte und
die Knotenpunkte beziehen sich wieder auf die Punkte,
die am nahesten an den 2x 2x 2 Gauss-Punkten liegen.
Die Knotennumerierung entspricht fiir die ersten fiinf
Elemente der des Balkens.
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Tabelle 3

— O,
Fehler F0= OFL_

X +100 % in den Radialspannungen fiir
Oex max

unterschiedliche Elementpunkte bei Vernetzung des Kreisring-

sektors entsprechend Bild 8 (# Fehlerwert ist groBer als im Kno-

tenpunkt, ## Fehlerwert ist kleiner als im 2x 2 x 2 Gauss-Punkt)

2x2x2 3x3x3 Knoten-  ( Knolen-
EL-Nr. (El-Typ) | Gauss-Phte. | Gouss-Phte. | punkle Nr.)
1 (PKYS) 0054 2,007 6,937 (6)
5538 6,762
1,495 -0285** & 708 (22)
-1,332 2,494 1,272 (8)
-0,026 1,986 7,047 (1)
5,325 6784
1,716 -1,075** 4417 (1%6)
-1,827*% 2138 0070 (3)
2 (WKk39) 1,541 1,395 ** 2,084 (18)
0090 9993
2188* 2415
0,269 1,202
0269 -g146** | - 1,261 22)
- 0427 2,358 11,416 (8)
0639 Qu12** 10,779 (%)
-0571 2,001 - 0,443 (3)
3 (TK30) 1,972 1,810%* 1,252 (24)
1,604* 1,662
1,075 1,206
-0,237 g 072 **
1,200 0,302 ** 1,479 (22)
0286 - 0,409
0,607 0,905 1,708 (18)
-1,189 0,677* | 12550 (8)
4 (AK54) -o242* 0,058 ** 0133 (22)
-007% 0070**
0005 0,043 - 0,067 (35)
0,007 - 0,0 - 0,449 (3
Qo017 0,624 1,716 (t6)
0085 0,352 0216 (18)
-0,051 0,188 0,538 (30)
012% 0,707 1,965 (32)
5 (CkK3e) 0,022 0297 0632 (32)
0339 0,421
- 0,209 0,258 -0297 (37)
-0,261 oM1?**
-0,03% 0,110 0433 (18)
0463 0,516
0 546 1,078 1,934 (24)
0363 - 0,386 - 2,809 (22)

Beziiglich der Bewertung der Spannungsfehler ergeben
sich die gleichen Aussagen wie beim Testbeispiel 1. Eine
Fehlerbetrachtung in den Ringspannungen liefert ana-
loge Ergebnisse.

Testbeispiel 3:

Um auch Probleme mit extremen Belastungsfillen in die
Untersuchungen  einzubeziehen, wurde der bekannte’
Halbraum mit Einzellast als Berechnungsbeispiel gewihlt.
Die Vernetzung eines herausgeschnittenen Wiirfels er-
folgte ausschlieBlich mit HK 60-Elementen (Bild 9). An
den Schnittflichen ABFE und AEHD wurden Symme-
trierandbedingungen realisiert und an den ibrigen
Schnittflichen aus der analytischen Losung [8] entnom-
mene Verschiebungswerte an den Knoten vorgeschrie-
ben. In Bild 10 sind die berechneten Spannungen 033
fiir Schnittlinien durch die 2x2x2 Gauss-Punkte, die
3x3x3 Gauss-Punkte und fiir die Knoten entlang der
Kante AE im Vergleich zur analytischen Losung aufge-
tragen. Die verwendeten Gauss-Punkte sind die am nahe-
‘sten an der Kante AE liegenden. Auch im Bereich des
extremen Spannungsgradienten, der durch das gewihlte
Netz nicht ausreichend wiedergegeben werden kann,
zeigt sich die Uberlegenheit der 2x 2 x 2 Gauss-Punkte.
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Bild 9
Halbraum unter Einzellast und Vernetzung eines Wiirfels mit
64 HK 60-Elementen

Die Knotenpunkte liefern wiederum die schlechtesten
Ergebnisse.

4. Zusammenfassung -

Mit Hilfe theoretischer Untersuchungen wurden fiir das
HK 60-Element und fiir die daraus abgeleiteten degene-
rierten Elemente die Punkte ermittelt, in denen die Ver-
schiebungsableitungen den gleichen Genauigkeitsgrad
aufweisen wie die Knotenverschiebungen. Dabei zeigt
sich, daB es nur beim HK 60-Element eindeutige Punkte
gibt, in denen alle Verschiebungsableitungen gleichzeitig
die hochste Genauigkeit erreichen. Das sind gerade die
Stiitzstellen eines reduzierten Gauss-Integrationsschemas.

Bei degenerierten Elementen ergeben sich keine derarti-
gen Punkte. Die Verschiebungsableitungen nach den ein-
zelnen lokalen Koordinaten erreichen jeweils in unter-
schiedlichen Punkten den héchsten Genauigkeitsgrad.
Eine Auswertung der Lage dieser Punkte zeigt, dab es
auch bei diesen Elementen sinnvoll erscheint, die Span-
nungen in den 2 x 2x 2 Gauss-Punkten zu berechnen, um
eine méglichst hohe Genauigkeit zu erhalten. Dadurch
kann gleichzeitig ein entscheidender Vorteil, den' die mit
Hilfe des Degenerationsprinzips entwickelte Element-

Bild 10

Spannungen 033 fiir den Halbraum in unterschiedlichen Ele-
mentpunkten

a) 2x2x 2 Gauss-Punkte,

b) 3x3x 3 Gauss-Punkte, !

c) Knotenpunkte
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familie bietet, nimlich die durchgingig einheitliche Be-
handlung aller Elemente, auch bei der Spannungsbe-
rechnung genutzt werden.

Die durchgefiihrten numerischen Tests bestitigen einer-
seits die aus den theoretischen Untersuchungen gewon-
nenen Ergebnisse beziiglich der optimalen Punkte fiir die
Spannungsberechnung und rechtfertigen andererseits,
auch bei den degenerierten Elementen die 2x2x2
Gauss-Punkte fiir dic Spannungsauswertung zugrunde zu
legen. Gleichzeitig wird deutlich, daB bei allen unter-
suchten Elementen die Knotenpunkte in der Regel die
schlechtesten Spannungswerte liefern. Da jedoch gerade
die Knotenpunkte die reprisentativsten Kommunika-
tionsstellen zwischen Programmanwender und FEM-Mo-
dell darstellen, sind Uberlegungen notwendig, aus den in
mneren Punkten berechneten Spannungen mit Hilfe ge-
eigneter Algorithmen Knotenspannungen zu erzeugen,
ohne daf dabei der Genauigkeitsgrad wesentlich herab-
gesetzt wird [7]. Zu dieser Problematik wird in einem
der niichsten Hefte der Technischen Mechanik berichtet.

32

LITERATUR

[1]
[2]

(3]

(4]

[5]

[6]

[7]

(8]

Zienkiewicz, O. C.: The Finite Element Method, London:
Me Graw-Hill Book Company (UK) Ltd. 1977.

Zlamal, M.: Superconvergence of the gradient of finite
element solutions. Weimar: Berichte des VIII. IKM, WZ
HAB 4 (1978), 378 — 380.

Zlamal, M.: Superconvergence and reduced integration in
the finite element method. Math. of Computation, Vol. 32
(1978), No. 143, 663 — 685.

Barlow, J.: Optimal stress locations in finite element mo-
dels. Int. J. Num. Meth. Engng., Vol. 10 (1976), 243 —
251.

Autorenkollektiv: Finite Elemente in der Festkorper-
mechanik. Leipzig: VEB Fachbuchverlag 1982.

Berger, H.; U. Gabbert; J. Altenbach: Besonderheiten der
Spannungsberechnung bei degenerierten dreidimensio-
nalen finiten Verschiebungselementen. Techn. Mech. 4
(1983) 2, S. 70

Berger, H.: Beitrag zur Spannungsberechnung mit Hilfe
der Methode der finiten Elemente auf der Grundlage von
dreidimensionalen  Verschiebungselementen.  Disserta-
tion A, TH Magdeburg 1982.

Vocke, W.: Riumliche Probleme der linearen Elastizitiit.
Leipzig: VEB Fachbuchverlag 1968.

Anschrift der Verfasser:

Dr.-Ing. Harald Berger

Prof. Dr. sc. techn. Johannes Altenbach
Technische Hochschule ,,0tto von Guericke”
Sektion Maschinenbau

3010 Magdeburg, PSF 124



