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1. Einleitung

Bei finiten Elementen, die auf der Grundlage der Defor-
mationsmethode abgeleitet werden, stellen die verallge-
meinerten Verschiebungen die primiren Variablen bei
der Energieminimierung dar. Die Spannungen werden
elementweise aus den Verschiebungsableitungen iiber das
Materialgesetz ermittelt und sind somit gegeniiber den
Verschiebungen mit einem Genauigkeitsverlust behaftet.
Von Zienkiewicz wurde darauf hingewiesen, dab es bei
den hiufig verwendeten isoparametrischen Elementen
ausgezeichnete Elementpunkte gibt, in denen die Span-
nungen einen hoheren Genauigkeitsgrad aufweisen, als
in allen anderen Punkten [1].

Mit Hilfe theoretischer Untersuchungen hat Zlamal bei
isoparametrischen Elementen das Phinomen der Super-
konvergenz der Verschiebungsableitungen in den Gauss-
Integrationspunkten nachgewiesen [2]. Die Spannungen
erreichen in diesen Punkten die gleiche Konvergenzord-
nung wie die Verschiebungen, wobei die entscheidende
Einschrinkung gilt, daf die Elemente eine parallelo-
grammformige Geometrie aufweisen miissen. Die Unter-
suchungen konzentrieren sich im wesentlichen auf das
ebene 8-Knoten-Element, bei dem die Superkonvergenz
in den 2x2 Gauss-Punkten eintritt, d. h. in den Punk-
ten, die die Stiitzstellen eines reduzierten Integrations-
schemas darstellen [3]. In diesem Zusammenhang wird
betont, dab die Superkonvergenz bei den betrachteten
quadratischen Elementen stets in den 2x 2 Gauss-Punk-
ten vorliegt, unabhiingig davon, ob diese Punkte auch fiir
die numerische Integration der Elementsteifigkeitsmatri-
zen verwendet werden.

Einen mehr pragmatischen Weg zur Ermittlung geeigne-
ter Punkte fiir die Spannungsberechnung hat Barlow ein-
geschlagen [4]. Anhand von ein- und zweidimensionalen
Elementen wird ein Algorithmus dargestellt, mit dem es
auch fiir beliebig verzerrte Elemente gelingt, die Punkte
zu bestimmen, in denen die Verschiebungsableitungen
den gleichen Genauigkeitsgrad wie die Knotenverschie-
bungen aufweisen. Eine Ubertragung dieses Verfahrens
auf einfache 3D-Elemente wird in [4] angedeutet.

Im Rahmen der Anwendung des an der TH Magdeburg
im Wissenschaftsbereich Festkorpermechanik entwickel-
ten FEM-Programmsystem COSAR/E 80 [5] wurden der-
artige Untersuchungen fiir die dort verwendeten 3D-Ele-
mente durchgefihrt. Die Besonderheit des Elementkata-
loges von COSAR/E 80 besteht darin, daf als Basisele-
ment das Hexaeder mit 20 Knoten verwendet wird und
alle weiteren Elemente durch Degeneration aus diesem
zentralen Element abgeleitet wurden [6] (Bild 1). Ziel
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der Betrachtungen war es deshalb, auch Aussagen zu
optimalen Punkten fiir die Spannungsberechnung bei
degenerierten Elementen zu gewinnen.

Der vorliegende Beitrag enthilt aufbauend auf den Algo-
rithmus von Barlow theoretische Untersuchungen zur
Ermittlung optimaler Punkte fiir das 20-Knoten-Hexae-
der sowie fiir die degenerierten Elemente, wobei das Ver-
fahren entsprechend modifiziert wird [7]. Erginzend da-
zu werden mit Hilfe numerischer Tests vergleichende
Aussagen iiber den Genauigkeitsgrad der Spannungswerte
in unterschiedlichen Elementpunkten gewonnen.

2. Theoretische Untersuchungen

Bei den im Programmsystem COSAR/E 80 verwendeten
3D-Elementen handelt es sich um isoparametrische Ele-
mente mit quadratischem Verschiebungsansatz und drei
Verschiebungsfreiheitsgraden u; (i=1,2,3) pro Knoten.
Die Elementbeschreibung erfolgt in einem krummlinigen
lokalen Koordinatensystem &; (i=1,2,3). Die Ansatz-



funktionen sowie Ausfiihrungen zur Ableitung der Ele-
menteigenschaften sind in [5] und [6] enthalten.

Um bei diesen Elementen jene Punkte zu finden, in de-
nen die Spannungen eine grofiere Genauigkeit als in allen

anderen Punkten aufweisen, kann man von folgender-

Uberlegung ausgehen [4]. Nimmt man an, daB mit iso-
parametrischen Elementen, deren Verschiebungsansatz
ein vollstindiges Polynom n-ter Ordnung enthilt, Ver-
schiebungsverlidufe der Ordnung n+1 approximiert wer-
den sollen, so treten bei den berechneten Knotenver-
schiebungen nur sehr geringe Genauigkeitsverluste auf,
da die verwendeten Ansiitze auch noch Glieder hoherer
Ordnung enthalten. Damit lassen sich die berechneten
Knotenverschiebungen niiherungsweise gleich den wah-
ren Knotenverschiebungen setzen. Fordert man diese
Identitit auch von den Verschiebungsableitungen, aus
denen sich letztlich die Spannungen ergeben, dann lift
sich feststellen, daf nur in bestimmten Punkten eine
Identitit besteht. Das sind genau die Punkte, in denen
die Spannungen den gleichen Genauigkeitsgrad erreichen
wie die zugehorigen Knotenverschiebungen.

Im folgenden wird dieser Algorithmus auf das Hexaeder-
element HK 60 angewendet. Die Ansatzfunktionen ent-
halten bei diesem Element ein vollstindiges Polynom
2. Grades sowie sieben kubische und drei Terme 4. Gra-
des. Der Verschiebungszustand fiir jede Komponente u;
liBt sich somit auch mit Hilfe des Polynomansatzes
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beschreiben. Der Vektor a; enthilt die Koeffizienten des
Polynoms. Entsprechend der obigen Ausfiihrungen wird
angenommen, daB der wahre Verschiebungszustand
durch ein vollstindiges Polynom 3. Grades reprisentiert
wird. Fir eine Komponente u; des wahren Verschie-
bungszustandes ergibt sich somit der Polynomausdruck
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wobei b; wieder die Koeffizienten des Polynoms beinhal-
tet. Bei dem hier betrachteten HK 60-Element enthilt
der Polynomansatz fiir den wahren Verschiebungszu-
stand zufillig die gleiche Anzahl von Termen wie der
Elementansatz, was bei Anwendung des Verfahrens auf
andere Elemente nicht notwendig der Fall sein mu8.

Um zu den Knotenverschiebungen v; bzw. v; zu gelan-
gen, miissen in die Ausdriicke (1) und (2) die lokalen
Knotenkoordinaten eingesetzt werden. Man erhilt dann

v = Ay ®)
bzw.
Ti = B bi (4')

wobei die Knotenvektoren v; und v; die Form

Vo= lug, wg, w3, e, wp, e, U] ©)
bzw.

T —_ — — — —_

v, = [wy, wy, w3, By, ..., Tjgel ©6)

haben. Die Matrizen A und B ergeben sich durch Ein-
setzen der lokalen Knotenkoordinaten in die Ansitze (1)
und (2) und sind somit vom Format 20 x 20.

Setzt man nun entsprechend der obigen Annahmen die
Knotenverschiebungen v; und v; niherungsweise gleich,
so ergibt sich zwischen den Koeffizientenvektoren a; und
b; der Zusammenhang

A = Bb ‘ @
bzw.
5 = A"1Bb ®

Die Ableitungen der Verschiebungen nach den globalen
kartesischen Koordinaten x; (i=1,2,3), die fiir die Be-
rechnung der Verzerrungen und damit der Spannungen
erforderlich sind, lassen sich mit Hilfe der ‘inversen
Jacobischen Matrix J—1 aus den Ableitungen nach den
lokalen Koordinaten ; ermitteln.

ou L)
9 X3 2 El
on 1 | o ©)
aX2 8 Ez .
) u; 9 “1

L 273 ] 2%

Die Jacobische Matrix ist nur eine Funktion der Ele-
nentgeometrie und unabhiingig von den Verzerrungen.
Daraus ergibt sich, daB die Verzerrungen und damit die
Spannungen fiir beide Ansitze identisch sind, wenn die
Verschiebungsableitungen nach den lokalen Koordinaten
gleich sind.

Fiir die Ableitungen der Verschiebungen u; erhilt man
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Um die Ausdriicke (10) und (11) vergleichen zu konnen,
wird in (10) a; durch b; mit Hilfe von (8) ersetzt. Dazu
ist zunichst die 20 x 20-Matrix A zu invertieren und mit
B zu multiplizieren. Das Produkt A—1 B liefert eine Ma-
trix, die in den ersten 17 Spalten einer Einheitsmatrix
entspricht. Auf eine ausfiihrliche Darstellung der einzel-
nen Matrizen wird hier aus Platzgriinden verzichtet. Nach
Ausfithrung der entsprechenden Operationen ergibt sich
fiir (10). :
1 0 0 2 & 0 0 0 & 25& &
0 1 0 0 & 26 £ 0 0 £ 25k
0 0 1 0 0 0 & 28 & 0 0
, (12)
2 ]
0 0 & 2&f Bz 1 0 0
2ty & 0 0 HEH O 10 by
£ 26t 255 £ HEH 0 0 1

26




Gleichsetzen von (11) und (12) liefert schlieBlich die ge-
suchten Punkte, in denen die Verschiebungsableitungen
den gleichen Genauigkeitsgrad wie die Knotenverschie-
bungen aufweisen. Es ist zu erkennen, daf bis auf die
unterstrichenen Terme alle Matrixelemente in (11) und
(12) identisch sind. Betrachtet man die drei Richtungs-
ableitungen separat, so liegt zwischen den Verschie-
du; 2%
bungsableitungen % und a—:l— genau dann Identitiit
k k
vor, wenn fiir die Koordinate &, der Wert + % einge-

setzt wird, wihrend die iibrigen Koordinaten einen be-
liebigen Wert ¢ (—1 < ¢ < +1) annehmen kdnnen (vgl.
Tabelle 1). Als optimale Punkte fiir die Spannungsbe-
rechnung, d. h. die Punkte, in denen alle Verschie-
bungsableitungen gleichzeitig den héochsten Genauig-
keitsgrad erreichen, ergeben sich damit gerade die
Stiitzstellen des 2 x 2 x 2-Gauss-Integrationsschemas

1 1 1

= =+ =+
\/5,52 \/5,53 \/g

£ = ¢
Tabelle 1
Koordinaten der Flichen, Linien und Punkte, fiir die die Ver-
schiebungsableitungen in £;-, £5- und £3-Richtung bei den 3D-
Elementen des Programmsystems COSAR/E 80 den héchsten
Genauigkeitsgrad erreichen.(fiir ¢ gilt: — 1 <c <+1)
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Zur Ermittlung entsprechender Punkte bei degenerier-
ten Elementen muffi der Algorithmus modifiziert wer-
den. Hier stimmt die Anzahl der in den Ansatzfunktio-
nen enthaltenen Polynomterme nicht mit den Element-
knotenzahlen iiberein, so daB sich fiir A keine symmetri-
sche Matrix ergibt und damit keine Inversion méglich
“st. Die Ansatzfunktionen enthalten sogar infolge der
. Zusatzterme noch weitere Polynomglieder 4., 5. und

6. Grades (vgl. [6]).

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen bilden deshalb
direkt die Ansatzfunktionen Gy . Anstelle von (1) ergibt
sich dann

w; = [Gl’ G2, G3,...,GL,...,GN] vi (13)

(N — Anzahl der Elementknoten)

so daf jetzt statt a; sofort die Knotenfreiwerte auftre-
ten. Fiir (3) steht formal

v = Iy (14)

(I — Einheitsmatrix vom Format N xN).
Analog zu (7) werden jetzt (14) und (4) gleichgesetzt

Iv, = Bb; (15)
bzw.
v, =1 Bb; = Bb;. (16)

In (10) stehen dann ausgehend von (13) direkt die Ab-
leitungen der Ansatzfunktionen nach den lokalen Koor-
dinaten

ay 2G, 36y 3Gy 3G, Gy
asl aEl, asl’ azla ’ asl ) ) 3£1
ou | |Gy 2G 3Gy a6 2y
asz a£2a 3221 3221 ] agz ] ] a£2
a£3-‘ as3’ 853’ 323, ’ 353 ) ’ 353
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Durch Einsetzen von (16) in (17) und Gleichsetzen mit
(11) erhilt man die gesuchten Punkte. Die Ermittlung
der zugehorigen Koordinaten erweist sich als aufwendi-
ger numerischer Prozef. Im folgenden werden deshalb
ohne weitere Angaben zu den entstehenden Matrizen die
Ergebnisse fiir alle degenerierten 3D-Elemente, die im
Elementkatalog von COSAR/E 80 enthalten sind (vgl.
Bild 1), mitgeteilt.

Bei der Berechnung der gesuchten Punkte werden auch
hier die drei Richtungsableitungen zuniichst separat be-
trachtet. Dabei zeigt sich, dafi im Gegensatz zum HK 60-
Element, wo die geforderte Identitit fiir die einzelnen
Richtungsableitungen jeweils in zwei Schnittflichen er-
fiillt ist, bei degenerierten Elementen diese Identitit nur
noch entlang bestimmter Linien oder in einzelnen Punk-
ten vorliegt. In Tabelle 1 sind fiir alle untersuchten 3D-
Elemente die Koordinatenwerte zusammengestellt, fiir
die die Verschiebungsableitungen in den einzelnen Koor-
dinatenrichtungen die gleiche Genauigkeit erreichen wie
die Knotenverschiebungen. Im Bild 2 sind die entspre-
chenden Linien und Punkte bei den degenerierten Ele-
menten eingezeichnet.

Aus den durchgefithrten theoretischen Untersuchungen

lassen sich zwei wesentliche Aussagen ableiten (vgl. Ta-
belle 1 und Bild 2):

— Bei degenerierten Elementen liegen die Punkte, in
denen die Verschiebungsableitungen den hdchsten
Genauigkeitsgrad aufweisen, ausschlieflich auf der
Elementoberfliche.
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Bild 2

Degenerierte 3D-Elemente mit Kennzeichnung der Linien und
Punkte, fiir die die Verschiebungsableitungen in £;-, £5- und £3-
Richtung den hochsten Genauigkeitsgrad im Element erreichen

— Im Gegensatz zum HK 60-Element gibt es bei dege-
nerierten Elementen keine Punkte, in denen alle Ver-
schiebungsableitungen gleichzeitig den héochsten Ge-
nauigkeitsgrad erreichen.

Es entsteht damit die Frage, welche Punkte bei dege-
nerierten Elementen fiir die Spannungsberechnung am
geeignetsten sind. Da infolge der Transformation (9)
in die Berechnung jeder Spannungskomponente jeweils
die Verschiebungsableitungen nach allen lokalen Koordi-
naten eingehen, erscheint es nicht sinnvoll, die unter-
schiedlichen Spannungskomponenten in unterschiedli-
chen Punkten zu berechnen. Wie beim HK 60-Element
spielt auch bei den degenerierten Elementen der Koordi-

1 .
natenwert * —3 eine besondere Rolle, so daB es aus

Griinden einer einheitlichen Elementbehandlung nahe
liegt, hier ebenfalls die Stiitzstellen des 2x 2 x 2-Gauss-
Integrationsschemas als Punkte fiir die Spannungsbe-
rechnung zu verwenden. Inwieweit diese Vorgehensweise
gerechtfertigt ist, muB mit Hilfe numerischer Tests
untersucht werden. Fiir eine Reihe von Beispielen wur-
den deshalb Berechnungen durchgefiihrt, die Aufschlu
iiber die Genauigkeit der Spannungswerte in unterschied-
lichen Elementpunkten sowohl bei HK 60- als auch bei
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degenerierten Elementen geben. Im nichsten Abschnitt
werden fiir ausgewihlte Testbeispiele die erhaltenen Er-
gebnisse mitgeteilt.

3. Numerische Tests

Um zu einer Aussage iiber den unterschiedlichen Ge-
nauigkeitsgrad der Spannungen im Element zu gelangen,
wurden bei den untersuchten Beispielen die Spannungs-
werte in den 2x2x2 Gauss-Punkten, den 3x3x3
Gauss-Punkten und den Knotenpunkten berechnet. Die
numerische Integration der Elementsteifigkeitsmatrizen
erfolgte dabei in jedem Falle mit der 3x3x3-Gauss-
Punkt-Formel.

Testbeispiel 1:

Der in Bild 3 dargestellte eingespannte riumliche Balken
unter Querkraftbelastung wurde zuniichst mit drei wiir-
felformigen HK 60-Elementen vernetzt. Die analytische
Losung [8] liefert einen kubischen Verschiebungszu-
stand, der mit den verwendeten quadratischen Ansitzen
nur niherungsweise wiedergegeben werden kann. Folg-
lich sind auch die Spannungen fehlerbehaftet. Im Bild 4
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Bild 3

Eingespannter riumlicher Balken unter Querkraftbelastung und
Vemetzung mit 3 HK 60-Elementen
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