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1. Einleitung

Die analytische Beschreibung des zeitabhingigen Span-
nungs-Dehnungs-Verhaltens fester Stoffe bei Verfor-
mungsversuchen erfolgt vorteilhaft mittels rheologischer
Methoden [1] bis [3]. Die Rheologie simuliert das zeit-
abhingige Verformungsverhalten realer Festkorper durch
die Kombination von drei Grundelementen, die jedes
fiir sich ideales elastisches, viskoses bzw. plastisches Ma-
terialverhalten reprisentieren. Das wesentliche Kriterium
fiir ein richtig gewihltes rheologisches Modell ist die Un-
abhingigkeit der Modellparameter von den fiir den Ver-
formungsversuch vorgegebenen Beanspruchungsbedin-
gungen [4]. Wegen der Einfachheit der Versuchsfithrung
werden als Beanspruchungsbedingungen fiir rheologische
Untersuchungen bevorzugt Spannungsrelaxations- und
Dehnungsretardationsuntersuchungen (Kriechen) einge-
setzt. In der vorliegenden Arbeit soll fiir den in der Li-
teratur am haufigsten beschriebenen Spannungsrelaxa-
tionsversuch gezeigt werden, daf dieser schon bei ein-
fachen Dreielementekorpern keine vollstindige Bestim-
mung der drei unabhingigen Modellparameter erlaubt.
Dieser Nachteil kann durch den Einsatz des Geschwin-
digkeitswechselversuches vermieden werden. Dieser ge-
hort wie der Spannungsrelaxationsversuch zur Klasse der
Dehnungsratenwechselversuche.

Der Unterschied beider ist durch die Art der Anderung
der Verformungsgeschwindigkeit gegeben, die beim
Spannungsrelaxationsversuch kontinuierlich abnimmt,
wihrend sie beim Geschwindigkeitswechselversuch
sprunghaft geéindert wird. -

2. Grundlagen des Aufbaus rheologischér Mo-
dellkﬁrper 4

Fir die Formulierung der Spannungs-Dehnungs-Bezie-
hungen wird gewdhnlich von den technischen Defini-
tionen der Spannung ¢-= F/A und Dehnung € = Al/l,
ausgegangen, indem die an eine Probe angreifende
Kraft F auf die Querschnittsfliche A, der unbelasteten
Probe und die Verlingerung Al auf deren Ausgangs-
linge 1, bezogen wird. Desweiteren sei ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit vorausgesetzt, daf die Kraft
senkrecht zur Probenoberfliche angreift, daf es sich also
um Normalbeanspruchungen handelt.

Zur Darstellung des, elastischen Verhaltens wird der
Hookesche Kérper H eingefiihrt, der durch eine Feder
reprasentiert wird (Bild 1, oben links), deren Spannungs-
Dehnungs-Beziehung durch das Hookesche Gesetz als
linear und zeitunabhiingig vorausgesetzt wird:

o=Ee 1)
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Bild 1

Der Giiltigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes be-
schriinkt sich auf kleine Dehnungen.

Die Zeitabhingigkeit der Spannungs-Dehnungs-Bezie-
hungen wird in der Rheologie durch das viskose Grund-
element, den Newtonschen Korper N, eingefiihrt (Bild 1,
oben Mitte), dessen Dehnungsgeschwindigkeit ¢ propor-
tional zur Spannung o ist:

0 =né 2
Proportionalititsfaktor ist der Viskosititskoeffizient 7.

Das plastische Verhalten reprisentiert der St.-Venant-
Korper V (Bild 1, oben rechts), der durch einen Schwel-
lenwert oy fiir die Spannung gekennzeichnet ist, bei dem
die zeitabhingige Verformung des Stoffes einsetzt und
mit konstanter Spannung aufrechterhalten wird. Unter-_
halb oy ist der St.-Venant-Kérper unverformbar

0 , 0 <o
¢ = v 3)

ety , o = oy

Durch Kopplung der Grundkérper kann das Materialver-
halten von Stoffen dargestellt werden, deren Spannungs-
Dehnungs-Beziehung nicht idealisiert durch eine der
Materialgleichungen (1) bis (3) einzeln beschrieben wer-
den kann. Die Kopplung erfolgt entweder durch Anord-
nung in Serie oder durch Parallelschaltung. Im ersten
Fall stehen alle Grundkérper unter der gleichen Teil-
spannung 0;, die identisch mit der Gesamtspannung o
ist, wahrend sich die Teildehnungen €; zur Gesamtdeh-
nung € addieren:

€e=2¢ o = o (€))



Parallele Anordnung der Einzelkérper erzwingt fiir jeden
die gleiche Teildehnung €;, wobei sich aber die Teilspan-
nungen 0; zur Gesamtspannung o addieren:

6=220 , € =g )

Unter der Voraussetzung der Stetigkeit der Materialge-

setze gelten die Additionsvorschriften auch fiir deren -

zeitliche Ableitungen:

Im folgenden werden die Differentialgleichungen fiir das
Spannungs-Dehnungs-Zeitverhalten einfacher Mehrele-
mentekdrper abgeleitet.

3. Zwei- und Dreielementekorper

Zweielementekorper reprisentieren bei alleiniger Ver-
wendung des Hookeschen und Newtonschen Grund-
korpers das rein viskoelastische Materialverhalten. Dar-
auf soll hier zunichst eingegangen werden, ehe auch der
St.-Venant-Kérper fiir die Beschreibung des plastischen
Materialverhaltens beriicksichtigt wird.

Bei Kopplung eines Hookeschen und eines Newtonschen
Grundkérpers in Serie entsteht der Maxwell-Korper M
(Bild 1, unten links), fiir den nach Addition der Deh-
nungsgeschwindigkeiten gilt

¢ = 6/E + a/n | (7)

Der Kelvin-Kérper K wird durch Parallelschaltung der
beiden Grundkérper erhalten (Bild 1, unten Mitte), wo-
bei in diesem Fall die Teilspannungen zu addieren sind:

g=Ee+ ne ®)
Aus den viskoelastischen Zweielementekorpern werden
durch Hinzufiigen eines zweiten viskosen Grundkérpers
die verschiedenen Dreielementekorper fiir das viskoela-
stische Materialverhalten gebildet. Bei Verwendung eines
zweiten Newtonschen Kérpers fithrt dies zur Darstellung
der viskoelastischen Eigenschaften von Fliissigkeiten
durch den Jeffreys- und Lethersich-Korper (Bild 2, un-
ten), die in [4] behandelt werden. Viskoelastische Fest-
stoffe erfordern die Verwendung eines zweiten Hooke-
schen Federelementes, wodurch der viskoelastische
Standardkorper erhalten wird, der in der Literatur all-
gemein als Poynting-Thompson-Modell oder Zener-Mo-
dell bezeichnet wird. Beim Maxwell-Typ Zy; des Zener-
Modells wird die Hookesche Feder Hy parallel zum Max-
well-Korper angeordnet (Bild 2, oben links). Die Feder
nimmt die Teilspannung oy = E4 € auf, wodurch von der
Gesamtspannung ¢ am Maxwell-Kérper nur die Teilspan-
nung oy = 0 — Eg € wirksam wird.

Einsetzen von oy fiir 0 in Gl. (7) ergibt die Differential-
gleichung fiir den Zy;-Korper:

E, +E
0+E162E2e+ 1 2
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Der Kelvin-Typ Zy des Zener-Modells wird durch Hin-
tereinanderschaltung der zweiten Hookeschen Feder Hy
mit dem Kelvin-Kérper gewonnen (Bild 2, oben rechts).

Zener: M -Typ

Zener: K -Typ

Bild 2

Da die Feder Hy um ey = o/E; gedehnt ist, bleibt fiir
den Kelvin-Kérper als Anteil von der Gesamtdehnung €
die Teildehnung eg = € — o/E,.

Die Differentialgleichung des Zyg-Kérpers folgt aus Gl.
(8) durch Einsetzen von ek fiir e:
E, E.
no 1B By

+ =
S R A A o e

e (10)

Die Differentialgleichung fiir das Spannungs-Dehnungs-
Zeitverhalten der viskoelastischen Modellkérper hat die
allgemeine Form

6+ A6 = Bye+Byé

(1)

Die drei Koeffizienten A;, B, und B; sind Kombinatio-
nen aus den Materialparametern E; und n;. Durch Koef-

 fizientenvergleich folgt fiir die behandelten Korper Ta-

belle 1. Aus ihr ist auch ersichtlich, daf die jeweiligen
Typen der viskoelastischen Standardkérper den Maxwell-
Kérper fiir E9 = 0 bzw. den Kelvin-Kérper fiir Eg = o0 als
Spezialfall enthalten.

Tabelle 1

Bedeutung der in GL (11) enthaltenen Koeffizienten fiir
einige wichtige viskoelastische Modellkérper

Modellkérper Ay B, By
Zener M-Typ Zy n/Ey Eo (Eq +E9)n/Eq
Zener K-Typ ZK n/(El + Ez) El E2/(El + E2) E2 TI/(EI + E2)
Maxwell M n/E 0 n
Kelvin K 0 E n
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Zur Darstellung plastischer Anteile am Verformungspro-
zef ist zusitzlich der St.-Venant-Kérper einzusetzen.
Durch Parallelschaltung mit einer Hookeschen Feder
folgt der Prandtl-Kérper (Bild 1, unten rechts), fiir den
die Spannungen zu addieren sind. Die Kopplung des
Prandtl-Korpers mit einem Newtonschen Element in
Serienanordnung liefert jedoch nur ein dem Maxwell-
Kérper sehr dhnliches Materialverhalten. Sinnvoller ist
die Einfiihrung des N-Typs des Prandtl-Kérpers durch Pa-
rallelanordnung des St.-Venant-Kérpers mit einem New-
ton-Element und dessen Serien-Kopplung mit einer
Hookeschen Feder, was als linearer Bingham-Kérper be-
zeichnet wird. Fiir den N-Typ des Prandtl-Korpers gilt
nach Addition der Spannungen:

c=0y tné , 0 2oy (12)
Die Dehnung der Feder des Bingham-Kérpers betrigt
eg = 0/E, so daB in Gl. (12) firr € die Teildehnung
€, = € — 0/E einzusetzen ist und damit fiir den linearen
Bingham-Kérper folgt
a+%6=ov+né, g=>oy 13)
Bis auf die additive Konstante oy, die nur einer Trans-
formation des Zeitnullpunktes nach ¢ = oy entspricht,
ist auch diese Differentialgleichung fiir viskoelastisch pla-
stisches Materialverhalten in der allgemeinen Gl. (11) mit
enthalten.

Fiir den Bingham-Kérper wird neben der linearen Form
eine nichtlineare Variante verwendet, indem vom linea-
ren Ansatz Gl. (2) fiir das Newtonsche Element auf den
Arrhenius-Ansatz iibergegangen wird

€ = &, exp (Va/kT) (14)
Dieser Ansatz enthilt neben der Boltzmannkonstante k
und der Temperatur T mit é; und V zwei Materialkon-
stanten statt nur einer wie im linearen Fall. Bereits diese
Tatsache lifit eine bessere Anpassung an experimentelle
Ergebnisse erwarten. Die Bedeutung der Konstanten
folgt aus der Ratentheorie der thermisch aktivierten Be-
wegung von mikroskopischen Strukturelementen im
Gradienten eines mechanischen Spannungsfeldes [5]. Der
Vorfaktor €, ist wesentlich durch die Zahl der bewegli-
chen Struktureinheiten bestimmt, wihrend das Aktivie-
rungsvolumen V ein MaB fiir die geometrische Ausdeh-
nung derjenigen mikroskopischen Objekte darstellt, die
die Bewegung der Struktureinheiten kontrollieren.

Die Differentialgleichung des nichtlinearen Bingham-
Kérpers lautet:

€= ¢ exp[V(o—0oy)/kT]-06/E, 0=>0y (15)

4. Spannungsrelaxation

Der Spannungsrelaxationsversuch ist definiert durch die
Vorgabe eines Dehnungswertes €, als Sprungfunktion
zur Zeit t =0, der von einem Spannungssprung auf den
Wert 0, begleitet ist. Fiir t > 0 wird die Abnahme der
Spannung o (t) auf den Wert 0co bei festgehaltener Deh-
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nung €, = const. verfolgt. Das liefert die Dehnungsge-
schwindigkeit € = 0 und filhrt zu einer Reduktion der
allgemeinen Differentialgleichung (11) auf drei Terme,
so daB z. B. fiir viskoelastische Stoffe die Materialkon-
stante B; im Relaxationsversuch prinzipiell nicht be-
stimmt werden kann. Dies ist ein grundsitzlicher Nach-
teil des Relaxationsversuches, der in der Literatur viel-
fach iibersehen wird. In der fiir Relaxationsversuche ty-
pischen Schreibweise lautet die Differentialgleichung fiir
die hier behandelten viskoelastischen plastischen Modell-
korper mit Ausnahme des nichtlinearen Bingham-Kor-

pers

0+ TR 0 = 0o (16)
Dabei ist die Relaxationszeit 7 identisch mit der Mate-
rialkonstante A und der Spannungsendwert 0co nimmt
fiir die verschiedenen Modellksrper folgende Werte an:

o, fiir K-Kérper

TR=A1; 0O = B, €, fiir Zp;- und Zg -Kérper

oy fiir B-Kérper, 0> oy

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (16)
lautet:

0(t) = (0 — ee) exp (—t/7g) + 0un 17)
Fiir den nichtlinearen Bingham-Kérper ergibt sich als Lo-
sung fiir die relaxierende Spannung

a(t) =,oo—'—‘VI ln(1+£-) (18)
mit ¢ ={ E¢, kz,fexp[%(ao ._av)]} -1

Die weitgehende Ubereinstimmung der durch die Gln.
(17) und (18) gegebenen funktionalen Verliufe der re-
laxierenden Spannung ist aus einer Potenzreihenentwick-
lung der exp- und In-Funktion zu erkennen. In [4] wurde
explizit an einem numerischen Beispiel gezeigt, dab der
durch Gl. (17) gegebene Spannungs-Zeit-Verlauf bis zu
einer Abnahme der relaxierenden Spannung auf 0,1 g,
im Rahmen der Mefigenauigkeit durch Gl. (18) darge-
stellt werden kann. Es ergibt sich somit fiir rheologische
Untersuchungen mit dem Spannungsrelaxationsversuch:
die schwerwiegende Problematik, daf keine Entschei-
dung dariiber getroffen werden kann, durch welchen der
hier behandelten Zwei- bzw. Dreielementekorper das
Materialverhalten fester Stoffe darzustellen ist. Einzig
der Kelvin-Kérper zeigt ein spezifisches Verhalten, da.
dessen Relaxationsvermdgen entsprechend Gl. (16 a) we-
gen Ooo = 0, Null ist. Alle anderen Modellkorper haben
ein endliches Relaxationsvermogen (0, — 0co) > 0. Diese
Gleichwertigkeit der Modellkérper im Relaxationsver-
such (und auch im Kriechversuch [4]) ist ursichlich da-
mit verbunden, daf durch die Versuchsbedingungen der
Spannungsrelaxation ein Materialparameter unbestimmt
bleibt. Dieser Nachteil kann bei der Durchfihrung von
Geschwindigkeitswechselversuchen vermieden werden,
die im folgenden behandelt werden sollen.

(16 a)



5. Geschwindigkeitswechselversuche

Geschwindigkeitswechselversuche werden bisher bevor-
zugt fiir die Untersuchung der Dehnungsratenempfind-
lichkeit kristalliner plastischer Werkstoffe eingesetzt,
weil sie in diesem Fall im Gegensatz zum Relaxationsver-
such zu praktisch auswertbaren Ergebnissen fiihren. Dies
soll hier zunichst am Beispiel des linearen und nicht-
linearen Bingham-Kéorpers verdeutlicht werden.

Geschwindigkeitswechselversuche basieren auf Verfor-
mungsversuchen mit konstanter Dehnungsgeschwindig-
keit €; fiir die Probe, wodurch folgende Versuchspara-
meter festgelegt sind:
€= &t €=¢ = const.,, €=0 (19)
Damit lautet die Differentialgleichung (13) fiir den line-
aren Bingham-Kérper:
g—0
G+ V-Eg (20)
R

wobei die Relaxationszeit 7p = n/E analog zum Relaxa-
tionsexperiment eingefiihrt wurde. Durch Integration
und mit der Anfangshedingung o (t=0) = oy folgt fiir
die Zeitabhiingigkeit der Gesamtspannung o (t):

o(t) = oy +Erp & (1—e~''R) (1)

Wegen der Fliefbedingung 0 2 oy setzt die FlieBspan-
nung (0 — 0y) notwendigerweise bei o (t=0) = oy ein.
Desweiteren ist bei t = 0 die Zunahme von o allein durch
die elastischen Eigenschaften des Bingham-Kérpers be-

stimmt
6, = E¢ (222)

wihrend bei t = o die Fliefispannung den konstanten
Endwert 0 erreicht

0= E1p & = 6, 3 (22b)

Durch die drei experimentell bestimmbaren Kenngréfen
Oy, G, und Oc sind die drei Materialparameter oy, E
und 7R des linearen Bingham-K&rpers aus einem Versuch
mit konstanter Verformungsgeschwindigkeit €; vollstiin-
dig bestimmt.

Wie aus den Gl (22 a) und (22b) abzulesen ist, nehmen
die KenngréBen 6, und 0c linear mit €; zu. Dies fithrt zu
dem in Bild 3 (oben) schematisch dargestellten Kurven-
verlauf fiir die beiden Geschwindigkeiten &) und é5 > €.
Ein Wechsel der Verformungsgeschwindigkeit von €&,
auf € (im Bild 3 Punkt A) ist nur eine Moglichkeit, die
Modellparameter zu bestimmen, weil der Anfangsanstieg
wieder durch Gl. (22a) gegeben ist und die Spannungs-
zunahme A0 proportional zur Geschwindigkeitsdiffe-
renz erfolgt, wenn der Wechsel nach Erreichen von 0 =
0o bei der Geschwindigkeit é; erfolgte

Ao = ETR (69— &) (23)

Der Wechsel der Verformungsgeschwindigkeit kann
mehrmals hintereinander durchgefiihrt werden, sollte da-
bei aber immer erst nach Erreichen des Sittigungswer-

kT € ~V.. e | oe
o) = Gv—y—lﬂ{ (1*§)exp kTEeit = (25)
1

t—
/ ém é,_>€.4
PR // AGI(t)
/[ =~
- !/
Gzao/' \2) _ 61
_ — - = A
Grof = /= > = —— - — - — -
T 7~ (1)
©
viskoelast.
0
t —e Bild 3

tes 0o vorgenommen werden, d. h. unter Einhaltung der
Bedingung

At > ‘erzw. A€>TRéi-

Fiir den nichtlinearen Bingham-Kérper ist bei konstanter
Dehnungsgeschwindigkeit die folgende Differentialglei-
chung zu integrieren:

T
/

k‘T (0-oy)] = E¢ (24)

g+ €. Eexpl

Mit der Anfangsbédingtmg o(t=0) = oy wird fiir die
FlieBspannung o (t) erhalten [6]

€

Auch hierbei ist eine Ermittlung der Materialparameter
aus dem Anfangsanstieg G,

0, = E(§—¢) : (26 a)
und dem Sittigungswert 0Ooo der Fliefispannung (0 — oy)
moglich: '

I (26b)

[

Diese Kenngrofien enthalten aber im Unterschied zum
linearen Bingham-Kérper noch den unbekannten Mate-
rialparameter €, der als Vorfaktor in den Ansatz fiir die
nichtlineare Viskositiit eingeht. Hier ist der Geschwindig-
keitswechselversuch eine hilfreiche zusitzliche Versuchs-
variante, um aus dem Spannungszuwachs



AGe =~ In -2 @7)

den Materialparameter Aktivierungsvolumen V auch
ohne Kenntnis des Vorfaktors é, zu erhalten.

Fiir den nichtlinearen Bingham-Kérper hingen 0o und
A 0o logarithmisch von der Geschwindigkeit ab. Dies ist
ursichlich mit dem Exponentialansatz fir die Verfor-
mungsgeschwindigkeit verbunden und gibt die Méglich-
keit zur eindeutigen Unterscheidung des Materialverhal-
tens nach dem linearen oder nichtlinearen Bingham-Kr-
per.

Zur Untersuchung des Verhaltens von viskoelastischen
Feststoffen bei Geschwindigkeitswechselversuchen wird
von der allgemeinen Differentialgleichung (11) ausgegan-
gen. Unter den Bedingungen konstanter Verformungsge-
schwindigkeit €; = const. lautet die Differentialgleichung

g Bo Bl .

d+_A_1=1_iéit+—ATei (28)

Die Integration liefert hier mit der Anfangsbedingung
o (t = 0) = 0 fiir die Fliefspanming o (t):

o(t) = B1-Bo Ay) §(1—e Al +B 6t (29)

Die Lésung besteht aus einem exponentiellen und einem
linearen Term. Durch den linearen Term ist fiir visko-
elastische Modellkorper ein grundsitzlicher Unterschied
zu den plastischen Modellkérpern gegeben, indem kein
konstanter Sittigungswert 0oo bei t = = erreicht wird.

Es kann aber ein dem Sittigungswert analoger Wert 07 oo
bestimmt werden, der durch Elimination des linearen
Terms fiir t > 7 = A; berechnet wird

Ojoo = (Bl - Bo Al) éi (30 a)

Er kann, wie in der schematischen Darstellung Bild 3
(unten) gezeigt ist, durch Extrapolation des linearen An-
teils auf t = 0 gewonnen werden. Die weiteren Bestim-
mungsgrofen zur Ermittlung der Modellparameter A,
B, und B; sind der Anfangsanstieg d,:

(36 b)

und der lineare Anstieg Goo nach Abklingen des exponen-
tiellen Anteiles (t> 1g):

b0 = By & (300)

Fiir den M-Typ des viskoelastischen Standardkérpers ist
die Bedeutung der Bestimmungsgrofien in der Tabelle 2
erfaBit. Diese sind bei Registrierung der Spannung gegen
die Zeit von der Verformungsgeschwindigkeit €; der Pro-
be jeweils linear abhingig, wie dies fiir lineare Modellk6r-
per zu erwarten ist. Bei Registrierung gegen die wahre
Probendehnung (0 = f(€)) sind die Anstiege d o/d € bei
t = 0 bzw. t =  den elastischen Konstanten direkt pro-
portional. .

Geschwindigkeitswechselversuche an viskoelastischen
Stoffen sind nicht so einfach auswertbar, wie bei plasti-
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Tabelle 2

BestimmungsgroBen fiir viskoelastische Stoffe bei Versuchen
mit konstanter Verformungsgeschwindigkeit

(.70 ooo 0]_00
B; .
Aligemein you € By € (B —ByAy) §
1
Zener M-Typ | (Ep+ Ez)él Eqg € E1 TR §

schen Stoffen. Wegen des linearen Termes, dessen An-
stieg 0oo selbst von der Geschwindigkeit abhingig ist, ist
auch die Spannungsdifferenz eine Funktion der Zeit und
damit von der Wahl des Wechselpunktes A abhiingig:

A0() =(0ge0 + Bty — (010t B, 69 (31a)
Hier bietet sich wieder eine Extrapolation auf t = 0 an
Aoo =02°°—Uloo:(B1 —Bo Al) (€2 —Gl) (31b)

der aber keine iiber den Versuch mit konstanter Verfor-
mungsgeschwindigkeit hinausgehende Information lie-
fert.
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