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1. Einleitung
1.1. Zielstellung

Vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zur Ermittlung der
Gebrauchsbeanspruchungen des Giirtels von Radialreifen
leisten. Der Giirtel, bestehend aus mit Gummiplatten ein-
seitig belegtem Cordgewebe, wird beim Abrollvorgang
durch Biegebelastungen beansprucht, dabei kénnen im
Querschnitt Zug- und Stauchverformungen auftreten.
Die Stauchdeformationen sind von besonderer Bedeu-
tung, da sie das Ermiidungsverhalten wesentlich beein-
flussen.

Die Notwendigkeit der Einbeziehung von Schereffekten
_in die Betrachtungen ergibt sich aus den im Giirtel ver-
wendeten Verbundkomponenten mit extrem unter-
schiedlichen Elastizititsmoduln.

Da die Einbeziehung der realen Giirtelstruktur in der
Literatur zur Reifentheorie nicht erfolgte, besteht das
Ziel vorliegender Arbeit in der Aufstellung und Uberprii-
fung geeigneter Berechnungsmodelle zur deformations-
mechanischen Charakterisierung derartiger Schlchtmate-
rialien unter Biegebelastungen.

Es werden ebene Schichtplatten behandelt; das sich als
geeignet erweisende Modell soll in weiterfiihrenden Ar-
beiten zur Verallgemeinerung auf die Torusgeometrie des
Reifens herangezogen werden.

1.2. Das geometrische Modell und physikalische Vor-
aussetzungen

Der Aufbau eines Radialreifens ist in Bild 1 veranschau-
licht. Das Interesse gilt seinem wichtigsten Aufbauele-
ment — dem Giirtel. Dieser besteht aus mehreren (meist
zwei oder vier) Reihen von Verstirkungsfasern, die in
der Gummimatrix eingebettet sind. Fiir diesen realen
Giirtelaufbau wird ein physikalisch-geometrisches Modell
aufgestellt, und zwar ein Verbundsystem, das aus mehre-
ren iibereinanderliegenden Schichten aufgebaut ist. Es
wird zwischen cordverstirkten Schichten (Lagen) und
homogenen Zwischenschichten unterschieden. Eine be-
stimmte Schichtanzahl wird dem Modell nicht zugrunde-
gelegt. Dieser Verbund ist in Plattenebene als homogenes
und senkrecht dazu als heterogenes Kontinuum aufzufas-
sen. Glascord, der als Festigkeitstriger im Giirtel verwen-
det wird, stellt ein Verbundmaterial, bestehend aus Ele-
mentarfiden, Schlichte und Imprégniermittel, dar, er

1) Auszug aus der Dissertation von B. Lauke, Berlin 1979 Il
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wird jedoch in den Betrachtungen als ein homogenes Ma-
terial mit effektiven Eigenschaften behandelt.
Entsprechend einer fundamentalen Arbeit von Hambur-
ger [2] ist bei der Deformation von Corden im Gebiet
von 1 bis 3 % Dehnung rein elastisches Verhalten vor-
handen (Glascord bricht bei einer Dehnung von etwa 3
bis 4 %). Das Spannungs-Dehnungsdiagramm fiir die
meisten Gummiarten ist iiber grofe Bereiche nichtlinear
elastisch (Vgl. Treloar [3]). Fiir kleine Deformationen
tritt jedoch lineares Verhalten auf. Es wird in der ge-
samten Arbeit sowohl fiir die isotropen Schichten aus
Gummi als auch fiir die Lagen linear elastisches Verhal-
ten vorausgesetzt. Die Ermittlung der effektiven elasti-
schen Konstanten der aus Matrix (Gummi) und Verstir-
kungskomponente (Cord) bestehenden Lagen erfolgt auf
der Grundlage von Berechnungsvorschriften der entspre-
chenden Literatur (vgl. [4], [5] bzw. [1]). Dabei wird das
heterogene anisotrope Material der Lagen in ein homoge-
nes anisotropes Material iiberfiihrt (Bild 2).
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Fiir einen derartig aufgebauten Verbund ist die Anwen-
dung der Gleichungen der exakten Elastizititstheorie,
wenn rechentechnisch iiberhaupt méglich, so doch mit
einem betrichtlichen mathematisch-numerischen Auf-



wand verbunden. Dieser resultiert vor allem aus der
Heterogenitiit des Verbundes in Dickenrichtung.

Aus diesem Grunde wird die Anwendung von Niherungs-
methoden erforderlich, die darauf basieren, daf in Plat-
tenebene die Elastizititstheorie exakt erfiillt wird, je-
doch in Richtung der Schichtanordnung entweder fiir
die Verschiebungen oder Spannungen Niherungsansitze
aufgestellt werden. Zur Losung der interessierenden
Randwertprobleme werden dazu in der Arbeit verschie-
dene Modelle, die sich hauptsichlich in der Wahl der An-
sitze unterscheiden, aufgestellt.

1.3. Modellzusammenstellung

Der Ubersichtlichkeit halber wird das Vorgehen bei der
mathematisch-physikalischen Formulierung der Modelle
anhand der in den vorangegangenen Abschnitten be-
schriebenen Grundlagen und Voraussetzungen in Bild 3
zusammengefait. Der Systematisierung liegt eine Dar-
stellung der verwendeten Verschiebungsansitze iiber den
Querschnitt des Verbundes zugrunde. In diesen Ansitzen
konnen durch die Wahl verschiedener Freiheitsgrade
neben den Normalverschiebungen auch Schereffekte be-
riicksichtigt werden.

Die Beriicksichtigung von Schereffekten wurde zunichst
durch die Einfiihrung von mittleren Scherdeformationen
im Sinne von zusitzlichen Rotationen einer durch Biege-
belastungen gedrehten Normalen zur Mittelfliche er-
reicht. Dabei wird jedoch dem Schichtaufbau geome-
trisch wie materialmifig nicht Rechnung getragen. Eine
Verbesserung der Verschiebungsberechnung, ausgehend
von diesem Niveau, kann durch die Ausnutzung der rela-
tiv genauen Kenntnis der lokalen (auf die Schicht (k)
bezogenen) transversalen Scherspannungen erreicht wer-
den.

Andererseits kann durch eine Modifizierung dieser Scher-
deformationstheorie eine Beriicksichtigung lokaler Scher-
effekte bereits in den Ausgangsgleichungen erfolgen. Ein
anschlieBender 2. Iterationsschritt, der auf der Kenntnis
dieser lokalen Grofien basiert, erlaubt eine exaktere Be-
rechnung.

Ein Ubergang zwischen Scherdeformationstheorie und
Mikrostrukturtheorie wird durch die Vereinigung von
Scherdeformationstheorie und Sandwichtheorie herge-

A) SCHERDEFORMATIONSTHEORIE (SOT)

T) VEREINIGUNE VON SCHERDEFORMATIONSTHEORIE
UMD SANDWICHTHEORIE

stellt. Dabei wird ein Verbund betrachtet, der aus zwei
Deckschichten, welche ihrerseits Schichtverbunde dar-
stellen, und einem Kern besteht. (vgl. [1])

Eine exaktere Beschreibung des Verformungszustandes
wird durch die Einfihrung von Freiheitsgraden beziig-
lich der Verschiebungen und Rotationen in jeder Schicht
mittels der sogenannten Mikrostrukturtheorie (MST) an-
gestrebt.

2. Zusammenhang zwischen Spannungen und
Deformationen

Die Lagen, die aus Matrixmaterial und unendlichen
Fasern als Verstirkungsmaterial bestehen, weisen bezo-
gen auf das Koordinatensystem parallel bzw. senkrecht
zu den Fasern orthotrope Symmetrie auf. Wird der Span-
nungszustand auf ein dazu um den Winkel (®) gedrehtes
System (parallel bzw. senkrecht zu den Plattenrindern)
betrachtet, tritt allgemeine Orthotropie auf.

In der Voigtschen Schreibweise gilt als Hookesches Ge-
setz in bezug auf das Koordinatensystem der Fasern:

Oi = C €: i,j = 1,2,3,6

@2.1)
T = Cu'yj 11] = 4"5

Wird die Beziehung fiir 03 nach €3 aufgelost und an-
schlieBend wieder eingesetzt, erhilt man:

C.

0 = Q¢ * %"3 ij = 1,26 22
Ti = Ci] 'Yj i,j = 4‘,5

mit

Qi = C S ¢ (2.3)
i =Y T Cyy 3 -

In dieser Form sind die Deformationen €, eliminiert, je-
doch nicht Null gesetzt.

Mit den Beziehungen (2.1) und (2.2) stehen zwei Be-
schreibungsméglichkeiten des Zusammenhangs zwischen
Spannungen und Deformationen zur Verfiigung. Die Dar-
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Modellzusammenstellung
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stellung (2.2) erweist sich als sehr brauchbar, wenn man
einen ebenen Spannungszustand betrachtet, d. h. wenn

hf g,dz = 0 2.4)
gilt.

Das Hookesche Gesetz lautet dann:

0; = Ql] €j 17] = 1a2a6 (2.5)
Ti = Cu 'YJ l,] = 4, 5

Wird jedoch ein ebener Deformationszustand vorausge-
setzt:

€ =0 (2.6)
erhilt man aus (2.1)
Oi = Cl] ej l,j = ]., 2,6

2.7
T = Clj 'y] l,] = 4|, 5

Ein Vergleich der Beziehungen (2.2) und (2.5) zeigt den
Unterschied fiir den ebenen Spannungszustand und den
ebenen Deformationszustand.

In der Arbeit von Wang, Chou [6] wurde ein Vergleich
beider Modelle gegeniiber der exakten elastischen Losung
vorgenommen. Dabei wurden Plattenverbunde unter spe-
ziellen Randbedingungen unter Biegebelastungen (ohne
Beriicksichtigung von Schereffekten) untersucht. Es
wurde festgestellt, daB in diesen Fillen die Annahme der
verschwindenden mittleren Spannungen (2.4) die bessere
Ubereinstimmung mit der exakten Losung liefert. Da
sich die vorliegende Arbeit vorwiegend mit Biegebela-
stungen beschiftigt, wird deshalb der ebene Spannungs-
zustand vorausgesetzt. Die Steifigkeiten Qij hingen in
folgender Weise mit den elastischen Konstanten zusam-
men:

Q11 = Enn /(A —v1gvg1), Qa2 = Egg /(1 —v13v9)
Q12 = 721 E11/(1=v12791), Q66 = G12, Q16 = Q26 =0

Wird der Spannungszustand relativ zu dem Koordinaten-
system der Plattenriinder betrachtet gilt:

r_"-1- r—éll Q12 616 €

02 = 612 Q22 Q26 €2

% | | Q16 Q26 Q66| | €6

- - (2.8)
FT41 E44 E4.5 74

Ts —(34,5 E55 7s

Der Querstrich bedeutet die Abhingigkeit von © infolge
der Rotation des Koordinatensystems. Die Transforma-
tionsformeln sind in den Arbeiten [7] bzw. [8] zu
finden.
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3. Scherdeformationstheorie (SDT)
3.1. Verbundaufbau

Es wird ein Plattenverbund mit der Dicke h betrachtet,
der aus n Schichten besteht. Das MaB hy bezeichnet den
Abstand einer Schicht k zur Mittelfliche (z = 0). Es wer-
den i. allg. Schichten mit beliebiger Dicke und beliebigen
elastischen Eigenschaften betrachtet.

Die Lingen der Verbundplatten in x und y-Richtung
werden mit a bzw. b bezeichnet. Das Verhiltnis s = a/h
dient als MaB zur Beurteilung der relativen Dicke des
Verbundes.

3.2.  Aufstellung der Grundgleichungen

Bei der Behandlung des Biegeverhaltens der hier betrach-
teten Verbunde liefern die Arbeiten [9] und [10] die
Grundlagen fiir das methodische Vorgehen in diesem Ab-
schnitt.

Es wird von folgenden Voraussetzungen ausgegangen:

1. linearer Verschiebungsansatz iiber den Verbundquer-
schnitt;

2. ebene Querschnitte vor der Deformation, die normal
zur Mittelfliche (x, y) sind, bleiben auch nach der
Deformation eben, aber nicht normal zur Mittelfli-
che;

3. Annahme eines ebenen Spannungszustandes, d. h. die
Normalspannung o0, ist vernachlissigbar gegeniiber
den Spannungen o, 0y, Oxy

Durch die Annahme 2. wird die Einbeziehung von mitt-
leren Scherdeformationen v, die entsprechend Bild 3 de-
finiert sind, méglich. Die Annahme 3. stellt eine iibliche
Vereinfachung in der Plattentheorie dar (vgl. Ambar-
cumjan [11]).

Ausgangspunkt der Ableitung ist die Aufstellung der
Verschiebungsansiitze:

u(xy 2t = w0y, +zdy(xy.Y
VO (x,y,t) +z II/Y (x,y,t)

w(x,y,2z,t) = wo(x,y,t)

1

v(X,y,2,t) 3.1)

wobei u, v, w die Verschiebungen in den Koordinaten-
richtungen x, y, z bedeuten; u®, v°, w® sind die entspre-
chenden Komponenten in der Mittelfliche (z = o); Yy,
tl/y sind die Rotationen eines beliebigen Querschnitts,
tist die Zeitvariable.

Zusitzlich zu den Annahmen 1., 2. und 3. wird durch
(3.1) folgendes vorausgesetzt: Die Verschiebungen in
Richtung der z-Achse (w) setzen sich u. a. aus den Ver-
schiebungen der Mittelfliiche (w®) und der Lingeninde-
rung der jeweiligen Normalen zusammen. Es wird jedoch
vorausgesetzt, dafi diese Lingeninderung klein im Ver-
gleich zu w® ist und die Ausbiegung eines beliebigen
Punktes im Korper somit gleich der Ausbiegung der
Mittelfliche ist.

Da geometrische Linearitit vorausgesetzt wird, gilt fiir
die Deformationen:



€1 € = Uy , €€ =V,

€6 = Exy = Wy tVx =712 (3.2)
€5 = 75 = Txz = Wix t Uy €47 =Yyz = Wiy TV
Werden die Ansitze (3.1) eingesetzt, erhilt man mittels

(2.8) nach Integration iiber z folgende Beziehungen fiir
die Krifte und Momente:

N A Bl €
3.3)
M B D K
h/2
. - (k)
mit (A.u, BU’ DU) —_{1/2 Qlj (1, z, 22) dz,
N ) }}/2 (1,2z)dz, 1,j=1,2,6
i) = o; (1, y L)= 1, 4,
( i Ml 2 i z)dz, i,j
bzw. Q4 -k A44 A45 ‘)‘4 (34)
Qs Ags Ass | |75
. h/2 ~(k) h/2 .
mit Aij __1{/2 Cij dz , Qi:_{,/z rdz i,j=4,5

wobei k einen Scherkorrekturfaktor darstellt, der nihe-
rungsweise beriicksichtigt, daf die Querschnitte nach
der Deformation nicht eben bleiben.

Aus den Gleichgewichtsbedingungen (div 0 = 0) erhilt -

man nach Integration und Einsetzen von (3.3) und (3.4)
nach Ausfihrung der Differentationen ein partielles
DGL-System zur Bestinmung der unbekannten Funk-
tionen u®, v°, w°, Y, und \,’/y.

Es miissen folgende Rand- und Anfangsbedingungen, die
aus der Variation der potentiellen Energie des Verbundes
gewonnen werden kénnen, erfiillt sein:

L. Die Funktionen u,, u;, w°, ¥, ¥; und deren Zeitab-
leitungen im gesamten Verbund

2. entlang der Rénder ein Wert jedes der Paare 3.5)
uy, Nps g, Nnt; W, Qns ¥n, Mp; wt’ My

3. An den Rindern z = + h/2 entweder die Belastung q
oder die Durchbiegung w,

wobei sich die Indizes n und t auf die normale bzw. tan-
gentiale Richtung zu den Plattenriindern beziehen.

Nach Lésung dieses Randwertproblems bei Kenntnis der
gesuchten Funktionen, erhilt man entsprechend der An-
sitze eine lineare Verteilung der Verformungen bzw.
Spannungen iiber den Querschnitt des Verbundes. Dies
kann nur eine erste Niherung der tatsichlichen Vertei-
lung darstellen, da die Schichten unterschiedliche geo-
metrische als auch physikalische (elastische Konstanten)
Groben aufweisen. In der Arbeit [10] wurde nachgewie-
sen, dafi durch die Einbeziehung von Schereffekten eine
gute Beschreibung der Durchbiegungsfunktion erzielt
wird. Andererseits wurde jedoch gezeigt, daf durch die
Einbeziehung von Scherdeformationen keine Verbesse-
rung der Spannungsermittlung fiir 0, , 0, und 0, gegen-

y
iiber der klassischen Theorie (ohne Schereffekte) erreicht

werden kann. In dem Beitrag [12] wurde berechnet, daf
die SDT gute Losungen fiir die transversalen Scherspan-
nungen (7y,, Ty,), die man aus den lokalen Gleichge-
wichtsbedingungen erhiilt, liefert.

Dieser Sachverhalt bildet den Ausgangspunkt fiir die
Verbesserung der Spannungs- und Verschiebungsberech-
nung entsprechend der Arbeit [13]. Im folgenden Kap.
soll diese Methode ausgearbeitet und angewandt werden.

3.3. Verformungsberechnung

Zunichst werden die transversalen Scherspannungen in
der k-ten Schicht berechnet. Aus den Gleichgewichtsbe-
dingungen (div o = 0) folgt:

k Z
A AR R CFAv
he 1 :
o . (36)
Tow = = (@t Tyy )0 dz + €O
hy_

Die Integrationskonstanten C (&) ynd €, ®) werden aus
den Stetigkeitsbedingungen an den Grenzflichen und
den Forderungen verschwindender Scherspannungen an
den Rindern bestimmt.

Werden anschlieiend die Spannungen entsprechend (2.8)
eingesetzt, erhilt man nach der Integration:

W =0, 0

Xz
(3.7)

k) _ &), (k) k) 2

Ty —b0 +b1 z+b2 z

he 1 h

i =_ ' : k), k-1 (k)

mit ag !{O (aj +zag)dz+hy_, a 5 %
3.8)

al(k) - afl(k) ’ az(k) - _ aé(k) /2

Die Koeffizienten b; ergeben sich durch Ersetzen von aj
durch b (i = 0,1,2), die Koeffizienten a; sind im An-
hang (A 1) definiert.

Ausgehend von der Kenntnis dieser lokalen Scherspan-
nungen erfolgt die Erweiterung der bisherigen Theorie.
Wird die Beziehung fiir die Scherspannungen (2.8) nach
den Deformationen aufgelést, bekommt man nach Ein-
setzen von (3.7) ein lokales Scherdeformationsfeld:

L0 50,6
1 i) J
Dieses steht jedoch nicht mehr in Korrelation zu den
gleichformig iiber die Dicke verteilten Verschiebungs-
feld. Es liBt sich jedoch daraus ein lokales Verschie-
bungsfeld konstruieren, wodurch die Variation von
Schicht zu Schicht beriicksichtigt wird. Die lokalen

Verschiebungen berechnen sich aus

(0 T S - &, o
Xz 'z ’ yz \Z M

S;=Icy17t ij=4,5 (3.9)

7 z 5 7

zZ \ -
worms u® = [ (v B _we ndrc® 310
he g

z ,
W =y B weyyda o
by ¥
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folgt. Die Integrationskonstanten werden aus den Stetig-
keitsbedingungen an den Grenzflichen und den Bedin-
gungen (u(z = o) = u®, v(z = o) = v°) bestimmt. Wer-
den die Scherdeformationen eingesetzt, ergibt sich:

Wk = @, &, k)2, K),3
[ 1 2 3
3.11
o -1 2 3
: (k) = hk_l —C + C + 2C
mit e’ = ‘{ (Co +2Cq +2= Cy) dz +

3

2
— h
w — (b _; Co(k) ¥ ,h_];:l Cl(k) + k_3‘]:_ Cz(k))

(3.12)
k) _¢ & k) k) _ o~ k)
A —Co —Co —wl.x, e, —C1 /12,

e =c W3,

Die f( ) sind Ic(:nt;sprechend der e( ) definiert, die C;
bzw. die zu £ gehorigen Konstanten d; sind im An

hang (A 2) aufgeschneben

Die in (3.11) erhaltenen modifizierten Verschiebungen
stellen die zu den lokalen Scherdeformationen (3.9) ge-
horigen lokalen Normalverschiebungen dar.

Ausgehend von (3.11) kann man modifizierte Deforma-
tionen berechnen:

ex(k) - “(:2 ’ e}’(k) N V(f‘})’ » Txy T u’y(k) * v’x(k) (3-13)

Das Ziel, die Verbesserung der Deformations- und Span-
nungsberechnung, ist somit erreicht. Wird (3.13) in (2.8)
eingesetzt, bekommt man unter Verwendung von (3.11)

[0 = [F, 100 + [Fy 10 + [Fy 10022 + [F3 1023 (3.14)

wobei

(7100 = [QI) [E;1®), [EIMT = [e; £, 1, (e y i x)]
i=1,2,3

bedeuten. (3.15)

Anhand der gefundenen Beziehung (3.14) wird deutlich,
daf die Spannungen 0y, 0, und 0, nicht mehr linear
innerhalb einer Schicht (kg varueren, sondern daB sie
eine kubische Abhiingigkeit aufweisen. Die Anwendung
der hier erhaltenen allgemeinen Ergebnisse erfolgt in
Abschn. 5.

4. Modifizierte Scherdeformationstheorie
(MSDT)

4.1. Mingel der Scherdeformationstheorie

Die Scherdeformationstheorie in der bisher dargelegten
Form weist einige Mingel in bezug auf die Erfilllung der
Forderungen der Elastizititstheorie auf. Es wird der Ver-
such unternommen, eine verbesserte Theorie abzuleiten,
in der einerseits diese Miingel beseitigt sind und anderer-
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seits lokale Effekte beziiglich der Scherdeformationen
von vornherein beriicksichtigt werden sollen.

Aus der Elastizititstheorie ist bekannt, daB an den
Grenzflichen eines Schichtverbundes, bestehend aus n
Schichten, folgende Bedingungen erfiillt sein miissen:

0B =y (kD) i= 1,2,3;k=1...n-1 (41)

1 1

o® = oD - 345 k=1...0-1 42
Aus der Kontinuitit der Verschiebungen (4.1) folgt die
Kontinuitiit der Deformationen

M) = D)
1 1

i= 1,2,6;k=1...n-1 (43)

Auf Grund der Schichtstruktur des Verbundes gilt i. allg.
fiir die Steifigkeiten

c® % &+ (4.4)
ij ij

(Im gesamten Abschn. soll unter den Indizes i und j stets
i, j = 4,5 verstanden werden).

Daraus folgt mit (2.8):
Ti(k) #* Ti(k+1) 4.5)

Des weiteren werden die Randbedingungen
7;(z=+h/2)=0 (4.6)

durch die linearen Ansitze nicht erfiillt. Eine Moglich-
keit die hier aufgezeigten Schwierigkeiten zu beheben,
soll im Folgenden dargestellt werden.

4.2. Aufstellung der Grundgleichungen

Die Voraussetzungen beziiglich der Verschiebungen und
Spannungen werden entsprechend den Punkten 1), 2)
und 3) aus Kap. 3.2. beibehalten. Ausgangspunkt ist die
Annahme, da6 nicht die Scherdeformationen von vorn-
herein durch einen bestimmten Ansatz gegeben sein sol-
len, sondern die Scherspannungen. Die zweite Gleichung
von (2.8) wird in folgender Form aufgeschrieben:

k) _ gk
AR Sij T 4.7

Die iibrigen Beziehungen des Hookschen Gesetzes und
die Verschiebungsansitze (3.1) werden beibehalten.

Die nichste Aufgabe besteht in der Aufstellung eines
geeigneten Ansatzes fiir die Scherspannungen.

Es wird eine parabelférmige Verteilung iiber den Quer-
schnitt angenommen. Fiir heterogene Schichtverbunde
wurde diese Niherung in der Schertheorie von Ambar-
cumjan [11] mit Erfolg angewandt.

Die Scherspannungen werden wie folgt dargestellt:
7,(2) = £(2) rj° (4.8)

wobei fiir f(z) eine parabelférmige Verteilung angenom-
men wird.

f(z) =1 — 4 (z/h)? (4.9)



Tjo ist der Maximalwert bei z = o.

Durch diesen Ansatz werden die Randbedingungen und
Stetigkeitsbedingungen fiir die Scherspannungen erfiillt
und keine Bedingung fiir die Deformationen wird ver-
letzt.

Mit der Definition von mittleren Scherdeformationen

h/2
l J 7.(k) dz

A —_
7&.— h —h/2 1

(4.10)

und die Integration von (4.7) iiber z, wobei der Ansatz
(4.8) eingesetzt wird, erhilt man:

o_a B2 -1
=% [_fh 2 Sij f(z) dz] (4.11)

Wird diese Beziehung in den Zusammenhang von Quer-

kriften und Scherspannungen
22,0
Q; 3 h T (4.12)
eingesetzt, ergibt sich:
Q; = A (4.13)

Loa 2001 B2 o _
mit Aj = zhlp I 5, £ aa™!

Ein Vergleich der Darstellung der Querkrifte (4.13) mit
der analogen Beziehung (3.4) zeigt formale Ubereinstim-
mung, jedoch sind die Matrixelemente unterschiedlich
definiert. Auf die Einfilhrung eines Scherkorrekturfak-
tors wird hier in der Hoffnung verzichtet, daé durch die
Verbesserung der Grundgleichungen bereits gute Uber-
einstimmung mit der exakten elastischen Losung erreicht
wird. Die formale Ubereinstimmung des gesamten For-
malismus erweist sich als giinstig, da die weitere Behand-
lung, die zur Loésung des zugehdrigen DGL-Systems
fiihrt, wie bisher erfolgen kann (vgl. Abschnitt 3).

Da an Stelle der Aj; jetzt die Aj; als Koeffizienten in die
Gleichgewichtsbedingungen bzw. das DGL-System ein-
gehen, werden auch die Losungen entsprechend modifi-
ziert.

4.3. Verschiebungen, Deformationen, Spannungen

Mittels der im vorangehenden Kapitel hergeleiteten Be-
ziehungen ist die Berechnung der Verschiebungen und
Spannungen méglich, jedoch erhilt man entsprechend
der Ansitze nur lineare Verteilungen iiber den Quer-
schnitt. Eine Weiterfiihrung der modifizierten Theorie
erlaubt eine verbesserte Berechnung der Normalverfor-
mungen bzw. Spannungen. Das methodische Herange-
hen erfolgt analog der Darstellung in Kap. 3.3. Anhand
der Formel (4.7) wird deutlich, dafi im Schichtverbund
eine diskontinuierliche Verteilung der Scherdeformatio-
nen v, auftritt, da 7;(z) entsprechend (4.8) stetig ist,
jedoclll i. allg.
5,8 =5k gilt. (4.14)
Diese Verteilung libt sich mit der Kenntnis der Funk-
tionen u®, v°, w°, ¥, und 1I/y nach Lésung des DGL-
Systems wie folgt berechnen.

Wird in die Beziehung (4.7) die Scherspannung 7;(2)
entsprechend (4.8) unter Beriicksichtigung von (4.12)
und (4.13) eingesetat, ergibt sich:

T 3 , o

150 S -4 Ap Ky ik = 45 @15)
Da die mittleren Scherdeformationen bekannt sind, er-
hillt man durch diese Gleichung das lokale Scherdefor-
mationsfeld.

Mittels der Definition eines lokalen Verschiebungsfeldes

® _., &
Wy T yxz - wo’x
(die Ableitung fiir v(K) erfolgt analog)

erhilt man nach Integration iiber z:

u(k) = ; (7xz(k) _ wo’x) dz + Cl(k)

4.16
Jure (4.16)

Die Bestimmung der Integrationskonstanten erfolgt wie-
derum durch die Erfiillung der Stetigkeitsbedingungen an
den Grenzflichen der Schichten und der Forderung
u(z =o0)=uC k) ist im Anhang (A 3) als Rekursions-

-formel angegeben.

Werden die Scherdeformationen in (4.16) eingesetzt, er-
hilt man das Verschiebungsfeld in folgender Form:

(3 N, (k).+e ), , ea )3
o 1 3

(4.17)

Die Koeffizienten e; und f; sind im Anhang (A 4) defi-
niert. Der Vergleich zu den Ergebnissen in Kap. 3.3.
zeigt, daB hier keine Terme proportional zu z2 auftre-
ten, jedoch ist auch eine kubische Abhingigkeit zu ver-
zeichnen. Die Definition der jeweiligen Koeffizienten in
den Verschiebungsfunktionen (3.12) bzw. (A.4) zeigt,
daf die letzteren mit wesentlich geringerem mathemati-
schen Aufwand berechnet werden konnen, da die Inte-
grationen auf Grund der Stetigkeitsbedingungen nur ein-
mal auftreten, d. h. fiir die Verschiebungsfunktionen. In
der urspriinglichen Scherdeformationstheorie miissen
hingegen zusitzlich die Gleichgewichtsbedingungen inte-
griert werden.

V(k) = fo(k) + fl(k)z + fs(k)z3

Die modifizierten Deformationen berechnen sich analog
zu den Beziehungen (3.13). Werden diese unter Beriick-
sichtigung der Verschiebungen (4.17) in (2.8) eingesetzt,
erhilt man folgenden Ausdruck fiir die Spannungen (o,
Oy, Oxy):

[01®) = [F, 10 + [F; 10 + [F4 10);3
mit [F;]® = [Q] [E]®

T
(B0 =g, £y, (ey+£,0] i=0,1,3

4.18)
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5. Anwendung der SDT und MSDT zur Ver-
formungsbherechnung und Vergleich der
Theorien

5.1. Verbundaufbau und Lésungsverfahren

Die allgemeinen Ergebnisse der vorangehenden Abschnit-
te werden zur Verformungsberechnung einiger spezieller
Randwertaufgaben herangezogen. Es wird entsprechend
dem Aufbau des Radialreifengiirtels ein zur Mittelebene
antisymmetrischer Schichtaufbau gewihlt. Es werden
drei verschiedene Aufbauvarianten untersucht: ein Ver-
bund aus zwei Lagen, ein Verbund mit zwei Lagen und
einer Zwischenschicht und ein Verbund mit vier Lagen
und drei Zwischenschichten.

Als Randbedingung wird die einfache Unterstiitzung ge-
wiihlt:

Xx=o,a: w°=u°=Mx=ny=1lly=0
(5.1)
y=o,b: w°=v°=My=ny=¢lx=0

Die Losung der aus den Gleichgewichtsbedingungen
(div o = 0) folgenden DGL-Systems (vgl. [1]) erfolgt mit-
tels Fourieransiitzen fiir die gesuchten Funktionen und
die Belastung. Durch FEinsetzen dieser Ansitze in das
DGL-System ergibt sich ein algebraisches Gleichungs-
system, welches auf der Rechenanlage BESM-6 gelost
wurde. Einige Ergebnisse seien im folgenden zusammen-

gefaBt.
5.2. Auswertung

Sofern in den Bildern nichts gegenteiliges angegeben ist,
wurde mit Glascord als Verstirkungsmaterial gerechnet.

Tabelle 1
Materialkonstanten

E G K v

Stahlcord 18000 6923 15000 0,3

Glascord 7000 2692 5833 0,3
Viskosecord 750 288 625 0,3
Gummi 1 0,34 16,66 0,49

E - Elastizititsmodul
G — Schermodul

V — Querkontraktion

(E, G, K) in kp/mm?

Als Belastung wurde eine gleichférmige Flichenlast an-
genommen. Die GroBen wurden wie folgt normiert:

a  woh3Eg A - uw Em
W= —== = )
‘Iob4 Qo 2
A _ wEm A w° h3 Em
v = ) ey —
% 2 qo b*

A =(X Yz 5.2
*y,2) = G opop) (5-2)
A A V;Em @, Em

‘I/"q)' :( - ) )7

(¥, ®;) % %

Ao wo,xEm a hL

w = , R:._’ aL:———

X 9o b h

h; : Lagendicke, Em: E-Modul der Matrix

Als Elastizititsmoduln wurden die in Tabelle 1 angege-
benen Werte gewihlt.

Zunichst wurde die Abhingigkeit der Durchbiegung vom
Verhiltnis s = a/h mittels beider Theorien berechnet
(Bild 4). Dabei wird deutlich, daf die Losung der MSDT
gegeniiber der SDT zu hoheren Werten abweicht. Eine
Verbesserung des SDT-Modells durch Beriicksichtigung
eines Scherkorrekturfaktors (K = 72/12) zeigt eine An-
niherung zur Losung der MSDT. Diese Tatsache lift die
Schlubfolgerung zu, da die MSDT infolge der Beriick-
sichtigung lokaler Schereffekte besser mit der exakten
elastischen Lésung iibereinstimmt.

Die Abhingigkeit der Verschiebungen und Deformatio-
nen von s = a/h ist in Bild 5 dargestellt. Dabei zeigt sich,
daB mit wachsender Dicke die Verschiebungen bzw. De-
formationen beachtlich von der linearen Verteilung iiber
den Querschnitt abweichen. Erst in einer GréBenord-
nung von s > 50 werden die Losungen entsprechend der
linearen Ansitze brauchbar.

Ein Vergleich der MSDT und SDT fiir die Verschiebun-
gen ist in Bild 6 zu finden. Mit wachsender relativer
Linge (s) des Verbundes tritt eine Anniherung der Lo-
sungen ein. Fiir kleine s weicht die Losung der MSDT

K — Kompressionsmodul stirker vom linearen Verhalten ab.
e o
| .-
1A
|
| 51
\
20 4
31
0 2 f Bild 4
Vergleich der Durchbiegung und Eigenfrequenz
fiir die SDT und MSDT
1 -
6-20° R-2
a,~ 05
0 0 s 50 W S



H Bild 5

@-25°
i - 250 Abhingigkeit der Verschiebungen bzw.
Ao Deformationen von s = a/h
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Bild 6
Vergleich der MSDT und SDT fiir Verschiebungen : — T —
und Deformationen a1 02 G (Va, W) 05 1 G %)
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Rl Bild 7
Abhingigkeit vom Faserbettungswinkel (©)
Die Abhingigkeit der Verschiebungen und Deformatio- effekt das Auftreten von Mittelflichenverschiebnngen.
nen vom Faserbettungswinkel (©) ist in Bild 7 darge- _Die Grofie der Maxima und Minima ist neben den Koor-
stellt. Es wird zunichst deutlich, daf die Mittelflichen- dinaten des betrachteten Punktes von den geometri-
verschiebungen bzw. -deformationen fiir die Winkel © = schen Groben abhingig. Im Falle R = 1 gilt fiir symmetri-
0°/90° verschwinden. Die Ursache liegt darin begriindet, sche Punkte wie x = 1/4, y = 1/4 die Beziehung 1(0) =
daB fiir diese Werte die Kopplungskoeffizienten Byg, (90 ©).

By Null sind. Dadurch werden die Gleichungen, die mit
der Biegung bzw. mit Normaleffekten zusammenhingen,
im DGL-System (vgl. [1], (4.35)) entkoppelt. Auf Grund
der Belastungsfunktionen sind also nur die mit der Bie-
gung zusammenhingenden Funktionen ungleich Null.
Fiir alle anderen Winkelwerte bewirkt der Kopplungs-



Anhang

a1 = Qq1 vy +2Qs6 uo’xy *+ Qg6 uo’yy + Q16 ¥xx *(Qe6 * Q12) "o’xy + Q26 Voyy

(A1)

ag = Q11 lI’x,xx+ 2Q56 wx,_xy *+ Q66 ‘l’x,yy + Ql6 wy,xx + (666 + 612) wy,xy + 626 \l’y,yy

c.®)

i

a®

i

k
855 ai(k) + 845 bl( )

i=0,1,2

k

Cl(k) = Ak-1) (z=hg_q) + Cl(k—l)

mit

(k)

(k)

‘1

c ®

o

£ (k)
i

AG) :hf (5% 3 AL £(2) (Woug + ¥i) — wO,) dz

- 55 2h

- ?- K(k) dz
hy 4

M1 = ()
= of €, +Ca 22 dz—(Cny_,
= C (k),

o

e3(k) - C2(k)/3

3
2h

— analog
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