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Die Lésung des Systems simultaner partieller Differentialgleichungen
zur statischen Analyse konstruktiv orthotroper Faltwerkselemente

Dipl.-Ing. Andreas Reichelt, Dipl.-Ing. Carsten Lindorf
0. Einleitung

Trotz vielfiltiger Berechnungsverfahren bleibt auch ge-
genwiirtig die statische Analyse versteifter ebener Fli-
chentragwerke nicht problemlos. Die Beschreibung der
Plattentragwirkung mit Hilfe der HUBERschen Differen-
tialgleichung [2] trifft bei der Bestimmung der Drillstei-
figkeiten auf Schwierigkeiten; auch werden ausmittig
(nichtsymmetrisch) angeschlossene Steifen unzureichend
erfafit. Ist das zu untersuchende Bauelement gleichzeitig
Bestandteil einer riumlichen Konstruktion (z. B. ortho-
trope Fahrbahntafel eines Briickeniiberbaus), unterliegt
es neben lokalen auch Beanspruchungen aus der Ge-
samttragwirkung. Die Berechnung derartiger Konstruk-
tionen als Stabtragwerke trifft auf mehrere Widerspri-
che, deren Losung nur durch verinderte Rechenmodelle
zu erwarten ist.

Neben den umfangreich einsetzbaren diskreten Model-
len (z. B. [3]) verdient vor allem die strenge Faltwerks-
theorie nach Riidiger [1], u. a. fiir die Behandlung von
Lasteinleitungsproblemen, Aufmerksamkeit. Ziel der
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vorliegenden Arbeit ist es, ein konstruktiv orthotropes
Faltwerkselement zu entwickeln, welches bei der Losung
des Zusammenhangproblemes im Rahmen der Faltwerks-
theorie (vgl. [4]) analog den bekannten isotropen Ele-
menten behandelt werden kann.

1. Differentialgleichungssystem und getroffene
Annahmen

Wesentliches Merkmal des konstruktiv orthotropen Falt-
werkselementes (Bild 1) ist die Kopplung zwischen Plat-
ten- und Scheibentragwirkung fiir den allgemeinen Fall.
Derartige, zunichst ebene Tragwerke wurden von
Pfliiger [5], Trenks [6], Gienke [7] und Henning [8] be-
handelt, wobei die Beschreibung der Tragwirkung durch
ein System simultaner partieller Differentialgleichungen
[7] dem prinzipiellen Vorgehen bei der strengen Falt-
werkstheorie entspricht:
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Bid 1 )
Konstruktiv orthotropes Faltwerkselement mit
SchnittgréBendefinition
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Hierin bedeuten

w Plattendurchbiegung
® AIRYsche Spannungsfunktion
D Dehnsteifigkeiten (vgl. [4] und auch [8])
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Mit der Beschreibung des Faltwerkselementes durch (1)
sind folgende Annahmen fiir das Tragverhalten getrof-
fen:

— Die Steifen sind orthogonal zueinander, parallel zu
den Elementrindern angeordnet und weisen geringe
(gleich grofe) Abstinde untereinander auf

— einachsiger linearer Spannungszustand in den Steifen,
ebener Spannungszustand in der Tafel

— linearer Spannungsverlauf iiber die Dicke der Tafel

— stetiger Verlauf der Dehnungen iiber die Querschnitts-
héhe (einschlieBlich gleichgrofer Dehnungen von Ta-
fel und Steifen an den Berithrungskanten)

— Schubkraftiibertragung nur durch die Tafel

— keine Verformungsbehinderungen zwischen Lings-
und Quersteifen

— Vernachlissigung des Wolbwiderstandes der Steifen

Alle Schnittgroben und Verschiebungen sind aufgrund
der differentiellen und integralen Beziehungen durch die
Lésungsfunktionen w und ® darstellbar.

2. Losungsansatz und charaktenstlsche Glei-
chung

Der in [8] aufgezeigte Loésungsweg unter Verwendung
doppelter Fourier-Reihen erlaubt ausschlieflich die Be-
handlung der allseitig gelenkig gelagerten konstruktiv
orthotropen Platte. Da fiir ein Faltwerkselement die
Randbedingungen in den Kanten y = 0 und y = b frei
wihlbar sein miissen, werden Losungsansitze mit einfa-
chen Fourier-Reihen fiir die homogenen Differentialglei-
chungen gewihlt:
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Damit werden an den Rindern x = 0 und x = L generell
Endschotte, die in ihrer Ebene starr, jedoch nicht wolb-
behindernd wirken, vorausgesetzt. Die Wahl der Rand-
werte yg erfolgt unter dem Blickwinkel einer numerisch
stabilen Losung fiir hohe Reihenglieder bzw. breite Ele-
mente [9].

Durch Einsetzen von (2) und (3) in das homogene Dif-
ferentialgleichungssystem erhilt man
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Aus der Bedingung, da nichttriviale Losungen fiir C,
und Cg nur dann entstehen, wenn die Determinante von
(4) gleich Null ist, Libt sich die charakteristische Glei-
chung achten Grades zur Bestimmung der Wurzeln A rei-
hengliedunabhiingig formulieren:
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Entsprechend lauten die Losungsfunktionen
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bzw. in Matrizenschreibweise 1) fiir ein Reihenglied ig
der Fourier-Reihe

@ ={<I>0+C¢T-EXP}EN-TRG ®)
W ={wo+ch-EXP}EN-TRG )
mit EN = [1 0]

TRGT = [sinax cos ax]

1) Sofern mehrere fettgedruckte GroBbuchstaben nicht durch
das explizit aufgefiihrte Multiplikationszeichen getrennt sind,
handelt es sich jeweils nur um eine Matrix.



Der Vektor EXP reprisentiert das Fundamentalsystem
(im allgemeinen Fall acht linear unabhingige Losungen)
des Differentialgleichungssystems. Je nach Konstruk-
tionsart treten die Wurzeln der charakteristischen Glei-
chung (5) reell, komplex oder doppelt auf, woraus sich

entsprechend die Elemente des Vektors EXP ergeben.

3. Differentiationsmatrizen

Zur Ermittlung der statischen und kinematischen Gro-
Ben sind im folgenden deren differentielle Abhiingig-
keiten von den Losungsfunktionen ® und w zu betrach-
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ten. Im vorliegenden Falle gelingt es, Differentiationen
und Integrationen mit Hilfe einfacher Matrizenopera-
tionen zu realisieren, da sich Ableitungen der e-Funk-
tionen als Elemente von EXP wieder als Linearkombi-
nationen der selben Funktionen bilden lassen:

(10)

Fiir die zu untersuchenden Fille entsprechend den Wur-

zeln von (5) bauen sich die Ableitungsmatrizen MY aus

folgenden Submatrizen auf:
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Eine analoge Ableitungsvorschrift lifit sich auch fiir die trigonometrischen Funktionen in x-Richtung aufstellen:
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sin ax 0

Ccos X

sin atx

CcOos X

(14)

Die erhaltenen Differentiationsmatrizen lassen sich, abgesehen von entsprechenden Konstanten, auch fiir die
Integration einsetzen. Dabei auftretende negative Vorzeichen fiir g und s bewirken zusitzlich die Matrizeninversion.
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4. Verkniipfung der Integrationskonstanten

Entsprechend der Ordnung des Differentialgleichungs-
systems (1) existieren acht frei wihlbare Integrations-
konstanten, auf welche die 16 Konstanten Co und C,,
zuriickgefiihrt werden miissen. Dies geschieht durch die
Verkniipfungsmatrizen VC® und VCW

Cp = VC& - C 15)
C, = VCW - C (16)

Durch Einsetzen der Lésungsfunktionen (6) und (7) in
eine beliebige der unter Beriicksichtigung von (5) linear
abhingigen Gleichungen (1) lassen sich die Verkniip-
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Die Koeffizienten H; 4 sind von den Elementsteifig-
keiten und, wie gy 4 und s; 4, von der darzustel-
lenden Schnittgrofe bzw. Verformung abhingig. Unter
erneuter Verwendung der Ableitungsmatrizen sowie mit
Hilfe von

fungsmatrizen bestimmen. Aus der unter Verwendung 5 _ 1 bei g=0 23)
von (10) erhaltenen Beziehung heben sich die Vektoren ® = 0 bei o#0 (
EXP und C sowie der Faktor a heraus: @ &7
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Aus Griinden der numerischen Losungsstabilitiit auch fiir
die Sonderfille der isotropen und schwach versteiften
Elemente erweist sich die Ordnung der Wurzeln \ derart

als giinstig, daB fiir A

f(\) = |By;* —4B33' M2 +By,' A4 | (18)

und des vorzeichensteuernden Faktors a(s) konnen die

Amplitudenwerte r durch Einsetzen der Losungsfunktio-
nen w und @ in (22) allgemein formuliert werden

= af17%1 {{ Hy - a) -8 (gy)+Hy a9 8(gg)+[Hg - a3°5(g3)

+Hy-ay- 6(g4)]'D12ex} Co +c’1‘{ VCWT [H; - a; - MYEL

£01)=£04) S £02) = FA) <EQG) = FOD IO 108) g\ . MyS2] VCRT - [y - g - MY+ H -y mw} Ex.}

19
gilt. Dementsprechend wird mit 19)
VCW E 0 ]
= (20)
L0 VCW22| g0
und B 7
VCd 0
vee =| - (1)
- 0 E -+ 8x8

erreicht, daf bei der im Sonderfall auftretenden Ent-
kopplung des Gleichungssystems (1) die ersten vier Lo-
sungsfunktionen die Platten- und die restlichen vier die
Scheibenwirkung des Elements beschreiben. In diesem
Falle wiirden alle Elemente der mit (17) bestimmbaren

Submatrizen vierter Ordnung VCW99 und VC®;; zu
Null. -

5. Ermittlung der Weg- und Schnittgrofen

Alle Schnittgrofen und Verformungen lassen sich aus
den Lésungsfunktionen w und ® unter Verwendung der
differentiellen Abhiingigkeiten ermitteln. Diese Bezie-
hungen kénnen in allgemeiner Form folgendermafien
zusammengefafit werden:
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= A, +CT-VACT - EXP (25)

Da die Matrix VAC fiir jede GroBe r unterschiedlich be-
legt wird, ist sie im Rahmen der allgemeinen Losung
dreidimensional. In Summenschreibweise unter Beibehal-
tung der Matrizenbezeichnungen fiir deren Elemente lau-
tet die Gleichung (25) nunmehr

8 8
TGy)=A,G) + = { 2 VAC(,k,m)- C(m)} EXP(k,y)
k=1| m=1 .
(26)
j Index der Schnitt- bzw. Weggrofie
m  Index der Integrationskonstante
k  Index der Exponentialfunktion

6. Bestimmung der Integrationskonstanten

Die acht Konstanten C sind aus den Randbedingungen
fir y = 0 und y = b zu ermitteln. Dazu wird in (26) eine
Summenvertauschung vorgenommen:

?(j,y) =A,0)+ g { g) VAC(j,k,m) - EXP(k,y)} C(m)
m=1} k=1 (27)

In Abhingigkeit von den am jeweiligen Rand vorge-
schriebenen statischen bzw. kinematischen Grofen



werden fiir diese je zwei Platten- und zwei Scheibengré-
Ben durch die entsprechenden Indizes j benannt. Derart
kann fiir jedes Element ein lineares Gleichungssystem
8. Ordnung formuliert werden:

3_1{ él VAC(j,k,m) - EXP(k,0) } Clm) + Ag G)— 1 G,0) =0

(4 Gleichungen fiir Elementrand y=0)

8
z
m:

Diesen Ergebnissen werden die mit dem Programm
FATIMA ermittelten Losungen gegeniibergestellt (Tabel-
le 1). Weitere Tests wurden besonders unter dem Blick-
winkel der numerischen Stabilitit der Losung durchge-
fiihrt [4].

8. Zusammenfassung
Fiir ein ausmittig versteiftes ebenes rechteckiges Falt-

8 werkselement wird die Losung der simultanen partiellen
A . . . . o . .
> VAC(j,k,m)- EXP (k,b)}C(m) + Ay ()—1g G, b) = 0 Differentialgleichungen mit Hilfe einer einfachen Fou-
1|k=1 : (28) rier-Reihenentwicklung vorgestellt. Neben der Behand-
(4 Gleichungen fiir Elementrand y = b) lung entsprechender Platten- und Scheibenprobleme
. . kann darauf aufbauend die Ermittlung des S -
Hierbei bezeichnet Ty den Amplitudenrandwert der je- Verf. 7 d dii ! d&i & _pannungs
il eschriebenen Grofe erformungs-Zustandes ~ diinnwandiger  prismatischer
weils vorg : Faltwerke mit Hilfe einer kontinuierlichen Modellierung
Nach Losung des Gleichungssystems (28), welches im erfolgen.
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dteil des P FATIMA (FALTwerk [6] Trenks, K.: Beitrag zur Berechnung orthogonal anisotro-
standteil des Programmsystems ( werke per Rechteckplatten. Der Bauingenieur 29 (1954), S. 373 — 377.
"_“t. prIsMAtlscher' Struktur), das von den Al.ltoren kon- [7]  Gienke, E.: Die Grundgleichungen fiir die orthotrope Plat-
zipiert, programmiert, getestet und fiir verschiedene Auf- te mit exzentrischen Steifen. Der Stahlbau 24 (1955),
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. FTIIR T . . enning, G.: Zur genauen Berechnung konstruktiv ortho-
wurde. D‘eTBer“CkSk‘Chl“g““g der .!‘O“S"'“!‘tl‘l"fl“ Oéth" troper Platten. Der Stahlbau 41 (1972), H. 3, S. 78 — 86.
trople' Von. ragwerkselementen tragt spezie A en“ ege- [9] Reichelt, A.; Lindorf, C.; Bohme, F.: Rechnerische und
benheiten im modernen Stahlbau (z. B. bei Briicken) modellstatische Untersuchungen dreizelliger Einfeldka-
Rechnung, ist jedoch auch bei dinnwandigen Massivkon- stentriger als steifknotiges Faltwerk. Die Strafe 22
struktionen von Bedeutung (u. a. hinsichtlich des Ein- (1982), H.9, 8. 309 — 314.
flusses der schlaffen Bewehrung im Stahlbeton). Anschriften der Verfasser: Dr. Ing. Carsten Lindorf
Zur Einordnung der Elementlosung sei hier der Vergleich Deutsche Post, Rundfunk- und Femnsehtechnisches
mit einer alls.eltlg gelenkig gelagert'en, ({Tlatdratls?.}xen, aus- 8054 Dresden Dostojewskistraéie 7
mittig versteiften Platte unter gleichmaBiger Flichenlast i
[8] fiihrt. Henni leicht die Lo des Diff. Dr.-Ing. Andreas Reichelt .
fmge‘ rt. Henning vergleicht die X osung des Ditte- VE Autobahnkombinat, Betrieb Briickenbau
rentlalglelcfhungs.systems‘ (1) unteli Z'uhllfenahme d?ppel- 8072 Dresden Zwickauer StraBe 27
ter Fourier-Reihen mit ciner Finite-Elemente-Losung.
Tabelle 1: Vergleich der Rechenergebnisse eines Testbeispiels mit Werten von Henning [8]
2 2
E*b, b b
W OSteife " 5 OTafel *
4 L4 Steife % 12 afe . 12
finite - doppelte - doppelte ’ i doppelte
Teilung finit Fourierreihe FATIMA | finit Fourierreihe FATIMA | finit Fourierreihe FATIMA
Scheibe 2x2 11,33 47,30 7,88
und 4x4 11,39 42,05 8,45
11,42 11,41 41,06 41,00 7,72 7,71
Platte 6x6 11,40 41,62 7,86
gekoppelt 8x8 11,41 41,37 7,80
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