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Zur Wedchselwirkung bei Mehriachrissen

W. Sérgel, W. Giinther

0. Einleitung

Der Bruch eines belasteten Bauteils wird im allgemeinen
durch Inhomogenititen, insbesondere Risse, ausgelost.
Zur Beurteilung der Bruchsicherheit von solchen Bautei-
len ist u. a. die Kenntnis des Spannungs- und Verschie-
bungsfeldes in der Umgebung der Risse notwendig. Im
Mittelpunkt bisheriger Untersuchungen standen vor
allem allgemeine ebene und einfache riumliche Einzel-
rimodelle, vgl. [1].

In einem sproden Bauteil ist jedoch bei Auftreten eines
Risses mit weiteren Rissen in seiner Umgebung zu rech-
nen. Deshalb haben Untersuchungen zur Wechselwir-
kung von mehreren Rissen grundlegende Bedeutung.

Als ein einfaches Rifimodell, das qualitative Aussagen
zur Wechselwirkung erlaubt, eignet sich die unendliche
elastische Ebene mit zwei kollinearen Rissen ungleicher
Liénge bei statischer Belastung.

In den Arbeiten von Panasjuk, Savruk und Dacy¥in [2],
[3] wird auf der Grundlage der Funktionentheorie die
Berechnung des Spannungs- und Verschiebungsfeldes,
speziell der Spannungsintensititsfaktoren, auf die
Losung eines singuliren Integralgleichungssystem zuriick-
gefiihrt.

Jedoch finden die fiir einzelne Belastungsfille angegebe-
nen Losungen kaum Beriicksichtigung bei bruchmecha-
nischen Berechnungen, da eine umfangreiche Auswer-
tung und Interpretation der Losungsergebnisse nicht vor-
liegt.

Zi(g—lt dieser Arbeit ist es, das Problem ausgehend von dem
Spannungsfeld des Einzelrisses mathematisch so zu for-
mulieren, daf eine Erweiterung der Untersuchungen auf
die beliebige Lage zweier Risse moglich ist. _
Weiterhin ist die Losung so auszuwerten, daf allgemeine
Aussagen zur Wechselwirkung fiir praktische Berech-
nungen getroffen werden konnen.

Im Rahmen der linear elastischen Bruchmechanik reicht
die Kenntnis der Spannungsintensititsfaktoren als
charakteristische Gréfe des Spannungsfeldes aus, um
Aussagen zur RiBistabilitit zu treffen. Infolgedessen be-
schrinken sich die weiteren Ausfiihrungen im wesentli-
chen auf die Berechnung dieser Faktoren.

1. Das Spannungsfeld fiir den Einzelrif in der
unendlichen Ebene

Zum besseren Verstindnis der mathematischen Formu-
lierung des Problems soll zuniichst das Spannungsfeld fiir
den Einzelrif in der unendlichen Ebene kurz betrachtet
werden.

Der Rif der Linge 21 wird nur an den Rifirindern durch

die Normalspannung 0(x) und die Schubspannung 7(x)
belastet.

Diese Rifrandbelastungen konnen zu der komplexen
Randbelastung

p(x) = a(x) —ir(x) xI<1 1)
zusammengefaBit werden.

Es wird nun die komplexe Verschiebungsdichte g'(x)
eingefiihrt
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in die die Ableitungen der kartesischen Verschiebungs-
komponenten u, v eingehen:
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Das (+) Zeichen weist dabei auf den oberen und das
(-) Zeichen auf den unteren Rifirand hin. u bezeichnet
den Schubmodul und k eine von der Querkontraktions-
zahl v abhingige Grofe.

Fiir den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) bzw. ebenen
Spannungszustand (ESZ) gilt:
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Entsprechend den Arbeiten [2], [3] kann unter Verwen-
dung funktionentheoretischer Kenntnisse die Randbe-
dingung in folgende Gestalt gebracht werden ¥

1t
)= - [ dt . ©)
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Diese Gleichung mit dem Cauchy-Kern 1/(t-x) ist eine
singulire Integralgleichung fir die Bestimmung der

komplexen Verschiebungsdichte g'(x). Ihre Losung ist
exakt moglich [3]:
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(6)
wobei sich die reelle Konstante C aus der zusitzlichen
Bedingung fiir die Verschiebung
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zu Null ergibt: C=0.

Mit der bekannten komplexen Verschiebungsdichte
libt sich dann das Spannungsfeld berechnen:
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Die iiberstrichenen Gréfien z und g'(t) sind dabei die
konjugiert komplexen Gréfien zu z und g'(t).

Der in der Literatur (vgl. [4]) hiufig untersuchte Son-
derfall der konstanten Rifirandbelastung p(x) = p = & —
it = konst. soll hier noch kurz betrachtet werden.

Fiir die Verschiebungsdichte erhilt man aus Gl. (6):

f=—— (& -if). ©)
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Die Integration liefert die komplexe Verschiebung
lings des Rifirandes:

gx)=—VE-x2@-i?). (10)

Mit Beriicksichtigung der Definition (2) fiibrt die Tren-
nung in Real- und Imaginirteil auf die Verschiebungs-
spriinge in den Normal- und Tangentialverschiebungen
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Es ist ersichtlich, daf die Normalbelastung?] (symmetri-
sche RiBbelastung) einen Normalverschiebungssprung
und die Schubbelastung 7 (antimetrische Rifbelastung)
einen Tangentialverschiebungssprung hervorruft. Die
Verschiebungsspriinge haben dabei eine elliptische Form:
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Fir die Spannungskomponenten lings der x-Achse
(1x1>1) ergeben sich aus Gl. (8) mit der Verschiebungs-
dichte (9) die einfachen Ausdriicke:
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Sie enthalten die fiir Riiprobleme typische Wurzelsingu-
laritit an den RiBspitzen x =%1.

2. Die Ermittlung der Spannungsintensititsfak-
toren (S1Fen)

Die bekannten Kriterien der Rifibruchmechanik erfor-
dern nicht die Kenntnis des gesamten Spannungsfeldes,
sondern nur die Spannungsintensititsfaktoren, die den
Spannungs- und Verschiebungszustand in Rifispitzen-
umgebung charakterisieren. Es kann nun ein Zusammen-
hang zwischen der komplexen Verschiebungsdichte g'(x)
und diesen Faktoren gefunden werden. Ausgangspunkt
fiir die Herleitung dieses Zusammenhangs ist die Losung
fiir die unendliche Ebene mit halbunendlichem Rif.
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Bild 2
Halbunendlicher Rif
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Die Verschiebungsableitungen lassen sich in folgender
Gestalt aufschreiben (vgl. [5]):

n n
A(5-D%) -i(5-1)9 .
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Sie nehmen an der Ribspitze r; > 0 durch das singulire
Glied 1/ \/r_1 fiir n = 1 unendlich grofie Werte an.

Die komplexen Konstanten
A, = aﬁ + ia‘fl bzw. A = a;{— ia‘jl (15)

n

enthalten die verallgemeinerten SIFen af: und a“:l .

Fir die Verschiebungsableitung lings der Rifrinder
erhilt man aus Gl. (14) fir das obere Rifiufer:
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'91 =a—}f v 2 1 11-72
2”, _ul'l- _v_l :_i 2:2 A Ke 2
axl axl n=l 2 1 n
iT 17
+t(-1)e

(14)



Aus der Differenz dieser beiden Gleichungen folgt
schlieBlich eine analog zu (2) eingefithrte komplexe Ver-
schiebungsdichte

n n+l
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Durch diese Relhendarstellung wird nun die komplexe
Verschlebungsdlchte g (x) eines beliebigen Rifiproblems
in Rlﬁspltzenumgebung approximiert.

Fiir die RiBispitze 1 des Einzelrisses (Bild 1) gilt:

oo n ntl
’ 2 2
g~ 2. n-n® (1) %A 19)
n=1,3 )
bzw.
g(x)~ - +3V1-x Ay —... (20)
1-x

Analog dazu kann fiir die Rifispitzé 2 die Approximation
gefunden werden

n+l
2
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Die zu n=1 gehérenden Konstanten ai{, a‘l stehen mit
den bekannten Spannungsintensititsfaktoren K und K,
in Verbindung. Sie kénnen aus (19) in folgender Weise

berechnet werden

. o, R . R o
Kl—lKH:\/21r(a1 +1a{)=—\/21r llmx/l——x g(x).

Fiir die Rifispitze 2 ergibt sich analog
K, —iKpy=v/2n lim vi+x g(x) . 23)
x>

3. Zwei kollineare Risse

Wir betrachten nun das eigentliche Problem, zwei kolli-
neare Risse beliebiger Linge in der unendlichen Ebene.
Die Risse liegen auf der x-Achse und haben eine Linge
von 2l bzw. 2lp. Die Rifmittelpunkte sind Ursprung
der Koordinatensysteme xj, y] bzw. xg, y2 und haben
einen Abstand d voneinander.

Die Ribrinder sind durch Normal- und Schubspannun-
gen 0y (x;), 05 (x,) und 7; (x;), 75 (x,) belastet.

Diese Randbelastungen bilden an jedem Rifs eine Gleich-
gewichtsgruppe. Sie konnen zu den komplexen Gréfen
P; (x;) und py (x,) zusammengefait werden
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d Bild 3
Zwei kollineare Risse

lx2I<12 -

P (xl) =0 (xl) —in (xl)

P2 (x2) =0y (x2) —i7y(x5)

(24)

Das Spannungsfeld fiir zwei kollineare Risse ergibt sich
durch entsprechende Superposition der Spannungsaus-
driicke fiir den Einzelrif (vgl. Gl. (8)).

An den Ribrindern sind nun noch die Spannungsrand-
bedingungen zu erfiillen. Unter Beachtung der Trans-
formationsbeziehung

Xp=x; +d  bzw. x;=xy—d (25)

fiihrt dies schlieblich auf das singulire Integralglei-
chungssystem fir die komplexen Verschiebungsdichten

g: (x) und 82 (x2)
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Bei weit voneinander entfernten Rissen, d. h. d>l 2,
reduziert sich das Integralgleichungssystem auf zwe1 ge-

trennte Integralgleichungen fiir Einzelrisse, da dann die
reguliren Integrale in Gln. (26), die die gegenseitige Rif-
beeinflussung charakterisieren, vernachlissigt werden
kénnen.

Um die Eindeutigkeit der Rifirandverschiebungen zu
sichern, miissen die gesuchten komplexen Verschiebungs-
dichten noch die folgenden Bedingungen erfiillen:

11 l2
J gmdt=0, [ g@dt=0. (27)
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Ahnliche Gleichungssysteme treten auch bei Kontakt-
problemen auf. Die analytische Losung solcher Glei-
chungssysteme gelingt noch in geschlossener Form, je-
doch mit einem relativ groBen mathematischen Aufwand.
Im weiteren wird zuniichst der Losungsweg kurz aufge-
zeigt. Danach erfolgt eine Auswertung der Lésung fiir
den Sonderfall der konstanten Rifibelastung.

4. Losung des Integralgleichungssystems

Bei der analytischen Losung des Integralgleichungs-
systems (26) geht man von der Lésung der Integralglei-
chung (6) aus.

Damit kann z.B. die zwelte Gleichung von (26) nach
der Verschlebungsdlchte g (x9) aufgeldst werden

, 1 ' VE 2 p (¢
Big)=——— |- [ ———'——tz_x PO g
m lg—xg Iy 2

(28)
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ds dt



Wird nun im zweiten Integral die Integrationsreihenfol-
ge vertauscht und iiber t integriert, so nimmt die G1. (28)
schlieflich die Gestalt an:

12 2 .2
B ./ \/lz—t Py (t) dt

8,2 (x2) =
b4 lg - xg ) tx
, 29)
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Setzt man diesen Ausdruck in die erste Gleichung von ‘

(26) ein, so ergibt sich nur noch eine Integralgleichung
fiir g'l (x,), die nach einigen Umformungen wieder auf
eine analoge Form von (5) gebracht werden kann.

Die Losung dieser Integralgleichung lautet schliefilich:
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g]. (x]_) = -
vV (x, +d)2 —2) (B —x3)
!
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Auf vollig analogem Wege findet man die Verschie-
bungsdichte g'2 (x9)- Sie unterscheidet sich von g'l (x1)
dadurch, daB L, X5 Py d durch L, Xy: Py —d ersetzt
ist. Die noch zu bestimmenden Konstanten ergeben
sich aus den zwei Bedingungen (27).

5. Auswertungen fiir konstante Rifbelastungen

Die folgenden Auswertungen beschrinken sich auf den
Sonderfall der konstanten Rifbelastung:

Py (%)) = Py (xy) =p =& —i7 = konst. (31)

Diese Auswertungen schlieBen auch den Fall der Ebene
mit schriger Belastung im Unendlichen und spannungs-
freien Ribrindern ein, da dieser Fall entsprechend dem
Superpositionsprinzip auf den betrachteten zuriickge-
fiihrt werden kann. Im Bild 4 ist dies veranschaulicht.

Ebere mit zwei
belasteten Rissen

bene mit zwei unbe- riBdfreie Ebene

lasteten Rissen

Bild 4
Vorgehensweise bei unbelasteten Rissen
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Die einfache Berechnung der Spannungen lings der fik-
tiven Riirinder fiir die riffreie Ebene fiihrt auf

. 1 2i
ay (x’o) =1 Txy(x’o) = E (ql +q2 o (qz —ql) e a) ‘ (32)

Als Rifirandbelastungen fiir die rifbehaftete Ebene sind
nun die entgegengesetz gerichteten Spannungen anzu-
setzen:

G —if = —(0,(x0) - in,,(x0) . (33)

Fiir die betrachtete konstante Belastung (31) vereinfacht
sich der Ausdruck (30) zu

2
I D
x (xy+d)— L+ L
' 2 mp
g (x)) = P- (34)

Vies +? - ) -2

Die verbleibende Konstante D, wird aus der ersten Glei-
chung von (27) bestimmt. Nach geeigneter Transforma-
tion fiihrt diese Gleichung auf vollstindige elliptische
Integrale erster und zweiter Gattung (K(k) und E(k)).
Die Konstante D, ergibt sich schlieflich zu:

2D E(k)

1_42 2 2 2
—= =d°-1, - (d“ - (1 — — 32
e G (RN e (32
wobei fiir die Modulwerte k gilt:

; 41,1
k= 2_1_2_2 . (33)

d®—(; -L)

GemiB den Gin. (22) und (23) erhilt man dann die
Spannungsintensititsfaktoren fir den linken Rif im
Bild 3

K% .Ké_pﬁ.(lz—d) I —(d"-(, 2))K(k)
1 S E
12 ((12+d) —11
(34)
und fiir den rechten Rif
2_P_(@2_q - 23(1(2
s pyr WFTRTEG L g
1 I —
V1 (72 - )
. (35)

Dabei kennzeichnen die hochgestellten Indizes 1 und 2
bzw. 3 und 4 bei K; und Kj; die Spannungsintensitits-
faktoren fiir die Rifispitzen 1 und 2 bzw. 3 und 4 (vgl.
Bild 3).

Die weiteren Auswertungen beziehen sich auf die sym-
metrische Rifbelastung p=0 (7 =0). Dies bedeutet
keine wesentliche Einschrinkung, da die getroffenen
Aussagen analog fiir die antimetrische Rifibelastung

.0 0
p=-i7 (0= 0) gelten.
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In den Bilden 5 bis 8 ist die Abhingigkeit der bezoge-
nen Spannungsintensititsfaktoren

= K

l(lmp\/;ﬁ2

vom Abstand der beiden Risse -l?—
2

fiir verschiedene

1
Verhiiltnisse Tl— < 1 dargestellt.
2

Es lassen sich daraus folgende Schlufifolgerungen ablei-

ten:

1. Die Spannungsintensititsfaktoren fiir die ,,inneren”
Ribspitzen (RiBspitzen 2,3) sind immer groBer als
fiir die ,,iueren’ (RiBspitzen 1, 4).

Die Unterschiede in den Spannunggsintensititsfakto-
ren, die die Wechselwirkung zwischen den Rissen
charakterisieren, werden mit zunehmender Briicken-

a
linge g schnell kleiner.

In der Tabellel sind fir die verschiedenen Rib-
lingenverhiltnisse 1, /L, die Schrankenwerte der Britk-

a .
kenlinge . angegeben, ab denen die Unterschiede

2 -
.
1-K'/K zwischen den Spannunggsintensitiits-

faktoren R% und R% bzw. T(? und R‘I‘ kleiner als
10 % sind.

Tabelle 1
L3 1 0,5 025 01
L
a 0,17 0,08 0,04
l 0,29 ,
L 0,25 0,18 0,12

Die Werte in Tabelle 1 zeigen, daB erst bei sehr eng
benachbarten Rissen (Verhiltnis der Briickenlinge
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zur Linge des grofiten Risses kleiner als 30 %) die
Wechselwirkung zwischen den Rissen bei praktischen
Berechnungen zu beriicksichtigen ist. Sind die Briik-
kenlingen groBer als die halbe Linge des grofien Ris-
ses, konnen die Risse als Einzelrisse betrachtet wer-
den.

2. Wie zu erwarten, tritt der grofite Spannunggintensi-
titsfaktor an der ,,inneren” Rifispitze des grofiten
Risses (Rifispitze 2) auf.

Entsprechend den Kriterien der Rifbruchmechanik
[5] beginnt die Rifiausbreitung an dieser Spitze. Folg-
lich kénnen die weiteren Betrachtungen auf diesen

Spannungsintensititsfaktor I_(% beschriinkt werden.
. Vergleicht man nun K% mit dem Spannungsintensi-
titsfaktor fiir den Einzelrif der Linge 2(]; +1, + a)

— l1 a
KI = 1+ —+ — ,
L L

so kénnen folgende Aussagen nach den Kriterien der
Rifbruchmechanik [5] getroffen werden:

K2 bleibt nach ZerreiBen der Briicke
— bei _—I >1 der Rif stabil,

K; .

K2 - breitet sich der RiB nach Zerrei-
— bei -_I— <1 Ben der Briicke weiter instabil

KI © aus.

Die entsprechenden Briickenabstinde a/l,, die den
Grenzfall K% / KI =1 charakterisieren, sind fiir die
verschiedenen RiBlingenverhiltnisse 1, /1, in Tabel-

le 2 zusammengefaBt.

Tabelle 2

h

— 1 0,5 0,25 0,1

L

a

g 0,112 0,094 0,079 0,054




Aus den Zahlenwerten der Tabelle 2 ist ersichtlich,
daB nur bei sehr eng benachbarten Rissen (Verhilt-
nis der Briickenlinge zur Linge des groBten Risses
kleiner als 10 %) nach Aufreifien der Briicke der dann
entstehende Einzelrifs stabil bleibt.

6. Zusammenfassung

Zur Untersuchung der Wechselwirkung zwischen Rissen
dient das Modell der unendlichen elastischen Ebene mit
zwei kollinearen Rissen ungleicher Linge bei statischer
Belastung. Ausgehend von dem Spannungsfeld fir den
Einzelrif fiihrt die mathematische Formulierung des
Problems auf ein singulires Integralgleichungssystem fiir
die komplexen Verschiebungsdichten liings der Rifriin-
der. Die analytische Losung des Integralgleichungs-
systems wird fiir den Sonderfall der konstanten Rifsrand-
belastung ausgewertet. Die Spannungsintensititsfakto-
ren, die sich einfach aus den Verschiebungsdichten be-
rechnen, werden fiir verschiedene RiBabstinde und RiB-
groBen ermittelt. Die Ergebnisse, die in Diagrammen
zusammengestellt sind, zeigen, dafi Wechselwirkungs-
effekte erst bei sehr eng benachbarten Rissen bedeutsam
werden.
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