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Funktionen
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1. Problemstellung

Das Ermiidungsverhalten von Glas und anderen anorgani-
schen sproden Werkstoffen wird vom subkritischen
Wachstum vorhandener Mikrorisse bestimmt [1], [2].
Durch Messung der Geschwindigkeit makroskopischer
Risse in speziellen Proben (DCB-Probe [1], DT-Probe
[3]) als Funktion des Spannungsintensititsfaktors kann
das Ermiidungsverhalten des betreffenden Werkstoffes
berechnet werden, sofern das Wachstum von Mikro- und
Makrorissen als vergleichbar vorausgesetzt wird [4], [5].
Die Vorhersage des Ermiidungsverhaltens beruht auf
einer Integration der RiBwachstumsgleichung bis zum
Erreichen des Bruchkriteriums

§§~= v {Klo(,al} (1)
a = a, firt = t;
V=1YV,)
) firt = tg
K= K,)
a RiBilénge
t Zeit
A Rifigeschwindigkeit
K Spannungsintensititsfaktor
o dufiere Belastung
ag Anfangsriilinge
to Anfangszeitpunkt
tg Endzeitpunkt (Bruchzeit)

V¢, K, kritische Werte von V und K

Die in Gl. (1) gewihlte Form dient der Darstellung des
funktionellen Zusammenhanges der beteiligten GroGen:

V{ K } gemessene Rifwachstumsfunktion

K[o,a] spezielle Form des Spannungsintensititsfak-

tors
co(t) zeitliche Belastungsfunktion, z. B.
0=0, (statische Ermiidung) oder
o=0gt (in der keramischen Fachlitera-
tur als dynamische Ermiidung
bezeichnet).

In der Literatur sind bisher lediglich die einfachen Fille
behandelt worden, die eine geschlossene analytische
Integration erlauben, z. B. [6]:

K\"
Potentielle Rifwachstumsfunktion V = V, (K——) )
n-Materialkonstante °

Spannungsintensititsfaktor K in der ange-
niherten Form K=K;=Y ov/a 3)

Y geometrische Konstante

dynamische Ermiidung 0 = 6 t 4)
¢ Spannungsanstieg

In der vorliegenden Arbeit wird auf einen einfachen
niherungsweisen Zusammenhang zwischen Rifwachstum
und Ermiidung aufmerksam gemacht, der zur Berech-
nung der Ermiidungskurven im Fall nichtintegrierbarer
Funktionen verwendet werden kann. Eine Fehlerab-
schitzung der Niherung zeigt die Grenzen ihrer Anwend-
barkeit.

2. Vorschlag einer Niherungslésung als Ergebnis
von Modellrechnungen

Die Rifiwachstumsgleichung, Gl. (1), wurde fiir eine Rei-
he von Fillen numerisch integriert [4]. In Bild 1 werden
die Ergebnisse zusammenfassend veranschaulicht. Rifs-
wachstumskurve, statische und dynamische Ermiidungs-
kurve sind in einem Diagramm enthalten. Als Riiwachs-
tumsfunktion ist die typische 3-Bereichskurve [7] ge-
wihlt. Infolge des logarithmischen Mafistabs fiir Abszisse
und Ordinate bedeuten die Geraden Potenzfunktionen
der Ribgeschwindigkeit vom Spannungsintensititsfak-
tor K (Gl (2)). Verwendet man als Ordinatenwerte die
normierten GréBen
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Bild 1
Ergebnis der numerischen Integration der Rifwachs-
tumsgleichung mit drei Bereichen
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Ky = O 5
N gL (5)

(Kjc kritischer Spannungsintensititsfaktor)

bzw. oy = % (6)

(0g riiwachstumsfreie Festigkeit),

so gilt fiir ausgedehnte Bereiche in Bild 1 niherungsweise
eine Proportionalitiit zwischen Bruchzeit und reziproker
Rifgeschwindigkeit. In diesen Bereichen werden die Er-
miidungskurven lediglich von einem Teilstick der Ri6-
wachstumskurve bestimmt. Beispielsweise ist die Bruch-
zeit fiir oy = 0,4 nahezu unabhingig vom Verlauf der
Rifwachstumskurve oberhalb von oy = 0,6. Aus Bild 1
ist auch ersichtlich (oy = 0,7), da6 kleine Werte des An-
stieges

_ d(ny)
~ AWKy i

und starke Anderungen dieser Grofe

_dn
~ d(InK)) @

zu merklichen Abweichungen zwischen den Kurven
fithren.

Auch fiir andere Rifwachstumsfunktionen, die von der
potentiellen Funktion abweichen und keine geschlossene
Integration erlauben, ergab sich niherungsweise ein line-
arer Zusammenhang zwischen tg und 1/V.

Diese Besonderheit des Integrationsprozesses beruht auf
dem stark instabilen Charakter des Rifwachstums von
Glas: Eine merkliche Rifverlingerung erfolgt erst unmit-
telbar vor dem Bruch, so dab lediglich ein Teil der Rif-
wachstumskurve wirksam wird.

Das in Bild 1 veranschaulichte Ergebnis der Modellrech-
nungen weist auf die folgende Niherungsldsung fiir Er-
miidungskurven im Fall nichtintegrierbarer Funktionen
hin: Die Rifwachstumskurve wird stiickweise durch die
integrierbare Potenzfunktion ersetzt. Die Ermiidungskur-
ven ergeben sich daher als stiickweise zusammengesetzte
analytische Losungen dieser verinderten Riwachstums-
funktion, wobei der Anstieg n nur im Fall eines poten-
tiellen Rifiwachstums konstant ist.

Es ist daher die analytische Integration fiir ein stiickweis
potentielles Rifwachstum durchzufiihren. Darauf auf-
bauend erfolgt eine Fehlerabschitzung der vorgeschla-
genen Niherung in Abhingigkeit des Anstieges n und
seiner Anderung D.

3. Integration eines stiickweis potentiellen Rif-
wachstums

Es wird zunéchst eine gew6hnliche Differentialgleichung
fiir den Spannungsintensititsfaktor K| abgeleitet. Unter
Verwendung der Gl. (3) fiir K; und der normierten Gro-
Ben Ky und oy entsprechend der Gln. (5) und (6) er-
hilt man

K Yova o A
ch Y o5V a, i ON\/E; )

ONi
Kni

Ky ist eine Funktion von a(t) und oy (t). Seine Ablei-
tung nach der Zeit betrigt

dKN_ aKN g +

aKN dON
dt  9a adt

b ON dt

Die partiellen Differentialquotienten kénnen aus Gl. (9)
berechnet werden. Fiir die Rifigeschwindigkeit wird ein
stiickweise potentielles Rifwachstum angesetzt:

Vi = (3—:) = Ve KNt fir Ky;_) <Ky <Ky; (10)

Daraus ergibt sich fiir Ky eine Differentialgleichung vom
Bernoullischen Typ

Ky Vo 5. m-1 Ky doy
b . S R\ B 11
& Za, N KN oy dt (1)

im Zeitintervall t;_; <t<t;.

Kniq ) 2
a _ Ni-1
t=t_3 :KN=KNi_1350N=0Ni_1 e ( )

ONi-1

Kn: \ 2
a Ni
t:.:K =K.'0N:0‘N.;___:

t S AN = BN i 2 oNi

Die Integration der GL (11) von t;_; bis t, fiihrt auf [8]:

i—2 . n;—2 V. Y .
> nl — <0Nl—l> 1 _ (nl ) C1 fl oan dt (12)

Kni—1 2a, t_1

Diese Gleichung, die fiir einen beliebigen zeitlichen Be-
lastungsverlauf oy (t) giiltig ist, kann als Ausgangspunkt
einer Reihe allgemeiner Aussagen iiber den Zusammen-
hang zwischen Rifwachstum und Ermiidung verwendet
werden.

4. Ermiidungsgleichungen fiir begrenztes poten-
tielles Rifwachstum

Zunidchst werden die Bruchzeiten fiir ein einheitliches
potentielles Rifwachstum von der Ermiidungsgrenze’
Kyo bis zum kritischen Wert Ky, = 1 berechnet (ein-
heitlicher Anstieg n).

K \2
a _ 5 _ No
t:tO:KNzKNo;ON:ONo;a__l_ <

o .

oNo/
— - -7 - .a —ac— 1
t=tp :KN_KNC—I’ON_ONB’;— —;o—— - 2
o
NB

Fiir statische Ermiidung (o) = 0y, = onp = konst.) folgt
aus Gl. (12)

2 ag 1 \- a]\/IB> n*z\l
tn oy = ———— —— | 1 — | —— (13)
B stat (n_z) Vc g\' Bn L <KNc ]

(KNc =1)



Fiir dynamische Ermiidung (o) = 6 0 t; oy, = 0 05 t, ;
oNB = 0 0 tg) folgt aus G1. (12)

1 _[°NB n-2
ens 1 | R
tB dyn - (n_z V n o n+l (14)
¢ np 1—<—&
ONB
(Kne=1)

Die Ausdriicke in den eckigen Klammern bestimmen die
Ubergiinge der Ermiidungskurven aus dem Ermiidungsbe-
reich in den Bereich des potentiellen Riiwachstums (nur
in Gl. (14)) und von diesem in den Bereich der riwachs-
tumsfreien Kurzzeitfestigkeit ojpg = 1 (vgl. Bild 1).

Im folgenden wird nur die dynamische Ermiidung be-
trachtet. Aus Gl. (14) kann abgeschitzt werden, welcher
Bereich der Rifiwachstumskurve die Bruchzeit bis auf
einen Fehler € bestimmt. Dazu wird die Ermiidungs-
grenze Ky, = oy, (untere Grenze des wirksamen Be-
reiches) und der kritische Spannungsintensititsfaktor
KN (obere Grenze des wirksamen Bereiches) als Varia-
blen Ky,* und Ky,* angesehen und die Bruchzeit in
der Form

n+l _ 2_9‘:'1)%—(11(;) (15)
Bdyn (n-2)v, o™ o

verwendet. Ein Vergleich von Gl. (15) mit Gl. (14) fiihrt
auf die Grenzen der wirksamen Bereiche, wobei in der
eckigen Klammer der Gl. (14) zur Berechnung von
Kno" der Zihler und zur Berechnung von Ky * der
Nenner vernachlissigt wurde.

1
K » R
No _[1_(1+eg~-(m+D)n+1 (16)
ONB
K * ____1._
Ne = [1-(-¢g+D)] n-2 17
ONB

Beispielsweise werden 98 % der Bruchzeit fiir n =20 von
dem schmalen Bereich der Rifwachstumskurve 0,92 oy p
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Bild 2

Methode der Fehlerabschitzung der vorgeschlagenen
Néherung zur Berechnung von Bruchzeiten (rechter Teil)
aus der Riwachstumskurve (linker Teil)

< Ky < 1,10 onpg bestimmt (ein weiteres Beispiel fiir
n = 8 ist in Bild 2 enthalten).

Fiir hinreichend grofie n kénnen die Ausdriicke in den
eckigen Klammern in Gl. (13) und (14) niherungsweise
gleich 1 gesetzt werden (Ubergangsgebiete vernachlissig-
bar schmal). Da in der Darstellung von Bild 1 og = Ky
gewihlt wurde und unter Beriicksichtigung von Gl. (10),
weisen die Gln. (13) und (14) die behauptete Proportio-
nalitét aus zwischen der Bruchzeit tg und der reziproken
Rifigeschwindigkeit 1/V, unabhingig von der Art der Er-
miidung

2a 1

tBstat = (njz) vV (18)
2(ntl)a, 1

tp dyn = (n_2)o V = (n+ 1) tB stat (19)

Diese Gleichungen, die iiir potentielles Rifwachstum
ohne Beriicksichtigung der Lage der Ermiidungsgrenze
und eines Anteils des iiberkritischen Bruches gelten, wer-
den auf nichtpotentielles Riwachstum erweitert, wobei
der Anstieg n entsprechend Gl. (7) eine Funktion von
KN bzw. ONB bedeutet.

5. Fehlerabschitzung der Naherung

Die nichtpotentielle Rifwachstumskurve, die in der Ig v
— lgKy-Darstellung von der Geraden abweicht, wird
durch 3 Tangenten ersetzt (linker Teil von Bild 2). Die
mittlere Tangente fiihrt auf die angeniherte Bruchzeit
tgx bei oyg = 0,5. Die benachbarten Tangenten beriih-
ren die wahre Riffwachstumskurve an den Grenzen des
Bereiches der Kurve, der tgx bis auf den Fehler € be-
stimmt (€ = 0,01 in Bild 2). Aus GI. (19) ergeben sich die
zu den Tangenten gehorenden dynamischen Ermiidungs-
kurven (drei Geraden im rechten Teil von Bild 2).

Die exakte dynamische Ermiidungskurve der durch 3 Ge-
raden angepafiten nichtpotentiellen Rifwachstumskurve
kann unter Verwendung von Gl. (12) numerisch berech-
net werden. Fiir

0
ONj = o,
und (20)
ntl 2(n+1)a, 0,6
ONBi ' T v —
(ni-—2) Vci

ergibt sich nach Umrechnung

ONi > _ {ONi-1
Kni Kni—1

1

— -—

. ni—2
1«(‘(’(_Ni_—l> 3 <KN1 ) ni*l <KNi—1> mtly
Ni—1 ONBi Kni

21)
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Kni ONBi
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Diese Gleichung erméglicht die rekursive Berechnung der

. . wo a ONj 2
relativen Rlﬁverlangerung(a— § 7 K-NL (vgl. Gl (9)).
J i

Dabei ist ein Iterationsprozef durchzufiihren, der gute
Konvergenzeigenschaften aufweist.
Entsprechend der Lage der 3 Tangenten sind n, ny und
ng sowie Vy, V.o und V 3 bekannt. Der Ausgangswert
%No ON3 _ ONB .
= 1, der Endwert —= = — = onpi
KNo ’ ek Kns  Kne Ng it
die Bruchspannung fiir einen vorgegebenen Spannungsan-
stieg 0. Daraus erhilt man die Bruchzeit tg. Durch Ver-
gleich mit der angeniherten Bruchzeit tgy ergibt sich
eine Abschitzung des relativen Fehlers der Bruchzeit.
Mit dem erhaltenen relativen Fehler werden unter Ver-
wendung der Gln. (16) und (17) die Tangenten an der
Ribwachstumskurve modifiziert und die Bruchzeit tg
erneut berechnet. Dieser Iterationsprozef wird bis zur
Unterschreitung einer vorgegebenen Fehlerschranke fort-
gesetzt.
Das Ergebnis der Fehlerabschitzung wird in Bild 3 dar-
gestellt. Als leicht handhabbare und physikalisch sinn-
volle Funktion wurde eine erweiterte Exponentialfunk-
tion gewiihlt:

betrigt

V = Veexpla®M - 1) (22)

In der lg V — Ig K-Darstellung betrégt ihr Anstieg

_ d(V) _ M
und die differentielle Anderung des Anstieges
dn
Z e—_— = M . 24'
D= iy ~Mn ‘ (24)
EY
. dlny)
Pl " dn K)
7

Js]
Parameter: "0~

relativer Fehler der Bruchzeit %

Anstieg n
Bild 3
Ergebnis der Fehlerabschiitzung der vorgeschlagenen
Niherung

Die Potenz im Exponenten M = D/n wurde als Parame-
ter in Bild 3 gewihlt. Fiir D/n = 1 bezieht sich die Feh-
lerabschitzung auf die gewohnliche Exponentialfunk-
tion, wie sie aus der Annahme eines thermisch-aktivier-
ten Ribwachstums mit lastunabhiingigem Aktivierungs-
volumen folgt.
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6. Anwendungsbeispiel

Die fiir die dynamische Ermiidung berechneten Fehler
sind in vergleichbarer Grobe auch bei Anwendung der
Niherung fiir die statische Ermiidung zu erwarten. Bei-
spielsweise erhilt man fiir ein exponentielles Rifwachs-
tum

v = v, exp [A(Ky—1)] (25)
mit n=AKN =Aon
als Niherung fiir die statische Ermiidung (Gl. 18)

t 22 [- A(on-1)] 26
= — — oON—

B stat (A ON_z)Vc exp ( N ) ( )

Andererseits ermdglicht exponentielles Rifwachstum fiir

statische Ermiidung eine geschlossene Integration. Sie

fiihrt auf [9]:

2a, (A op+l)
o = 7, lAGeD] @)
c

Ein Vergleich der Gln. (26) und (27) zeigt, daf der Feh-
ler der Niherung nur geringfiigig groBer ist als der fiir die
dynamische Ermiidung berechnete (Bild 3) und daf mit
wachsendem Anstieg n = A oy der Fehler gegen Null
strebt.

Die Naherung fiir die dynamische Ermiidung (Gl. (19))
lautet im Fall eines exponentiellen Rifiwachstums

_ Za, (A og+l)

tBdyn = A2V, P [- A (on-1)] (28)

bzw.

g = aN OS - ON 083 Y2 (A ON—Z) Vc exp [A (0 _1)]
t8 dyn 2(A oyt K, N

(29)
wobei Kj. = Y 0, o5 Va, verwendet wurde.

Eine andere Niherungsform erhilt man, wenn in G1. (19)
fiir tg g, die durch Integration erhaltene Form, Gl.
(27), einsetzt

3y2 A2 5.2
oNy 0.° Y4 A% g“ V

6 = Ns N ¢ explA(oy-1)]  (30)
2 (A oy+1)2 K 2

7. Schluf

Es wurde gezeigt und an einem Beispiel demonstriert,
daB auch im Fall nichtintegrierbarer Riwachstumsfunk:
tionen, die aus speziellen physikalischen Modellen fol-
gen, eine Voraussage des Ermiidungsverhaltens méglich
ist. Auf der Basis der Gleichungen (18) und (19) wird
ein niherungsweiser Zusammenhang zwischen Riwachs-
tumskurve, statischer Ermiidungskurve und dynamischer



Ermiidungskurve vorgeschlagen, so daB bei Kenntnis
einer der drei Kurven auf die anderen beiden geschlossen
werden kann.

Der Fehler, der durch Anwendung der vorgeschlagenen
Naherung entsteht (Bild 3), ist im Vergleich zur groBen
Variationsbreite dey Bruchzeiten gering. Fiir Glas betra-
gen die Anstiege n = 10 . .. 30, so daB der Fehler unter-
halb von 10 % liegt.

Eine Anwendbarkeit der Niherung ist nicht gegeben fiir
kleine Anstiege n < 5 verbunden mit grofen Anderun-
gen von n, wie sie im Bereich 2 des Riwachstums auf-
treten. Hierfiir ist eine numerische Integration erforder-

lich. !
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