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Besonderheiten bei Staben unter Stiitzenverrickungen

und Langsbelastungen
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Stiitzenverriickungen (Verschiebungen und Verdrehun-
gen) fiihren bei Stiiben mit statisch unbestimmter Lage-
rung zu Zwingungen und damit zu Spannungen (Bild 1).
Ursachen der Verriickungen kénnen z. B. Temperatur-
inderungen anschlieBender Konstruktionsteile oder
auch einfach Herstellungsungenauigkeiten (Imperfek-
tionen) sein.

Bild 1

Der Biegemomentenverlauf lift sich einfach mit Hilfe
der Differentialgleichung '

EIV”” - 0 ; M - _EIV)'A (1)

unter Beachtung der Randbedingungen oder mit Hilfe
der KraftgroBenmethode im Sinne der Theorie I. Ord-
nung bestimmen.

Besonderheiten treten auf, wenn zusitzlich Lingskrifte
hinzukommen (Bild 2). Man erwartet aus der Erfahrung
mit anderen Einfliissen (Querlasten, Endmomente, Last-
exzentrizititen, Vorkriimmungen u. 4.), dab Druckkrifte
(F>0) zu einer VergroBerung und Zugkrifte (F <0)
zur Verringerung der Verformungen und der Biegemo-
mente filhren. Es tritt hier aber teilweise das Gegenteil
ein.

Bild 2
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Die Verformungen einschlieflich der gegebenen Stiit-
zenverriickungen sollen klein gegeniiber der Stablinge
sein, so daf die Theorie IL. Ordnung (linearisierte Dif-
ferentialgleichung der Biegelinie) zur Beschreibung aus-
reicht.

Die Grundlagen des hier zu behandelnden Problems sind
bekannt [1], es fehlt aber die Auswertung und Diskus-
sion der Ergebnisse.

Einseitig eingespannter, einseitig gelenkig gela-
gerter Stab mit einer Stiitzenverschiebung

Fiir lingsbelastete Stibe gilt fiir die Durchbiegung v die
Differentialgleichung

v7§77 + a2 v,’ = 0 (2)
F
mit o= —
El
EI konstante Biegesteifigkeit des Stabes

Als weitere Abkiirzungen sollen verwendet werden

’ F
e=al=1 i als Stabkennzahl

z
= — als dimensionslose Stabkoordinate

Die Losung der Gl. (2) lautet damit allgemein

v=Cy sine{ + Cg cosel + C3 ¢+ Cy 3)
Fiir die hier vorliegenden Randbedingungen

=0, v=0 v’=0 ‘

4
(=1, v=£f v =0 )

erhilt man fiir die Durchbiegung
sine¢ — € cose

v =f ——— )

SIN€E — €COSE

und damit aus

IR >
M———EI’V = ——.lé— d—i'?

das Biegemoment nach Theorie II. Ordnung

FIf e sinet
ME)= 5 ——— ©)

8in€ — €cos€
Das Biegemoment und die Durchbiegung wachsen
asymptotisch iiber alle MaBen fiir
€=4,4934,
d. h. fiir den Eigenwert des 3. Eulerfalls.

sine — €cos€ = 0;



Es liegt ein Spannungsproblem vor.
Fir das Einspannmoment ({=1) gilt in bezogener
Schreibweise
— M2 sine
€

M, = == (7)

EIf sine — ecose

Das grofite Feldmoment erhilt man aus

dM _0: =0 ¢ i
—= cosel=0; €= —
d¢ 2
s
an der Stelle { = — zu
2e
— e
maxM= — 8)

SIN€ — €COSE

Es tritt nur auf, wenn

¢<1;d h. _<1 e>2; F>0,122 Fy; ,

sonst ist das Einspannmoment mafigebend.
Fx; ist die Knicklast des 3. Eulerfalls.
Wenn die Lingsbelastung Zug ist, ist zu beachten

F<0; e—ie; 62"’—-—62

sine > 1 sinhe; cos€e > coshe,

wobei € wiederum positiv gezihlt wird.

Es ist dann stets das Einspannmoment

— ¢ sinhe

Me= ——— (8a)
€coshe — sinhe

mafgebend.

Die Auswertung der Beziehungen (7), (8) und (8a) ist
als Diagramm in Bild 3 dargestellt. Der bezogene Last-
parameter ist dabei

- - """ — — = — —

_ 5 FP |

Fee'= )
Das Bild zeigt, daf das Einspannmoment bei Zugbela-
stung gegeniiber dem lingskraftfreien Fall unbegrenzt
zunimmt und bei Druck abnimmt. Es wird fir €=
Null, das entspricht der Knicklast des 2. Eulerfalls.
Beim Druckstab wird das maximale Moment erst fiir
F>0942 groer als das Einspannmoment des Stabes
ohne Lingskraft. Das bedeutet, daf bei einer Sicherheit
vk; > 2,14 gegeniiber der idealen Knicklast Fi; das
maBigebende Moment stets kleiner ist als beim Stab
ohne Druckkraft. Das Ergebnis wird anschaulich ver-
stindlich, wenn man die fiir die unterschiedlichen F-
Bereiche typischen Momentenverteilungen im Bild 4

Jh1468

F=0 0<F<T -Z-<F<rr2 For? T'<F‘FKI Bild 4

Eine modifizierte Theorie I.Ordnung liefert fir das
Einspannmoment die lineare Beziehung

1 1_

M, =3- < F (10)
und damit fiir Zugstiibe ein sicheres Ergebnis. Dabei wird
bei der Ermittlung des Momentes die Biegelinie infolge
der Stiitzenverriickung f beriicksichtigt, die Verformungs-
inderung infolge der Lingskraft F jedoch wie iiblich ver-
nachlissigt.

Fiir die Steifigkeit des Stabes ist die der Verschiebung f
zugeordnete Kraft H (Bild 2) mafigebend.

Fiir den lingskraftfreien Stab gilt
3EI
Hy = B f (11)
Hieraus 146t sich die bezogene Federkonstante
Hi®
Hy = EIf =8 definieren. 12)

Fiir den lingsbelasteten Stab ergibt die Theorie II. Ord-
nung fiir die Querkraft :

Q=H+Fv; Q=M-=—-EIv” ‘
Mit den Ableitungen von v nach Gl. (5) erhilt man

daraus
< Hl3 €3 cose
EIf sine — ecose (13)
Die Auswertung in Bild 5 zeigt, dafi die Steifigkeit fiir
Druckkrifte zuniichst abnimmt und dann mit geénder-
tem Vorzeichen asymptotisch wichst. Fir €= % ,
d.h. der Knicklast des 1.Eulerfalls bietet der Stab
gegen eine Verschiebung der Stiitze keinen Widerstand.
Zukrifte vergrofiern die Steifigkeit. Mit der oben be-
schriebenen modifizierten Theorie I. Ordnung erhalt
man in guter Niherung
I 6 _

H =3-_F
5 (14)
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Bild 5

Einseitig eingespannter, einseitig gelenkig gela-
gerter Stab mit einer Stiitzenverdrehung (Bild 6)

Dieser Fall liBt sich auf das im vorigen Abschnitt aus-
fiilhrlich behandelte Problem des Stabes mit Stiitzenver-

schiebung zuriickfiihren. ,
Fiir kleine Verformungen gilt nach Bild 6

S
pl= =f.

cosy

Alle Ergebnisse fiir die Stiitzenverriickung f gelten daher
auch fiir die Stiitzenverdrehung ¢, wenn in den Bezie-

hungen f durch ¢l ersetzt wird.
F
f H
cos
T | -—
Bild 6 -

| B Wﬂ,ﬁ‘

Beiderseits eingespannter Stab mit einer Stiit-

zenverschiebung (Bild 7)

Mit den entsprechend verinderten Randbedingungen er-
hilt man aus Gl. (3) die Verschiebungen v und durch

Differenzieren den Momentenverlauf zu
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Bild 7

M) - _1\11_2: ez[sine sine{ — (1—cose€)cosef]

Elf 2(1—cose) — esine

(15)

Fiir den Eigenwert des 4. Eulerfalls € = 27 ergibt sich
unabhingig von { ein unbestimmter Ausdruck. Es liegt
im Sinne des Kriteriums von Kléppel/Lie [2] ein Ver-
zweigungsproblem vor.

Das Ergebnis der Auswertung fiir das mafigebende Mo-
ment ist in Bild 8 dargestellt. Fiir die Krifte F<n2,
d.h. F<025Fg; ist das Einspannmoment M, fiir
§=1 (fir {=0 entgegengesetztes Vorzeichen) mab-
gebend. Fir m2<F<4n2 wird das Feldmoment

404 Fki o Verzweigung

304

° ) 4 t
2 4 8 10 M
104 Bild 8
204
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304 _
Me
40-
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max M das gréBere. Es tritt fiir € = 7 bei ¢ = 1 auf und
wandert mit steigendem € nach { =0,75. In der Stab-
mitte (¢ = 0,5) ist das Moment unterhalb der Verzwei-
gungslast stets Null (Antimetrie).

Fiir Druckstibe erreicht das mafigebende Moment nur
in der Nihe der Verzweigungslast die GroBe des Einspann-
momentes des lingskraftfreien Stabes.

Zugkrifte vergrofern das stets mafgebende Einspann-
moment. Die Theorie I. Ordnung liefert hierfiir mit

Mo-6- T (16)
e 6-1o

eine sichere Abschitzung.

Beiderseits eingespannter Stab mit einer Stiitzen-
verdrehung (Bild 9)

Mit wiederum verinderten Randbedingungen erhilt man
im vorliegenden Falle fiir das Biegemoment

M) - Ml e[(1—cose)sines — (€ —sine) cose(]
EIf 2(1—cose€) — esine

17)

Bild 9

Der Nenner entspricht der Knickbedingung des 4. Euler-
falles. Es liegt ein Spannungsproblem vor mit der
Asymptote € = 27 fiir die Druchbiegung und das Biege-
moment.

Das Einspannmoment an der Stelle { = 0 soll fiir die Aus-
wertung mit Mg, das an der Stelle { = 1 mit M, bezeich-
net werden. Das grofite Feldmoment ist max. M. Es tritt
nur fiir € > 2,33, d. h. fir F > 0,14 Fg; auf und ist dann
mafigebend. Bis zu F = 0,53 Fi; bleibt das grofite Mo-

ment beim Druckstab unter dem des lingskraftfreien
Stabes.

Zugkrifte vergroBern das mafigebende Einspannmo-
ment Mg an der verdrehten Stiitze. Die Theorie I. Ord-
nung liefert fiir die Einspannmomente

1 1 _

Mg=-2- —F 18
0 30 (18)
I 2 _

M_=4-—F 19
e B 19)

Die Gl. (19) gibt eine sichere Abschitzung fiir das mab-
gebende Moment fiir Zugstibe an.

40+

-F
Bild 10

Zusammenfassung

Bei statisch unbestimmt gelagerten Stiben treten bei
Stiitzenverriickungen und gleichzeitiger Lingsbeanspru-
chung Besonderheiten auf. Zugkrifte vergroBern die Be-
anspruchungen aus den Stiitzenverriickungen, Druckkrif-
te fithren teilweise zur Entlastung.

Das fiir den Spannungsnachweis von Druckstiben iibliche
Verfahren [3], die Biegemomente nach der Theorie
II. Ordnung mit Hilfe eines von vy, abhingigen Ver-
groberungsfaktors aus denen der Theorie I. Ordnung zu
gewinnen, ist hier ungeeignet. Es ist bei Druckstiben
nicht zuldssig, Stiitzenverriickungen als geometrische
Ersatzimperfektionen anzunehmen, da sie zu einer
unbeabsichtigten Entlastung fithren konnen.

Bei der Berechnung von Stabsystemen mit Hilfe der
VerriickungsgroBenmethode nach Theorie II. Ordnung
ist zu beachten, dafi die Steifigkeiten der Stibe im-
hohen Mafie von den Lingskriften abhingen und daf
bei Zugstiben infolge der Knotenverriickungen eine

VergroBerung der SchnittgréBen auftritt.
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