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Die Knicklast des gelenkig gelagerten Stabes mit Kragarm unter

tangententreuer Belastung

Reiner Hartung
0. Einleitung

Die Stabilititsuntersuchung nichtkonservativer Systeme
erfordert die Anwendung des kinetischen Stabilitits-
kriteriums. Bei diesem voraussetzungslos giiltigen kine-
tischen Kriterium wird das bewegte System untersucht
und die kleinste kritische Last ermittelt, bei der nicht
mehr jede kleine Storung zu einer Bewegung in der
nichsten Umgebung der Gleichgewichtslage fithrt. Im
Gegensatz dazu ist das statische Kriterium an die Vor-
aussetzung der Existenz nichttrivialer Gleichgewichts-
lagen gebunden und stellt somit fiir die Frequenz w = 0
einen Sonderfall des kinetischen Stabilititskriteriums

dar.

Erstmals wurde von Beck in [1] nachgewiesen, daf man
fiir den nichtkonservativen Belastungsfall des einseitig
eingespannten Stabes mit tangentialer Einzellast am
freien Ende die' 8,13fache kritische Last im Vergleich
zur richtungstreuen Belastung erhilt. Er widerlegte mit
Hilfe des kinetischen Stabilititskriteriums die Auffas-
sung, daB fiir diesen Belastungsfall keine Knickgefahr
bestehe.

Eine umfassende Behandlung der Theorie fiir nichtkon-
servative Probleme wird von den Autoren in [2] und [3]
erbracht. Jedoch werden in der Literatur nur einige
Grundfille hinsichtlich Belastung und Lagerung behan-
delt. Bei dem vorliegenden Fall (Bild 1) ist zu erkennen,
dab in Abhingigkeit von der Linge des Kragarmes, bei
konstanter Gesamtlinge des Stabes, zwei Grundfille
existieren miissen, und zwar der einseitig eingespannte
Stab mit tangentialer Endlast und der beidseitig gelenkig
gelagerte Stab. Da fiir den einseitig eingespannten Stab
mit tangentialer Endbelastung das statische Stabilitits-
kriterium zu vollig falschen Ergebnissen fiihrt, wird fiir
den vorliegenden Fall das allgemein giiltige kinetische
Stabilititskriterium angewandt.

1. Differentialgleichung und Lésungsansitze

_ Fiir den in Bild 1 dargestellten Stab erhilt man nach

dem D’Alembertschen Prinzip fiir kleine Schwingungen
des Stabes folgende Differentialgleichungen:
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Dabei bedeuten ( )’ die Ableitungen nach der Linge x
und ( )* die Ableitungen nach der Zeit t. Die Trigheits-
momente, die Flichen und die Dichten p sollen ab-
schnittsweise konstant sein.

Durch Trennung der Variablen mit dem Produktansatz
(3) bekommt man fiir jeden Abschnitt jeweils zwei ge-
wohnliche Differentialgleichungen mit den allgemeinen
Losungen fiir den Weganteil (4) und den Zeitanteil (5).

y(xt) = Y(x) T(t) @)
Y(x) = C1Cosh(7\1x) + Czsinh(klx) + C3 cos(7\2x)
+ C4sin()\2x) @)

() = C, AWt , oot 5)

Als Abkiirzungen wurden dabei verwendet:
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Die Exponentialausdriicke in (5) lassen erkennen, daf
die Schwingung solange begrenzt bleibt, solange w im
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Bild 1
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reellen Bereich liegt. Diesen reellen Bereich ermittelt
man mit Hilfe der Gleichung (4), indem die Bestim-
mung der Konstanten Cy bis C4 durch die Rand- und
Ubergangsbedingungen erfolgt. Die so erhaltenen Glei-
chungen besitzen nur dann eine nichttrivale Losung,
wenn sie voneinander linear abhingig sind. Der Zusam-
menhang zwischen Stabkraft F und Schwingungsfre-
quenz w wird grafisch in Form von Eigenwertkurven
dargestellt. Diese Eigenwertkurven kennzeichnen den
reellen Bereich fiir w.

Fir den gelenkig gelagerten Stab mit Kragarm lauten
die beiden allgemeinen Losungen :

Yl(xl) = C1 Cosh(A; X))t Czsinh()\l x;)* C3 cos(A,x,)
+C4sin(7\2x1) ©6)

Y, (x,)=C; Cosh(hyx,)+CSinh@h, x,)+C; cos(h, x,)

+C8sin()\ 1%9) )
mit
a = F/(EII); u, =p1A1/(E11)
a, = F/(EIz); u, =0, A2/(E12)

>
|

) = \/;/(a1/2)2+u1w2—a1/2
g = \A/ (a1/2)2+u1w2-+a1/2
A :VQ/ (a2/2)2+u2w2—a2/2

A, = (/2 tuyw® +ay/2

>
|

Bild 2
. Eigenwerte ¥ in Abhingigkeit von ® und vom Lingenverhilt-
nis Y

2. Ermittlung der Eigenwertgleichung

Die Auswertung der Rand- und Ubergangsbedingungen

Y, (0) = Y0,)=Y(,)=0
Y,0) = Y,(,)=Y;(,)=0
Y;(0) = -Y3(0)

EI, Y7(0) = EL,Y;(0)

filhrt zu einem homogenen Gleichungssystem. Nach der
Aufldsung der Eigenwertdeterminante erhilt man die
zweiparametrige Eigenwertgleichung (8) mit den Eigen-
werten & und w.
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nimmt die Eigenwertgleichung folgende Form an:

L_10-

T T T ITrTIl" T T T TTiyr T T T 117 T T T T T T 1171
2 3 5 8910 3 54__: o' 0,58 ? 3 4 5 678310° T 3 & s & 78910°
] 055 N 0
2 I L
+ — .
z \\\K TN [os
H N / N La
:; \ /} \\ L+,
(1] 0/5 \\
™~
N 07 \\
30 \\ / N k
0 ) 28 \
'\{\\\ 03 \ \
20 03 NN N\
'\\

53

Cosh(A, 1) Sinh(A,1,)sin(A,1, ) cot(A, 1)



@2 +29+2 19C08h()\1 ll) COS()\211) + \/Eq) Smh()\l ll) sin(7\2ll)

91} (49+9%)
prorrrRa Sinh(A; Iy ) cos(Agly ) —A; Cosh(A; I ) sin(Agly )
K

A3 R ) -0
Tanh(7\312) tan(>\4l2)

O

Wird die Biegesteifigkeit des Abschnittes 2 unendlich
groB (K = eo), so ergibt sich aus (9) die Eigenwertglei-
chung des eingespannten Stabes mit tangentialer End-
last [1].

3. Auswertung der Eigenwertgleichung

Fir die Eigenwertgleichung (9) gibt es bei jeder Bela-
stung unendlich viele diskrete Eigenfrequenzen. Um den
Wert der kritischen Last zu bestimmen, ist es erforder-
lich, durch Variieren von ® den Punkt zu suchen, bei
‘dem 9 =0 ist oder bei dem die erste und die zweite
Nullstelle zusammenfallen. Die Vereinigung der klein-
sten Eigenwerte ¢; und ¥y vollzieht sich bei ® = ® .
Wird der Lastparameter ® > @y, so erfolgt der Uber-
gang in den komplexen Bereich und das mechanische
System wird dynamisch instabil.

Die Auswertung der Gleichung (9) erfolgte mit Hilfe
eines EDV-Programms. Bei der Annahme von gleichen
Trigheitsmomenten und Flichen (k = 1) fiir die beiden
Abschnitte erhilt man die im Bild 2 dargestellten Eigen-
wertkurven. Der Stab, der in Abhingigkeit von der
Lingel; statich bzw. dynamisch instabil werden
kann, verfiigt beim Ubergang zur statischen Instabilitit
iiber keine Bewegung mehr.

4. Ergebnisse

Bezeichnet man das Verhiltnis der Linge 1} zur Gesamt-
linge des Stabes mit 7, so wird der Stab bei dem Lingen-
verhiltnis v von 0,6 bis 1,0 nur dynamisch instabil. Die
Anwendung des statischen Stabilititskriteriums wiirde
in diesem Fall zu falschen Ergebnissen filhren. Alle
Eigenwertkurven mit dem Lingenverhiltnis von 0 bis
0,5 schneiden die Lastachse. Die Eigenwertkurve fiir den
beidseitig gelenkig gelagerten Stab (v = 0) schneidet die
Lastachse bei ®, = 72 und die Eigenwertkurve fiir den
einseitig eingespannten Stab (y = 1) ergibt den in [1] er-
rechneten Wert von ® = 20,05 (Bild 3). Bei dem Lin-
genverhiltnis ¥ von 0,584 ergeben sich zwei mégliche
Werte fiir ®, die die Eigenwertgleichung erfiillen. Der
kleinste Wert von &y = 50,33, bei dem das System dyna-
misch instabil wiirde, stellt die kritische Grébe dar. In-
folge der beiden Eigenwerte entsteht im Bild 3 ein
sprunghafter Ubergang zwischen statischer und dynami-
scher Instabilitit. Analoge Ergebnisse wurden in [4],
[5] und [6] erzielt. Kénig hat in [4] den einseitig einge-
spannten Stab, bei dem der Lastangriff sich im Bereich
zwischen richtungs- und tangententreuer Belastung be-
wegt, untersucht (Bild 4). Die Untersuchungen ergaben
bei einem Winkel von ¢ = ¢,/2 zwei kritische Eigenwerte
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Bild 3

Die kritischen Werte @) in Abhingigkeit vom Lingenverhilt-
nis Y

Bild 4
Kraftrichtungswinkel fiir den einseitig eingespannten Stab

und damit einen sprunghaften Ubergang von statischer
zu dynamischer Instabilitit. Chang beschiftigt sich in
[5] und [6] mit der Stabilitiit elastisch gestiitzter Triger
unter nichtkonservativer Belastung. In diesem Fall treten
in Abhingigkeit von der Federsteifigkeit sprunghafte
Uberginge zwischen statischer und dynamischer Instabi-
litdt auf.

Wiirde die Kraft F beim Ausknicken ihre Richtung nicht
indern, so miifite die Knicklast aus der Knickbedingung
(10) errechnet werden.

alll/tanall]v +a211/tana212 -1=0 (10)
mit o’ = F/(EL) ;o2 = F/(Ely)

Definiert man den Knicklingenbeiwert 8 entsprechend
der Beziehung (11), wobei I} =I5 sein soll, so ergeben
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Bild 5
Knicklingenbeiwerte bei tangentialer und richtungstreuer Be-
lastung

sich die im Bild 5 dargestellten Verldufe fiir richtungs-
und tangententreue Belastung.

i EL (11)
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Der Vergleich beider Belastungsarten verdeutlicht, dab
die richtungstreue Belastung héhere Knicklingenbeiwer-
te und damit kleinere kritische Lasten ergibt.

5. Zusammenfassung

Die Untersuchungen zeigen, daB fiir die Ermittlung der
Knicklast des gelenkig gelagerten Stabes mit Kragarm
unter tangententreuer Belastung die Anwendung des
allgemeingiiltigen kinetischen Stabilititskriteriums un-
bedingt erforderlich ist. Bei einem Lingenverhiiltnis ¥
von 0,584 erfolgt ein Umschlag von dynamischer zu
statischer Instabilitit. Diese Tatsache, die bereits fiir
den elastisch gestiitzten Triger und den einseitig einge-
spannten Stab unter nichtrichtungstreuer Kraftwirkung
gefunden wurde, stellt ein wichtiges Ergebnis dar. Ein
Vergleich der richtungstreuen mit der tangententreuen
Belastung zeigt, daf die richtungstreue Belastung
kleinere kritische Lasten ergibt. Darin Liegt fiir die prak-
tische Anwendung die Wirtschaftlichkeit der Erkennt-
nisse.
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