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Bemerkungen zur Verwendung freier Schwingformansatze

beim Rayleighschen Quotienten )
Franz Holzweibig

0. Einleitung

Zur geniherten Berechnung der Eigenfrequenzen eines
schwingenden Balkens mit verinderlichem Querschnitt
macht man hiufig von einer einfachen Variante des Ritz-
schen Verfahrens Gebrauch, die auf dem Rayleigh-
Quotienten fiihrt [1].

Bezeichnet man mit w(z) die Verschiebung eines Bal-
kenelementes an der Stelle z, so lautet die potentielle
Energie des schwingenden Balkens:
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Darin bedeuten I(z) und A(z) die QuerschnittsgroBen
Trigheitsmoment und Querschnittsfliche und m; die
auf dem Balken der Linge 1 sitzenden Punktmassen.

Der Ansatz harmonischer Eigenschwingungen

w(z,t) = W(z) sin(wt +¢)
fiihrt bei Verwendung des Energieerhaltungssatzes mit

w =§v auf:
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Zu jeder exakten Eigenschwingform v, (z) kBt sich
damit die entsprechende Eigenkreisfrequenz . berech-
nen.

Da die Eigenschwingformen in der'Regel nicht genau be-
kannt sind, liBt sich diese Beziehung zum Abschitzen
der niedrigsten Eigenkreisfrequenz w; benutzen, wenn
an Stelle der Eigenschwingform v(z) eine zulissige Funk-
tion u(z) verwendet wird. Damit geht w in wp iiber und
es gﬂt wq < wR -

Zulissige Funktionen sind solche, die mindestens zwei-
mal differenzierbar sind und den homogenen kinemati-
schen Randbedingungen geniigen. Fiir Balkenschwingun-
gen sind homogene kinematische Randbedingungen

1) Herm Prof. Dr. sc. techn. Udo Fischer zum 50. Geburtstag.

u(zg)=0; u'(zg) =0.

Die zusitzliche Erfiillung der dynamischen Randbedin-
gungen durch u(z) verbessert die Niherung. Die Nihe-
rung wird dagegen schlecht, wenn die zulissige Funktion
kinematische Randbedingungen erfiillt, die die Eigen-
funktion v(z) nicht erfiillt, oder wenn sie Merkmale
hoherer Eigenfunktionen aufweist.

Diese bekannten Aussagen werden hiufig angewendet.
Es zeigt sich aber, daf die erzielte Niherung vor allem
bei abgesetzten Balken unter Verwendung freier An-
sitze, auch wenn sie den oben genannten Forderungen
geniigen, unbefriedigend sind. Dies sollen verschiedene
Beispiele demonstrieren.

1. Abgesetzter Balken mit Kragarm

Bild 1 zeigt einen abgesetzten Balken mit Kragarm. Die
exakte Berechnung fiihrt auf die Eigenwertgleichung?):
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Bild 1
Abgesetzter Balken mit Kragarm
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(Slcl *—CISI) (C282 —_ 8202) +a il 28181 (1 + C2€2) = 0
Darin bedeuten 2
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; = sinhk; ; 8 = sink; (i=1,2)
C; = coshk; ; ¢ = cOsK; (5)
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Fiir kreisformigen Querschnitt mit dy/dy =& wird fiir
lg =21y aus (4):
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(Sye1 —Cysy) (Casg —Sgco) +2 Ty S181 (1 +Caeq) =0

K2 = 2’(1 / AY o (6)
Fiihrt man als Bezugsgréfe
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2) Die exakten Losungen aller Beispiele verdanke ich Herrn
Dr. sc. techn. H. Sollmann.
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ein, so ergeben sich aus Gl. (6) fiir die Grundschwingung 2 4, 2
iber k. die Werte fir w/w*? in Abhiingigkeit von & Wi = (16083 + 0,10670" + 1,33330 )9

1 1'%"1 R1 1 20543 +0,192762 + 3,08785% + 0,1566 5% + 1,181858
(vgl. Bild 4).
Fiir die Durchmesserverhiltnisse & =0,2; 1; 2 sind die (10)
Schwingformen auf Bild 2 wiedergegeben. Auch die Werte sz 1 / w*f wurden berechnet (vgl.

Zum Vergleich soll die Berechnung mit Hilfe des Ray-
leigh-Quotienten nach Gl. (3) unter Verwendung freier
Ansiitze erfolgen.

Zuerst wird die statische Biegelinie als Schwingforman-
satz u(z) eingefiihrt. Dabei muff darauf geachtet werden,
dab sie entsprechend der niedrigsten Schwingform aus-
fillt, was man durch entsprechende Richtung der Ge-

Bild 4). Es soll erwiihnt werden, daf der Aufwand zum
Aufstellen von Gl. (10) dem der exakten Losung ent-
spricht3). Damit fillt dieser Ansatz fiir eine Niherungs-
16sung aus. Man wird vielmehr einen freien Ansatz wih-
len, der in einfacher Weise die gestellten Forderungen er-
fiillt, wie beispielsweise der folgende

wichtshelastung erreicht. Es liegt also ein Modell nach 2, (1 g2 /12) fir 0<z, <l
Bild 3 zugrunde. 1 1’71
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~o | ay
0 ]
04 . 1 \Q\\\ ,
02— o N1 d=2
03" z [N
0shv NN b \
05 —* NN\ £-02 he \ 2
! CORZ 2]
06 AN 0 \ (ax‘)
b=l . =70 N\ 08 : PP
o 06 \ ] (MM\ )(—1>
0,8 O;L'- ‘\ (DZ* }/ (OZ*
M EE=asas
10 0 =
0=705z 0% 06 08 10 1,2 4+ 16 18 20
Bild 2 Bid 4 d—=

Schwingformen des abgesetzten Balkens mit Kragarm Nach verschiedenen Verfal berechnete niedrigste reduzierte

Eigenkreisfrequenz des Balkens mit Kragarm

Ly Ly Unter Verwendung der Bezugskreisfrequenz w§ nach GL.
— e - (9) erhilt man gemih [2]:
iy e 4 4
EI i 1 105(1+d,1,/d, 1
1 q “’?{: ""f 2(3 231 7 (12)
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Bid 3
Eigengewichtsbelastung des Balkens Bild 1
Mit§ = dzldl ; 12 = 2l1 wird daraus
Damit ergibt sich als :
amat ergibt sich als Ansatz 9 2 105 + 2105 as)
Wh, =W
R2 7 1 0,667 + 665,33 52 )

Dope( L, Iyp,

1 91,,3
El u =— 3 (2q,+ —é—)lz1 +

941 ‘o4 3 Die Ergebnisse der GIn. (6), (10), (13) wurden im Bild 4
q q q 2 5.4 iiber 8 aufgetragen. Es erlaubt folgende Diskussion:
4
El,u, = — q, P2 Z§ + 52- 123 - 2—2 Zy— (i* ng)l 6z, Wghrend 'zdie Werte fiir w‘f/w“f fast mit denen von
®) Wg1 / w*] identisch sind, weichen die Ergebnisse

Setzt man u in G1. (3) an Stelle von v ein, so ergibt sich mit w; 2/ w"“; des einfachen Ansatzes stark ab. Auffallend
2 2 ’ 2
d1 d2 2 Edy
qy PT —=5 Qy = P —3 w*l = T ) 3) Die Berechnung des Rayleigh-Quotienten mit dem Ansatz der
4 4 16pl4 statischen Biegelinie verdanke ich Frau Dr. rer. nat. E. Jun-
1 kert und Herrn Dr..Ing. H. Kulow.



ist jedoch die gute Ubereinstimmung fiir § = 1 (glatter Die exakte Berechnung fiihrt auf die Eigenwertgleichung
Stab). Eine Erklirung hierfir li6t sich mit Hilfe von

I
Gl. (6) bei Betrachtung der Grenzfille 6§ =0 und a- ;_1- 32)2 (C1Sgsyc9—S;Cqcys9) +(1+ I—l- a2)2 (C1Cy5y89
2

8 = oo geben. 2 I

Der Grenzfall § = 0 kann auf zweierlei Art erreicht wer- — S4Soct co) + 4a -L (S1So 81 80 — a2 Ce Co e c2)=0
den. Der erste Fall 6 = dg/d; = 0 entsteht durch dy = 0. 152¢1¢2) I, 132015 12

Dies entspricht dem glatten zweifach gelenkig gelagerten a7)

Stab der Linge l; mit der Frequenzgleichung -
‘ Verwendet man wieder die Abkiirzungen Gl. (5) und setzt
das Durchmesserverhiltnis & = dy/d;, sowie I} =112 =1/2,
so gilt:

=0 sink. =0: k. =7 w2 Jor2 =t
Sy8y =05 sink, =05 k =7; wj fwri=m" (14)

Der zweite Fall von § = dg/d; = 0 entsteht durch d; > co.
Dies bedeutet, daf ein glatter Stab mit dem Durchmesser 1, 1 5
dy und der Linge ly an einer unendlich groen, zweifach - 6_3) (C1Sgs1 09 =51 Cgcy8p) +(1+ g) (C1Casy89

gestiitzten Masse angesetzt, also fest eingespannt ist. L
Seine Eigenkreisfrequenz betrigt: —S18z¢100) * 4 75— (51528182 —C1Cge109) = 0
" Edg Ko =Ky/2V8 : (18)
16pl; . L %
T
Diese Eigenfrequenz geht mit dy > 0 ebenfalls nach 2 7 |
Null. I T ﬁ
Da der Rayleigh-Quotient immer der Frequenz der hshe- 0,1 . - I 7
ren Schwingform zustrebt, kann man den Grenzwert von 02 W\ JI ! IJ{_’_
Gl. (13) fiir 6 = 0 nur mit Gl. (14) vergleichen, was aber 03 \ d=1i 1 ; yii
physikalisch nicht sinnvoll ist, wie die Schwingformen "y \ l | ; 17
Bild 2 zei 04} g=02 : o
P gen. \ \/ J | ! // /
Ahnlich verhilt es sich fiir § = oo. Dies wird durch d; =0 05 “‘ \\ \ 1 7 "
oder dg = oo erreicht. Im ersten Fall ergibt sich nach 06 A\ \ i i 7 /
Gl. (13) eine quadratische Abhingigkeit von dy 07 \ \\ : { / ,/ /
L /\ N\ \\1 [ "/ [
9 9 08 d=2 \ 1 7
wg gy = Kdj (16) 09 \ { /}/ /
1 | N Vi
— . : U 10 e
Diese wird auch in Bild 2 deutlich. Physikalisch ist dieser
Fall jedoch uninteressant. Fiir dy = co stellt sich das
physikalisch vorstellbare Modell einer an einem elasti-
schen Stab angeschlossenen einfach gestiitzten unend-
lich grofien Masse ein. Fiir dieses ist die Eigenfrequenz Bild 6
Null. Dieser Wert wird aber durch den Rayleigh-Quo- Schwingformen des abgesetzten symmetrischen Balkens
tienten nicht erreicht.
2. Abgesetzter, symmetrischer Balken 9
. . . q
Bild 5 zeigt den symmetrischen abgesetzten Balken. Da i | ' G
die Uberlegungen nur fiir die Grundschwingung gelten
sollen, kann mit dem dargestellten Ersatzmodell gear- ELy EL ELy
beitet werden. L L L
L L ¢ Bild 7
ET1;QA1 | ELz;9A, | ELy5Q9A1 Eigengewichtsbelastung des Balkens Bild 5
Vi + Vi
I e R Fishrt man als Bezugsgroe die Eigenkreisfrequenz des
L l glatten Stabes der Linge 3l1:
1 2 ol .
EL | €L 2. Ehnrt aEd) -
/ 2 =
— g pA; 31 129617
ein, so lassen sich aus Gl. (18) iiber k; die Werte fiir
Bl S wf/ w*g in Abhingigkeit von & berechnen. Zugehérige
Abgesetzter symmetrischer Balken Schwingformen zeigt Bild 6.
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Fir die Bestinmung der statischen Biegelinie als
Schwingformansatz gilt das Modell Bild 7.

. 2 2
Mitqy =md}/4; qp=mdy/4; §=dy/d;
ergibt sich nach aufwendiger Rechnung:

2 EI Z

1
Wy = <= 20
R1 pA114 N (20)

7 =5%(0,25000 + 0,5833352 + 0,608335% +
+0,416665° + 0,166675%)

N = 0,04167 + 0,1826352 + 0,334635 + 0,396165°
+0,361098% + 0,2259851° + 00964352
+0,0277854

Bezieht man wieder auf w*g, Gl. (19), so ergeben sich
die Werte wlzll / w*; in Abhiingigkeit von 8.

Fir einen freien Ansatz liegt es nahe, die dynamische
Biegelinie des glatten Stabes zu verwenden

u(z) = sin(mz/3l) (21
man erhilt nach [2]:

4 2
2 m . Edl

(A —sinA)(1 — &%) + m*
w = °
R2 1296 pl‘;

(A —sinA)(1 —82) + 752

(22)

Mit w*> nach GI. (19) und A = 27/31 = 27/3 ergeben
sich die Werte w; 9 / w*i in Abhingigkeit von §.

Die Auftragung dieser Ergebnisse liefert Bild 8. Man er-
kennt zunichst eine gute Ubereinstimmung des Biege-
linienansatzes im Bereich 8§ <1, die fiir § > 1 schlechter
wird. Fiir den freien Ansatz ist, wie auch bei dem Bei-
spiel Bild1 nur in unmittelbarer Niihe von § = 1 eine
gute Niherung zu erreichen. Die Griinde hierfiir sind
die gleichen wie dort beschrieben.
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Bild 8

Nach verschiedenen Verfahren berechnete niedrigste reduzierte
Eigenkreisfrequenz des symmetrischen Balkens

8

3. Abgesetzter Balken mit zwei Feldern

Bild 9 zeigt das dritte Beispiel zu den abgesetzten Bal-
ken. Die exakte Eigenwertgleichung lautet:

I I
(1 -— Il— 82)2 (C1C2 Sl 82 + Sl 52 Cl 02) —(1 + I—l 82)2
2 2

I
(C1S287¢2+51Co ¢ 59) —4 1_1 a(81Cys ¢y

2
+a2CySy ey 59) = 0 (23)
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Bild 9
Abgesetzter Balken mit zwei Feldern

Mit GL (5) und & =dy/d; 1) =1y =1 sowie Kreisquer-
schnitt folgt:

1, 1,
(1=33)" Cilasism* $1Sze109) ~(1+ )

(C1S281c9+51Co 1 87) — 4 vy ($1Casy ¢
*CySz0189) =0 (24)
K2 = KI/V é

Als Bezugsgrofie dient wieder die Eigenkreisfrequenz
des glatten Stabes der Linge 21

4 4. .2
w*§ ) El,m _m Ed; (25)
pAI@)" 256,11

Aus Gl. (24) wurden die Eigenwerte k; und damit
die Frequenzverhiltnisse wf/ w*g in Abhingigkeit
von § berechnet (Bild 12). Zugehérige Schwingformen
zeigt Bild 10.

Fiir den Biegelinienansatz mit der Belastungsannahme
nach Bild 11 findet man

> _ B Z

w il
Rl oAy N

(26)

Z = 5*[0,0208 + 0,062552 + 0,15% + 0,06255°
+0,02085%)
N = 0,000579 + 0,0029152 + 0,007565* + 0,010815°

+0,0108252 + 0,0075651° + 0,00291512
+0,0005795 1%
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Bild 10
Schwingformen des abgesetzten Balkens mit zwei Feldern
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Eigengewichtsbelastung des Balkens Bild 9
2,2 5
20 D2\ __/
8 = )>/
16
‘il# //
12 A
10 o
e ESE
) ==, \—/%
Gc // ('4)3 3 GJ3
04— /,/
02
//
0 02 O4 06 08 10 12 14 16 18 20
dz
d a
Bild 12

Nach verschiedenen Verfahren berechnete niedrigste reduzierte
Eigenkreisfrequenz des Balkens mit zwei Feldern

Verwendet man als BezugsgroBe wieder Gl. (25), so fin-
det man die Werte w?{I / w*§ als Funktion von & (Bild
12). Sie sind im Rahmen der Zeichnungsgenauigkeit
deckungsgleich mit wzl/ w*g.

Als freier Ansatz soll wieder die exakte Schwingform des
glatten Stabes dienen

u(z) = sin(mz/2l)

Man erhilt nach [3]
»  mEE  (1+8%
“R2” ’ P 27)
256p14  (1+82)
Mit der Bezugsfrequenz Gl. (25) findet man die auf

. . .2 2
Bild 12 eingetragenen Werte fir wp ,/w*y .
Man erkennt aus Bild 12 wiederum eine sehr gute Uber-
einstimmung des exaten Verlaufes mit der Niherung
durch die Biegelinie. Der freie Ansatz liefert nur in der
Nihe von § = 1 brauchbare Werte.

4. Beispiele fiir glatte Balken mit Einzelmassen

Es liegt die Vermutung nahe, daf auch fiir glatte Balken
mit Einzelmassen dhnliche Erscheinungen wie beim ab-
gesetzten Balken auftreten. Fiihrt man jedoch die im
Abschnitt 1 angestellten Uberlegungen durch, so besti-
tigt sich dies nicht. Drei Beispiele sollen deshalb die
Verwendbarkeit des Rayleigh-Quotienten hierfiir de-
monstrieren.

Bild 13 zeigt einen zweifach gestiitzten glatten Balken
mit Einzelmasse. Die exakte Eigenwertgleichung lautet
mit 12/11 = A, m*/m =M, M= pA(ll +12);

K=u(l+N)ky; kg =AKy:

K
(s1¢g *¢389)(CySg + 8, Cg) — 3 S989(Cy81 -5 ¢p)

+8181(Csp —Sp¢9) =0 (28)
L1 ol LZ -
&
’\gA sEL
L
Bild 13

Zweifach gestiitzter glatter Balken mit Einzelmasse

Dabei wurden wieder die Abkiirzungen Gl. (5) verwen-
det. .
Aus dieser Beziehung lassen sich iiber k; die reduzierten

Eigenkreisfrequenzen w%/ w*i berechnen. Als Bezugs-
frequenz gilt die Eigenkreisfrequenz des Stabes ohne

Einzelmasse.

EI 1r4

2
W, = oAl (=1 +lp) (29)

i und fiir
A=3 die Werte w%2 / w*:. Sie sind in Abhingigkeit
vom Massenverhiltnis u in Bild 14 dargestellt.

Fir A=1 ergeben sich die Werte wfl [w*

Fiir den Rayleigh-Quotienten wird als freier Ansatz die
Schwingform des Stabes ohne Einzelmasse u(z)=
sin(mz/l) verwendet. Mit der Bezugsfrequenz Gl. (29)
findet man

9



(30)

Man erkennt leicht die sehr gute Ubereinstimmung mit
den Werten der exakten Lésung Bild 14.

10
0,9\\
08 \\
o7 \\
06+

NI _
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M= —e
Bild 14

Exakte reduzierte Eigenkreisfrequenzen als Funktion des Mas-
senverhiltnisses fiir den zweifach gestiitzten Balken

Ahnlich verhilt es sich mit dem eingespannten glatten
Balken mit Einzelmasse am Balkenende Bild 15.

L

EI;éA;m l,m*
Bild 15

Eingespannter glatter Balken mit Einzelmasse

PN

Die Eigenwertgleichung hierfiir lautet

Ky (Slcl—C1 sl)+Clc1 +1=0 (31)
Mit der Bezugskreisfrequenz
we? EI

57 SAR (32)

ergibt sich der auf Bild 16 dargestellte Verlauf w% / w*g =
f(u). Fiir den Rayleigh-Quotienten wird vom Ansatz

mz
u(z) = (1 — cos ~21—) (33)

ausgegangen. Man findet mit G1. (32)

10

<“’R 2 ~ n 1
w* T 32 3 4 (34)

f 14
(g )212 __ 12,3596
@ X(wR)Z
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2 G);
2 ~
0 05 10 15 20 25 3’0m* 35
# = rr—ﬁ -

Bild 16
l\{ach verschiedenen Verfahren berechnete exakte reduzierte
niedrigste Eigenkreisfrequenz des eingespannten Balkens

Die damit gefundenen Werte sind mit (x) auf Bild 16
eingetragen. Sie zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung
des Rayleigh-Quotienten mit der exakten Losung.

5. Zusammenfassung

Der Rayleigh-Quotient wird verwendet, um die nied-
rigste Eigenfrequenz von Biegeschwingungssystemen ab-
zuschitzen. Dabei geht man von geschitzten Schwingfor-
men aus und erhilt mit Hilfe einer energetischen Uberle-
gung einen Niherungswert, der iiber der niedrigsten
Eigenfrequenz liegt. ErfahrungsgemiB ist der Ansatz
einer der Schwingform angepafiten statischen Biegelinie
sehr giinstig. Fiir Kontinua mit verinderlichem bzw. ab-
gesetztem Querschnitt bestitigt sich dies. Der dazu erfor-
derliche Aufwand entspricht jedoch dem der exakten
Losung, weshalb diese Ansatzfunktion ausfillt. Fiir freie
Ansitze, auch wenn sie den geforderten Bedingungen
entsprechen und fiir den glatten Balken die exakte
Schwingform beschreiben, zeigen sich bei abgesetzten
Balken nur bei sehr schwachen Querschnittsunterschie-
den befriedigende Ergebnisse. Fiir grofiere Unterschiede
wird das-Ergebnis unbrauchbar, da es nicht einmal die
Tendenz richtig widerspiegelt. Dies liegt an der Mehrdeu-
tigkeit der Eigenwertgleichung und der Eigenschaft des
Rayleigh-Quotienten, dessen Ergebnis iiber dem.zuge-
horigen hdchsten Eigenwert liegt. Fiir glatte Balken mit
Einzelmassen ist diese Gefahr nicht gegeben, der Ray-
leigh-Quotient liefert sehr gute Ergebnisse. Diese Ver-
hiltnisse werden an mehreren Beispielen demonstriert. *
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