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6. Mikrostrukturtheorie (MST)
6.1. Allgemeines

Anliegen dieses Abschnitts ist die Aufstellung einer ver-
besserten Theorie zur Berechnung des Verformungsver-
haltens von Schichtmaterialien. Auf Grund des schicht-
formigen Aufbaues variieren die Verschiebungen nicht
linear iiber den Querschnitt. In den vorangehenden Ab-
schnitten wurde bereits eine Verbesserung der Verfor-
mungsberechnung im Vergleich zur linearen Verteilung
angestrebt. Dies erfolgte in einem zweiten Niherungs-
schritt, aufbauend auf der Losung des linearen Problems.

Im Gegensatz zu diesen Modellen werden in der Mikro.
strukturtheorie von vornherein lokale Freiheitsgrade be-
ziiglich der Verschiebungen und Rotationen der Schich-
ten angenommen.

Die im folgenden abgehandelte Theorie stiitzt sich me-
thodisch auf die grundlegenden Arbeiten von Herrmann,
Achenbach und Sun [14] bis [16]. Darin werden alter-
nierend aufgebaute Schichtverbunde betrachtet, wobei
die Schichtdicken als gleich grof vorausgesetzt sind. Es
wird davon ausgegangen, dafi die Verbunde aus sehr
vielen Schichten bestehen, worauf sich ein wesentlicher
Schritt der theoretischen Ableitung bezieht. Die Ge-
samtenergie des Verbundes, bestehend aus der Summe
iiber die Teilenergien der Schichten, wird in eine inte-
grale Form iiberfiihrt, d. h. die urspriinglich diskreten
Verschiebungsfunktionen bzw. Koordinaten (u(k), z)
werden durch kontinuierliche Variablen ersetzt. Um die
Berechnung von Schichtverbunden mit einer geringen
Schichianzahl zu ermidglichen, wird dieser Ubergang
hier nicht vollzogen. Soweit bekannt, wurde die MST
bisher zur Loésung dynamischer Probleme angewandt;
sie wird hier jedoch zu statischen Berechnungen herange-
zogen, da wegen der zusitzlichen Freiheitsgrade fiir die
Verschiebungsansitze eine Einbeziehung lokaler Einfliis-
se moglich wird.
Die Erweiterung der bisherigen MST erstreckt sich auf
die im folgenden angefithrten Punkte:
1. Verstirkungsschichten (Lagen) sind anisotrop;
2. antisymmetrischer Aufbau zur Mittelebene, d. h. Be-
riicksichtigung von Mittelflichenverformungen;
3. Beriicksichtigung von Anfangsspannungen;
4. Anwendung auf statische Probleme.

Bei der Abhandlung der Theorie werden nur die wichti-
gen funktionellen Abhingigkeiten dargestellt, die relativ
langen ausfiihrlichen Ausdriicke (bzw. DGL-Systeme)
kénnen in der Arbeit [1] nachgeschlagen werden.

6.2. Ableitung der Grundgleichungen
6.2.1. Verbundmodell und Voraussetzungen

Es wird eine Verbundplatte betrachtet, die aus n Schich-
ten aufgebaut ist. Ein Element aus diesem Verbund ist
in Bild 1 dargestelit. Das Koordinatensystem (x,y,z’)
bezieht sich auf den gesamten Schichtverbund und das
System (x,y,z’) auf eine Schicht (k). Mit z; wird der
Abstand der Mittelfliche (z’ = 0) einer Schicht (k) von
der Bezugsfliche (z = 0) bezeichnet, d ist die Dicke der
Schicht (k). Die geometrischen Abmessungen in den
Richtungen (x,y,z) sind a, b und h. Die effektiven
elastischen Konstanten jeder Schicht berechnen sich
nach dem in Kap. 1.2. dargestellten Konzept, wobei die
dort getroffenen Voraussetzungen beziiglich des Mate-
rialverhaltens gelten.

Ausgangspunkt der Ableitungen sind im wesentlichen die
folgenden drei Grundannahmen:

1. lineare Verschiebungsansitze iiber die Dicke (di)
jeder Schicht (k);

2. ebene Querschnitte innerhalb einer Schicht (k) vor
der Deformation, die normal zur Mittelebene dieser
Schicht sind, bleiben nach der Deformation eben,
aber nicht normal zu dieser;

3. Annahme eines ebenen Spannungszustandes in jeder
Schicht (k).
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6.2.2. Verschiebungen, Deformation

Ausgangspunkt der Ableitung bildet die Aufstellung der
Verschiebungsansiitze innerhalb der Schichten:

W _ o)

i i

r < (k
7 &% (x,y,1) (6.1)
W~ (@0 (0 ()

Die u?(k) bedeuten die Mittelflichenverschiebungen und
q)(ilz() die Rotationen der k-ten Schicht. Die Rotationen
sind entsprechend der SDT definiert, jedoch mit anderem

Vorzeichen, sie enthalten die mittleren Scherdeforma-
tionen der einzelnen Schichten. Zur Vereinfachung der
Schreibweise wird der Index z im weiteren weggelassen,

d. h.
=gk - g
iz i ki

Entsprechend der iiblichen Annahme in der Platten-
theorie werden die Deformationen in z-Richtung ver-
nachlissigt, so daf die Durchbiegungsfunktion unab-
hingig von der z-Koordinate wird:

) =g - (6.2)
44 z

Hieraus folgt:

wk) = olk) - o (x,y,t) (6.3)

Die Deformationen berechnen sich in der iibiichen Weise
aus den Verschiebungen (vgl. 3.2.).

Als Hookesches Gesetz sind die Beziehungen vor (2.8)
fiir jede Schicht (k) giiltig.

Im Gegensatz zu den bisher abgeleiteten Modellen sind
die Verschiebungsansitze (6.1) nicht von vornherein an
den Grenzflichen der Schichten stetig. Aus diesem Grun-
de mub eine entsprechende Bedingung beriicksichtigt
werden. An den Grenzschichten wird gefordert:

k k+1
o (4 /2) =D (@ /2) (6.4)
Werden die Ansatze (6 1) emgesetzt ergibt sich:

o(k+1) o(k} _ (k) (k+1) - =
Y Y 2 dk q)l 2 dk+ q)l (6. )
Diese Beziehung erméglicht eine erste Reduzierung der
Freiheitsgrade des Systems, da alle Verschiebungen der

Mittelfliichen auf die einer einzigen Schicht (r) zuriick-
fiihrbar sind.

6.2.3.Das elastische Potential

Im folgenden soll das elastische Potential unter Beriick-
sichtigung von Anfangsspannungen aufgestellt werden.

Die Anfangsspannungen werden als konstant angenom-
men und sollen in den Richtungen der x- und y-Achse
wirken. In den Schichten ist vor der Biegebelastung der

(k) ()

Spannungszustand o vorhanden.

Die Deformationsenergie, bezogen auf die Einheitsfliche,
berechnet sich aus den Anteilen
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1
7% = n(k)+ 7 ® = Z oK) (k) (k) ij=1,2,4,5,6
2 ‘J 4
(6.6)
wobei ') das Potential der Anfangsspannungen bedeu-
tet. Werden fiir die Spannungen die Beziehung (2.8) und
fiir e(il;) die nichtlinearen Deformationen eingesetzt, be-

kommt man nach Vernachlissigung von Termen héherer
als zweiter Ordnung:

dkl2

2= S @y &+2q e € +20
-d

k/2 (6.7)
+Q22 20165 sy 0667xy C447

16x xy

(k) 1 (k)
+2C457y27 557 ) dz + 27

Die potentielle Energie der Anfangsspannungen (vgl.
Biot [17]) berechnet sich aus:

dk/z

o(k k), 2, 2, 2 K) (02002, 02\ a!
2n (k) _ f (E(X )(u’x*v’x+w’x) +6(y )(u’y+v’y +w,y)) dz

d
k/2 (6.8)

Wenn die Anfangsspannungen jedoch wesentlich geringer
als die elastischen Moduln in entsprechender Richtung
sind, sollte es moglich sein, die Energieanteile der Ver-
formungen in Plattenebene zu vernachlissigen:

k/2
w0 @2

-dk/2

w ) dz' (6.9)

Werden die Verschiebungsansitze (6.1) in die Deforma-
tionen und diese in (6.6) eingesetzt, ergibt sich folgende
Abhiingigkeit fiir die Gesamtenergie:

n

n= 2 70 ®,00 v a® o) (610
k>1

Die kinetische Energie einer Schicht lautet:

dk/2
(k) _ (k) , (k)2
2T = A AR U

-dk/2

2 2 )
T w611
Die Gesamtenergie ergibt sich durch Summation zu:

n .
k), oK) o(k) 4 k k
T=Z T W V0 we iz,qﬁ )y (6.12)
k=1

Entsprechend den Beziehungen (6.10) und (6.12) sind
die potentielle bzw. kinetische Energie von insgesamt
f=4n + 1 Freiheitsgraden abhingig.

Wie bereits angedeutet, erreicht man durch die Ausnut-
zung der Stetigkeitsbedingung fiir die Verschiebungen
eine Reduzierung der Freiheitsgrade. Wird (6.5) in (6.10)
eingesetzt, ergibt sich folgende funktionale Abhingig-
keit:



n
=S 0 o) oM o
k=1

bzw.

n

n=>> 1M o Lo
k=1

wobei r eine beliebige Schicht (k = r) darstellt.

Somit treten nur noch (f = 2n + 3) im allgemeinen un-

abhiingige Funktionen auf; gleiches gilt fiir die kineti-

sche Energie.

a0 o)
x 'y

(6.13)

,q,(k)’q,(k))
x 'y

6.2.4.  Annahme iiber die Verschiebungen der Mittel-
flichen der Schichten

6.2.4.1. Beliebiger Verbundaufbau

Um vom Energieausdruck (6.10) auf die Form von
(6.13) zu kommen, muf an jeder Grenzfliche die Be-
dingung (6.5) erfiillt werden. Bei einem Verbund mit vie-
len Schichten bedeutet das einen betrichtlichen Rechen-
aufwand. Zum anderen wird deutlich, da fiir jede Auf-
bauvariante der Ausdruck fiir die Energie neu aufgestellt
werden muf. Zur Vereinfachung der Rechnung wird des-
halb die folgende Annahme iiber die Mittelflichenver-
schiebung der Schichten getroffen die besagt, daf die
Mittelflichenverschiebungen nach der Deformation in
einer fiktiven Ebene bleiben sollen. Dem unsymmetri-
schen Aufbau wird durch die Beriicksichtigung von Ver-
schiebungen in der Mittelfliche z = 0 Rechnung getra-
gen. Der Ansatz lautet:

w® =07 (3,0 — 7 ¥ (x,y,0) (6.14)

Die U9 stellen die Verschiebungen in der Mittelfliche

(z=0) und 11/ die Rotationen von Ebenen senkrecht
dazu dar (Makrorotatlonen) Wie bereits fiir die Mikro-
rotationen wird wieder

\bz =0 (6.15)
angenommen.

Die Stetigkeitsbedingungen (6.5) nehmen nach Einset-
zen von (6.14) folgende Form an:

_ (k) (k+1) )
Y, =m & +m & (6.16)
mit

d
_ k 1
m = - mk 1 k
Kodotdy,

Werden die potentielle und kinetische Energie des Ge-
samtverbundes berechnet, zeigt sich folgende Abhingig-
keit:

(6.17)

n
- (k) (11° v© ,© (k) g(k)
7?-27? (U 7V ,W ’wxawy’¢x 7¢y )

k=1 (6.18)
n .
T = TR poevye ° o (k)
r —Z -[‘ (U’t’ Vatn w’t, ‘l/x’t, ‘pY, E} X, t ’ )
k=1

Wegen der Abhiingigkeit zwischen Mikro- und Makroro-
tationen (6.16) wird (6.18) weiter vereinfacht zu:

n
n=> a® UV, u v, o, 0"

k=1 (6.19)

k) (0 &
T ZT( (U’t’V’t’ ’t’ lI/x R wy,t’ q)x,t ’ q)y,t )
k=1

In diesen Beziehungen treten jeweils noch sieben Frei-
heitsgrade auf. Der idquivalente Ausdruck der allgemei-
nen Theorie enthielt f=2n+ 3 unabhingige Funktio-
nen. Die auftretende Verringerung der Freiheitsgrade fiir
n > 2 stellt jedoch keine wesentliche Einschrinkung der
Giiltigkeit dar, da die Energieausdriicke die wichtigen
Effekte (Mikrorotationen) enthalten.

6.2.4.2. Spezialisierung auf Verbunde mit zwei unter-
schiedlichen Schichtarten

Die bisher allgemein abgehandelte Theorie wird jetzt
auf die geometrische Aufbauweise des Radialreifengiir-
tels spezialisiert. Bekanntlich ist dieser im allgemeinen
alternierend aus Lagen und Zwischenschichten aufge-
baut. Die Lagen werden mit Index (1) und die Zwi-
schenschichten mit (2) gekennzeichnet. Es wird ange-
nommen, daf die Lagen alle die Dicke dj und die Zwi-
schenschichten die Dicke dg aufweisen.
Unter diesen Voraussetzungen folgt aus den Stetigkeits-
bedingungen (6.16):
@gk) = le) k: Verstirkungsschichten

(6.20)
<I>§k) = (I>§2) k: Zwischenschichten

d. h., die Rotationen der Querschnitte sind fiir die ein-
zelnen Schichtarten gleich.

Als Resultat dieser Bedingungen kann jetzt die Summa-
tion im Knergieausdruck unterteilt werden in die Teil-
Summen iiber die Schichtarten 1 und 2. Der Energicaus-
druck (6.18) lautet nunmehr:

n
1
- (1k) o yo ° (1) (1)
n=d" WV v 0,8
k:
! (6.21)

n
2
£ ATV Wy, v, 82, 02

Infolge der Stetigkeitshedingungen sind nicht alle Funk-
tionen unabhiingig voneinander. Unter Beriicksichtigung
der Bedingungen (6.20) lauten diese:

- (1) (2)
v =g my

(6.22)
4 .

m, = , my=1-m

17 4, +d, 2 1

bzw.

= (@, —m o) (6.23)
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Wird im Energieausdruck (6.21) ¢(i2) entsprechend

(6.23) ersetzt, bekommt man die potentielle Energie in
Abhiingigkeit von unabhingigen Funktionen:

10 vo 0 1) &1
n n(U k] V y W o, ll/x, ‘pys (I)X ] (DY ) (6'24')
bzw.
w® 1) (1)
T T(U’t’ ’t’ at’ wx’tv \py;t’ x t 1 )

Somit kann nun zur Lésung des Problems auf der Grund-
lage einer Variationsaufgabe iibergegangen werden. Dazu
wird entweder die Beziehung (6.21) verwendet, wobei
die Stetigkeitsbedingungen mittels der Methode der
Lagrangeschen Parameter erfiillt werden miissen, oder es
wird die Beziehung (6.24) benutzt, die nur noch unab-
hiingige Funktionen enthilt.

6.2.5. Niherungstheorie (MSTN)

Der hier speziell interessierende Schichtverbund, ent-
sprechend dem Radialreifengiirtel, ist aus faserverstirk-
ten Schichten und Zwischenschichten aus isotropem
Material aufgebaut. Das Zwischenschichtmaterial
(Gummi) ist wesentlich ,weicher” als das effektive
Material der Lagen. Deshalb scheint es plausibel, daf die
Scherdeformationen im Verbund hauptsichlich von den
Zwischenschichten aufgenommen werden und die Scher-
deformationen in den Lagen niherungsweise vernach-
lissigt werden konnen:

M=y gy (6.25)
x X y y

Die Giiltigkeit dieser Annahme fiir die verwendeten Ma-

terialien wird anhand der Ergebnisse iiberpriift. Nach

Einsetzen dieser Beziehungen in (6.24) werden die Ener-

gien von folgenden Variablen abhiingig:

n

n=> a0 @ vewe,y v,) (6.26)
k=1

T= ZT(k)(U,t, W V) (6.27)

6.3. Allgemeines zur Ldsungstheorie

Das zu losende elastische Randwertproblem wird in
Form einer Variationsaufgabe formuliert. Zur Aufstel-
lung der Bewegungsgleichungen wird das Hamiltonsche

Variationsprinzip verwendet:

5 [ [ Laxdydt+ [ n_di=0 (6.28)
ty, A
mit L=T -9

n, bedeutet die Energie der duBieren Krifte, die auf der
Oberfliche A bzw. den Rindern 1 wirken (vgl. [1]). Die
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Losung ist auf unterschiedlichen Wegen méglich; entwe-
der durch sog. ,,direkte Methoden™ wie z. B. das Ritz-
sche Verfahren (vgl. Kap. 6.4.3.) und die Galerkinsche
Methode, die auf dem Energieausdruck basieren, oder
iiber ein partielles DGL-System, welches aus den Euler-
schen DGLen folgt (vgl. 6.4.2.). Dabei wird die integrale
Formulierung der Aufgabe (6.24) durch die dquivalente

differentielle ersetzt:

=1 L0(—) kel o, ¢ -
qr aqr
oL (6.29
op;
mit q, : kartesische Koordinaten x, y, t

p; : unabhingige Funktionen
1 : hochste Ordnung der Ableitungen in L

Zusitzlich miissen die Randbedingungen erfiillt werden,
die z. B. aus der partiellen Integration von (6.24) erhal-
ten werden konnen (vgl. [1]).

6.4. Losung spezieller Randwertprobleme
6.4.1. Verbundaufbau

Entsprechend dem Aufbau des Radialreifengiirtels wird
ein antisymmetrischer Schichtaufbau gewihlt. Da die
Zwischenschichten aus isotropem Material bestehen,
gilt

d2-02-0. (6.30)

Es wird vorausgesetzt, daf die Lagen alle die gleiche
Schichtdicke dj und die Zwischenschichten die Dicke
dg aufweisen.

Es werden die gleichen Aufbauvarianten wie bei den
Randwertproblemen von Kap. 5 gewihlt, um einen Ver-
gleich der Theorien zu erméglichen, d. h. es wird ein 2.
3 und 7schichtiger Verbund berechnet. Als Verstir-
kungsmaterial wird wiederum Glascord verwendet,
sofern nicht gegenteiliges angegeben ist. Es gelten die
Normierungen (5.2) und die elastischen Konstanten ent-
sprechend Tabelle 1.

6.4.2. Allseitig einfach unterstiitzter Plattenverbund

Um einen Vergleich zu den iibrigen Modellen zu ermdg-
lichen wird zuniichst der Fall der einfach unterstiitzten
Rinder berechnet. Die Randbedingungen werden dafiir
wie folgt gewihlt:

MST: ‘x=o,a: U%=w’=y
y=o,b: V°=w’=y_=N_=M

MSTN: x=o0,a: U°=w’=y
y=ob: Vo=w’=y =



(wobei M bzw. m Makro- bzw. Mikromomente bedeuten
(vel [1D))-

Die Losung des Randwertproblems erfolgt mittels der
DGL-Systeme fiir die MST bzw. MSTN, welche aus den
Eulerschen DGLen (6.29) gewonnen werden (vgl. [1]).

Fir das spezielle Randwertproblem lassen sich Ansatz-
funktionen in Form von Fourierreihen aufschreiben,
die sowohl das DGL-System als auch die Randbedingun-
gen erfiilllen. Die Belastungsfunktion wird ebenfalls in
Form einer Fourierreihe entwickelt, wobei eine gleich-
formige Flichenlast angenommen wird.

Werden die Fourieransitze in die entsprechenden DGL-
Systeme fiir die MST bzw. MSTN eingesetzt, erhilt man
inhomogene Gleichungssysteme, die auf der Rechen-
anlge BESM-6 gel6st wurden.

6.4.3. Allseitig eingespannter Plattenverbund

Der Verbundaufbau wird entsprechend dem des voran-
gehenden Kap. gewihlt. Die Losung wird auf der Grund-
lage der in Kap. 6.2.5. beschriebenen Naherungstheone
(MSTN) durchgefiihrt.

Wegen der Randbedingungen ist es nicht méglich, An-
satzfunktionen zu finden, die zusitzlich zu den Randbe-
dingungen das DGL-System erfiillen. Man ist folglich ge-
zwungen, Naherungsmethoden anzuwenden.

Im folgenden wird das Ritz’sche Verfahren zur Lésung
des Problems herangezogen.

Ausgangspunkt stellt die Variationsaufgabe in der Form
des Hamilton-Prinzips dar (vgl. 6.28). Zur weiteren Ab-
leitung werden Ansitze fiir die Verschiebungsfunktionen
in Form von Reihen aufgestellt:

m,n
= (p) (P) p)

£ - Z AP P () 6P (3) (6.33)
i

Im Falle des MSTN sind unter den f, die Verschiebun-

gen (U°, V°, w®) und die Rotationen (¥, Yy) zu ver-

stehen. Die Funktion f stellt eine Linearkombination der

voneinander linear unabhingigen Funktionen a;(x) bzw.

Bi(y) in den Koordinatenrichtungen x bzw. y dar. Es ist

zu bemerken, daf diese Funktionen die geometrischen

Randbedingungen entlang x = 0, a und y = o, b erfiillen

miissen.

Diese werden wie folgt angenommen:

X=o0,a:

b U°=V°=wC= v = \py =0 (6.34)

Zur Erfillung dieser Bedingungen werden die Ansitze
(6.33) in folgender Form aufgestellt:

U VoW, ¥ W)= Z(A B, C; ;o Eyp) sin

i
(6.35)

imx Jﬂy
——sm -

d. h. es gilt:

(p)=sm T

: p=1...5 (6.36)
B{p)=sin ny
i b

Fir die Verteilung der Querlast werden zwei Fille be-
trachtet: Zum ersten eine gleichférmige Verteilung iiber
die Gesamtfliche und zum zweiten eine gleichférmige
Verteilung iiber eine rechteckige Teilfliche, mit den
AusmaBen a; und by. Die Ansatzfunktionen (6.33)
bzw. (6.35) werden in die Energieausdriicke der Varia-
tionsaufgabe eingesetzt. Wird die Belastung q entlang
der Oberfliche betrachtet, gilt:

n,= f qw dx dy 6.37)
A

Nach Einsetzen der Ansitze entsteht ein Niherungs-
ausdruck fiir die Gesamtenergie:

H=T+n —n= H(fp) (6.38)
Beim Ritz’schen Verfahren wird die Forderung (6.28)
§H=0 (6.39)

durch die Forderung des Minimums fiir H in Abhingig-

keit von den Koeffizienten Agjp) ersetzt:

aH(AP))
1
-0 (6.40)
(p)
aA®)

Durch diese Gleichungen werden die Koeffizienten Agjp)

bestimmt, und man erhilt eine Niherungslésung fiir die
Verschiebungsfunktion fj,.

Die Giite der Niherung bzw. die Konvergenz hingt von
der Anzahl der Terme (m,n) in den Ansitzen (6.35) ab,
wobei die Anzahl i. allg. vom mathematisch-numeri-
schen Aufwand begrenzt wird.

Werden die Ansitze (6.35) in die Bedingung (6.40) ein-
gesetzt, ergibt sich nach Differentation nach den Koeffi-
zienten Ag), Bk), Cki1, Dk1, Ekj ein System von m * n +
prqtres+d-c+e-f algebraischen Gleichungen.
Ferner wird angenommen, dafi die Summationen in allen

Funktionen von (6.35) bis
m=n=a

ausgefiihrt werden. .
Das Gleichungssystem nimmt folgende Gestalt an:

RX=P (6.41)
B F1 ®12 ®13 j14 RIS ]
f{22 ﬁzs 'ﬁ24 ﬁzs
R- B3 ®M ®® (6.42)
symm. RH RS
L R
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und

" . -
R1111 Rmnll
RY (6.43)
ij ij
R11mn T Rmnmn

(fiir i=7j ist Eﬁ symmetrisch).

In R sind alle geometrischen Gréfien und Materialeigen-
schaften enthalten.
X stellt den Verschiebungsvektor dar:

T _ . . .

_)_( = [A11 - Amn,B11 .. an,Cn - Cmn,
(6.44)
B11 .. Dmn; E11 - Emn]
Durch P werden die duferen Krifte beschrieben:
PT=[0...0;0...0:£, ...£_;0...0;0...0]]
(6.45)
mit
_ 9n,

fa = (6.46)

3Gy

Zur Vereinfachung der numerischen Auswertung des
algebraischen Gleichungssystems (6.41) wird die Matrix
R, deren Koeffizienten Matrizen darstellen, in eine
Matrix A iberfiihrt, deren Elemente Zahlen sind. Es lift
sich folgende allgemeine Zuordnung formulieren:

R=A

bzw.

RY® Giki=1...0)=Apq:
ijkl Pq;

P=(y-1)a2+1...ya2;

q=(06-1a2+1...580a2

mit

7,6 =1.234,5

Im Fall von o = 4 erhilt man beispielsweise einé Matrix
A der Dimension 80 x 80. ‘

(6.47)

Das Gleichungssystem lautet nunmehr

Die Losung wurde auf der Rechenanlage BESM-6 ausge-
fithrt. AnschlieBend werden einige Ergebnisse vorgestellt.

6.4.4.Ergebnisse

Zunichst wird in Bild 2 ein Vergleich der verschiedenen
Modelle angegeben. Fiir die Normalverschiebungen ist
festzustellen, daB sich entsprechend der beiden Grund-
modelle (lineare Ansitze iiber Gesamtquerschnitt bzw.
lineare Ansitze iiber Einzelschicht) zwei Gruppen aus-
bilden. Die SDT und MSDT zeigen den bereits diskutier-
ten Verlauf. Als wesentlichen qualitativen Unterschied
weisen die MST bzw. MSTN iiber den gesamten Quer-
schnitt die gleichen Rotationen innerhalb der einzelnen
Schichten auf. Daraus resultierend ergeben sich auch die
maximalen Abweichungen in den inneren Lagen des Ver-
bundes. Im iibrigen Bereich tritt zwischen beiden Model-
len (MST und MSDT) eine Abweichung von etwa 10 %
auf.

Fiir die Verschiebungen in Richtung der geringeren Plat-
tenausdehnung ist analog zu den Losungen der SDT bzw.
MSDT eine wesentlich geringere Variation der Rotation
von Schicht zu Schicht zu verzeichnen.

Entsprechend der Annahme (6.14) iiber die Verteilung
der Normalverschiebungen der Mittelflichen der ein-
zelnen Schichten ergibt sich eine lineare Verteilung
dieser Punkte iiber den Querschnitt. Im Vergleich zu
Literaturergebnissen, die auf der Grundlage der Metho-
de der finiten Elemente [18], [19] bzw. exakten elasti-
schen Losungen fiir 3schichtige Verbunde erhalten wur-
den, erkennt man die Giiltigkeit dieser Annahme.

Zur linearen Verteilung innerhalb der Einzelschichten
liBt sich mit Sicherheit, wiederum durch Vergleich zur
exakten Losung, sagen, daB sie sowohl fir den drei-
schichtigen als auch fiir den siebenschichtigen Aufbau
in geniigender Genauigkeit (Apax = 5 %) die Realitiit
beschreibt. Jede Verbesserung in dieser Hinsicht wiirde
den sich damit betrichtlichen erhéhenden Rechenauf-
wand nicht rechtfertigen.

Ein Modellvergleich fiir die Durchbiegung zeigt, dab
die Ergebnisse der MST und MSDT zusammenfallen,
wohingegen die Durchbiegung bei der MSTN um maxi-
mal 15 % unterschitzt wird (Bild 3b).

Es li6t sich schluBfolgern, dab fiir Schichtverbunde mit.
den hier vorliegenden geometrischen wie elastischen

AX=P (6.48) Eigenschaften eine Beriicksichtigung von Schereffekten
auch in den Verstirkungsschichten notwendig erscheint.
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Bild 3a gibt Auskunft iiber die verschiedenen Maglich-
keiten der Beriicksichtigung der zusitzlichen iuBeren
Normalspannungen bzw. Deformationen. Es gilt: a) Be-
riicksichtigung aller Verschiebungsterme im Energieaus-
druck (6.8); b) Vernachlissigung der Wirkung der dube-
ren Krifte auf Biegung; c) Vernachlissigung aller Nor-
maldeformationsanteile in Plattenebene. Fiir eine Defor-
mation von 10 % ergeben sich Abweichungen von 5%
bei den Modifizierungen entsprechend b) und c). Die
Anwendung des vereinfachten Ausdrucks (6.9) ist des-
halb unbedenklich.

Neben dem einfach unterstiitzten Schichtverbund wurde
der allseitig eingespannte Verbund berechnet.

Zunichst wird das Konvergenzverhalten der Durchbie-
gungsfunktion w in Abhingigkeit vom Ordnungsparame-
ter a untersucht. Es zeigt sich, daf eine Erhéhung von
@ =3 auf a=4 kaum noch eine Verinderung bewirkt.
Somit wird festgestellt, daf mit der Ordnung a = 4 eine
brauchbare Niherungsldsung gefunden wird.

Ein Vergleich der Verschiebungen fiir die unterschiedli-
chen Randbedingungen zeigt Bild 3b bzw. Bild 4. Es ist
zu erkennen, daB fiir den eingespannten Fall die Mittel-
A A
flichenverschiebung U®, die mittleren Rotationen Yy
A A
und auch die lokalen Rotationen q)(xl) bzw. ¢(x2) kleiner
als fiit die einfach unterstiitzten Riinder sind. Die Durch-
biegung in Abhingigkeit vom Faserbettungswinkel ist
ebenfalls durch die Randbedingungen stark beeinfluft.
Vor allen Dingen im Winkelbereich © <30° ist die
Durchbiegung wesentlich geringer als fiir einfach unter-
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Bild 4
Allseitig eingespannte und einfach unterstiitzte Rinder
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Bild 3
Vergleich der Verschiebung fiir unterschiedliche Niherungen

des Energieausdruckes (6.8) und Vergleich der Durchbiegung
fiir verschiedene Modelle

stiitzte Rinder. Die Durchbiegung reagiert betrichtlich
schwicher auf die Anderung von ©.

7. Zusammenfassung

Inhalt vorliegender Arbeit ist die Erstellung eines Mo-
dells fiir das deformationsmechanische Verhalten des
Giirtels eines Radialreifens, welcher einen Mehrschicht-
verbund aus Komponenten mit extrem unterschiedli-
chen Moduln darstellt.

Dariiber hinaus ist ein solches Modell grundsiitzlich auch
auf andere Verbundsysteme entsprechenden Aufbaus an-
wendbar.

Auf der Grundlage einer schichtférmigen Modellierung,
wobei die effektiven elastischen Konstanten der Einzel-
schichten mittels Berechnungsvorschriften aus der ent-
sprechenden Literatur gewonnen werden, werden ver-
schiedene Modelle erarbeitet. Von besonderer Bedeutung
ist die Einbeziehung von Schereffekten wegen der hohen
Modulunterschiede von Schicht zu Schicht. Eine Modell-
iibersicht ist in Bild 3 angegeben. Diese Modelle werden
zur Losung unterschiedlicher Randwertprobleme heran-
gezogen. Einige Ergebnisse sollen im folgenden zusam-
mengestellt werden.

Es wurden verschiedene Randwertprobleme fiir zwei,
drei und siebenschichtige Verbunde geldst.

Die Ergebnisse aller Modelle zeigen, daf Schereffekte
bei vorliegenden Materialien fiir eine relative Linge
S = a/h < 80 beriicksichtigt werden miissen.

Es wird festgestellt, daB erst bei S > 50 die Losung mit-
tels linearer Ansitze fiir die Verschiebungsverteilung
iiber den Querschnitt brauchbare Ergebnisse liefert. Die
Mittelfliicheneffekte auf Grund des unsymmetrischen
Giirtelaufbaues beeinflussen die absolute Grofe der Ver-
formungen wesentlich.

Die Annahme linearer Verteilung der Verformungen in
den einzelnen Schichten hei der MST stellt eine gute Ni-
herung dar, die Beriicksichtigung weiterer Terme wiirde
den Rechenaufwand nicht rechtfertigen.

Das Modell der MST erweist sich zur weiteren theoreti-
schen Untersuchung des Radialreifens als am geeignet-
sten, da lokale Effekte beriicksichtigt werden und keine
zusiitzlichen Integrationen nach Erhalt der Losung mit-
tels der Ausgangsansiitze notwendig sind.
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