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1. Einleitung

Die dynamische Analyse groBier, komplexer Strukturen
mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM) fiihrt oft
auf groBdimensionierte Matrixeigenwertprobleme, deren
Berechnung sehr kostenaufwendig oder sogar praktisch
undurchfiihrbar werden kann.

Insbesondere gilt dies fiir dreidimensionale Modellierun-
gen, die in der Regel groBdimensionierte, breitbandige
Matrizen fiir das allgemeine Matrixeigenwertproblem
liefern. Die Losungen des Matrixeigenwertproblems sind
die Eigenfrequenzen (Resonanzstellen) und die zugehs-
rigen Eigenvektoren, die die Basis fiir modale Methoden
bei der Berechnung stationirer und transienter Schwin-
gungen bilden.

Seit etwa Mitte der sechziger Jahre werden Verfahren
zur Kondensation aus der FEM resultierender grof-
dimensionierter Matrixeigenwertprobleme verdffentlicht
[1] bis [3], um den Rechenzeit- und Transferaufwand fiir
deren Losung zu reduzieren. Die meisten Autoren gehen
davon aus, daf die Matrizen der Gesamtstruktur durch
Elimination von Freiheitsgraden (sogenannte ,.interne”
oder ,slaves”) in ihrer Dimension verringert werden. Das
System wird damit auf eine Anzahl Freiheitsgrade, die
»externen” oder ,masters”, kondensiert. Die Lage und
Anzahl der externen Freiheitsgrade wird in der Regel
durch Erfahrungen, Versuche und gewisse Vorschriften
[4] bestimmt. In der letzten Zeit wurden auch Verfah-
ren zur automatischen Berechnung der externen Frei-
heitsgrade [8] mit Erfolg angewandt, die aber einen fiir
grofidimensionierte Systeme nicht unerheblichen Auf-
wand erfordern. Die Kondensation fiithrt immer zu einer
Verkiirzung des berechenbaren Ausschnitts aus dem Fre-
quenzspektrum [5]. Bis zu welchen Eigenfrequenzen das
reduzierte System iiberhaupt bzw. brauchbare Lésungen
liefert, soll im weiteren gezeigt werden. Fiir die prakti-
sche Berechnung ist es in der Regel besser, mit einer vor-
gegebenen Grenzfrequenz abzufragen, ob die kondensier-
te Struktur bis zu dieser Frequenz brauchbar ist. Der
Tatsache, daB hohere Eigenfrequenzen durch die Kon-
densation zunehmend verfilscht werden, wirkt ent-
gegen, dafi oft nur wenige Eigenfrequenzen und -formen
am unteren Rand des Spektrums von praktischem Inte-
resse sind.

Fiir sehr grofie Modelle kann eine Kondensation der
Gesamtstruktur sehr aufwendig werden. Aufierdem kann
der Vorbereitungsaufwand zur Erstellung des rechner-
internen Modells (Topologie, Koordinaten, Material-
daten usw.) oft wesentlich erleichtert werden, wenn das
System in geeignete Teilstrukturen (Substrukturen) zer-
legt wird. Kondensiert man nun an Stelle der Gesamt-
struktur diese Substrukturen, so entstehen daraus neue
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komplexe Elemente (Superelemente). Die Superelemen-
te werden, u. U. gemeinsam mit Einzelelementen, zu
einer Gesamtstruktur (Hyperstruktur) von nunmehr ge-
ringerer Dimension zusammengefiigt. Die Kondensation
in Substrukturen bietet folgende Vorteile:

— Es konnen giinstigere Moglichkeiten fiir eine automa-
tische Datengenerigerung und damit eine wesentliche
Reduzierung des Vorbereitungsaufwandes gschaffen
werden. '

— Eine einfache Realisierung gleichartiger Teilbereiche
des Modells ist durch Einbau des selben Superele-
ments in die Gesamtstruktur moglich (u. U. mit Ko-
ordinatentransformation).

— Bei einer erforderlichen Verinderung einzelner
externer Freiheitsgrade brauchen nicht alle Super-
elemente neu erzeugt werden.

— Es ist eine bessere Implementierung der Eigenschwin-
gungsberechnung in elastisch-statische Programm-
systeme, die eine Substruktur-/Superelementtechnik
enthalten, zu erreichen.

Gegeniiber der Kondensation der Gesamtstruktur ist der
Grad der Reduktion bei der Substruktur-/Superelement-
technik nach unten durch die Anzahl der fiir die Bin-
dung zwischen den Superelementen (u. U. auch Einzel-
elemente) erforderlichen externen Freiheitsgrade be-
grenzt.

Die meisten der im folgenden aufgezeigten Verfahren
der Substruktur-/Superelementtechnik fiir die Eigen-
schwingungsberechnung lassen sich aus-den Kondensa-
tionsmethoden fiir Gesamtstrukturen ableiten. In dieser
Arbeit sollen verschiedene Verfahren aufgezeigt und
hinsichtlich ihres Einsatzes in FEM-Programmsystemen
fir dreidimensionale Berechnungen gesichtet werden.
Die Matrizen realer Modelle sind bei 3D-Diskretisierun-
gen in der Regel so grofi, daf sie nicht mehr in den’
Hauptspeicher einer Rechenanlage passen, was einen
stindigen Transfer zwischen Haupt- und Hintergrund-
speicher erforderlich macht. Effektive Algorithmen miis-
sen vor allem auf eine Reduktion des Transfers ausge-
richtet sein.

Die vorliegende Arbeit entstand als Ergebnis von Grund-
lagenuntersuchungen zur lmplementierung einer Sub-
struktur-/Superelementtechnik fiir dynamische Aufgaben
in das Programmsystem COSAR [19], Zweig Dynamik,
der TH Magdeburg. Zur Untermauerung der fiir dieses
System aufgezeigten Losungswege werden drei Berech-
nungsbeispiele im Abschnitt 4 aufgezeigt.



2. Verschiedene Verfahren der Substruktur-/
Superelementtechnik fiir die Eigenschwin-
gungsherechnung

2.1. Grundgleichungen, Definitionen

Aus der FEM-Diskretisierung eines ungedimpften Kon-

tinuums folgt fir die Eigenschwingungsberechnung der

nichtkondensierten Struktur das allgemeine Matrixeigen-
wertproblem

K- w’M)x=0, Q)

das zu l6sen ist. Mit K ist hier die Systemsteifigkeits- und
mit M die Systemmassenmatrix bezeichnet. w ist die je-
weilige Eigenkreisfrequenz und x der zugehérige Eigen-
vektor. K ist bei Realisierung aller Randbedingungen
positiv definit, symmetrisch und bandférmig; die Mas-
senmatrix M sieht man von bestimmten Verfahren zur
Diagonalisierung von M ab [17], ebenso. Mit K und

Msj sollen die Matrizen der j-ten Substruktur bezeichnet

werden. .Igsj und I\lej sind die aus der j-ten Substruktur

durch_ Kondensation entstandenen Superelementmatri-
zen. K und M stellen die aus Superelementen und u. U.
Einzelelementen zusammengefiigten Matrizen der Hyper-
struktur dar, die nunmehr an die Stelle von K und M in
(1) treten, so daB jetzt - -
K- M)x=0 @
zu 6sen ist.

Durch Aufteilung der Freiheitsgrade einer Substruktur
in externe (e) und interne (i) und entsprechende Anord-
nung haben die Matrizen Kg; und Mg; folgende Form:

Eiisj : —ieg; Miisj ; Miesj
1 '
Kj= [===71==—-| wndMg;= ""”T‘—‘
T T
K; K M,
Siesj | Sees; Sles | Tees)
(C)

(fiir alle Substrukturenj=1,2....,m).

Die iibliche Vorgehensweise ist nun so, daf die Matrizen
in (3) nach verschiedenen Verfahren auf die Dimension
der externen Freiheitsgrade kondensiert werden und
‘somit KSj und MSj entstehen, die dann unter Beachtung
der Bindungen zum Gesamtsystem, in K und M einge-
fiigt werden. Die Positionen, auf die die Elemente von
KS,‘ und MSj und K und l\z gelangen, hingen von der
lokalen und globalen Numerierung der externen Knoten
ab. Ein in [9] gezeigtes Verfahren gestattet die Losung
der Eigenschwingungsaufgabe ohne expliziten Aufbau
von K und M bzw. _I_S und IE/I, indem alle Rechenopera-
tionen des Iterationsverfahrens mit den Substrukturen
bzw. Superelementen ausgefiihrt werden. Zur Ableitung
wichtiger Zusammenhinge soll die folgende, fiir die
praktische Berechnung uniibliche bzw. nicht sinnvolle,
Anordnung der Substrukturen (3) in (1) gegeben wer-
den. Man stelle sich vor, dafi (1) aus den unkondensier-

ten Matrizen (3) derart erstellt wird, daf die lokalen
Freiheitsgrade der Substrukturen getrennt von den exter-
nen Freiheitsgraden der Gesamtstruktur, unter Beach-
tung der Bindungen zwischen den m Substrukturen, an-

geordnet werden. Die Submatrizen KeeSj und M“Sj
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gsind dabei auf die Dimension von _=I§ und I\j erweitert, so
-daB eine Submatrix

m
Kee = z lSees
i1

definiert werden kann. Unter diesen Annahmen lLifit
sich (1) nun durch (5) darstellen.

8

und Mee = MeeS] . (4')
i1

Im weiteren soll fir w? der dimensionslose Eigenwert A
benutzt werden.

2.2. Verfahren der ,,exakten” Superelemente

Exakte Superelemente lassen sich ohne Kenntnis der
Eigenwerte von (1) nicht ableiten, denn eine solche Kon-
densation auf die externen Freiheitsgrade erfordert nach

®)
%, =~ M OTKL &AM )x

- “S) “llSJ —llSj leSj ‘leSj
(6)

zu berechnen. _

Mit einer geeigneten k-ten Niherung )\l(k) fir den l-ten
Eigenwert von (1) lassen sich sogenannte ,,dynamische”
Steifigkeitsmatrizen

Aiis- l éles
) )
Nk = (k) S
éSj()\l ) E )‘] MSJ _3 (7)
T
; A
| Siegj | Sees;

fiir die Substrukturenj=1,2, ..., m ableiten. Die Matri-
zen (7) konnen nun ,.exakt” kondensiert werden zu den
Superelementen

T Atk T -1

Fiir die ,,dynamische” Superelementmassenmatrix muf
nun nach (7) gelten

Mok (k)

Mg = - o A

=M +AT Alm +ME oAl A
eesj lesj llsj lesj lesj “Sj leSj
T Al m ala

"'leSj "llSj "‘llSj ‘—llSj ""leSj

)

Diese ,,dynamischen” Superelementmatrizen werden
nun wieder unter Beachtung der Bindungen zu Hyper-

strukturen A QA k)) und M (7\( )) zusammengefiigt. Die
Losung y des allgemeinen Matrixeigenwertproblems

ANy _ @A)z =0 (10)
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liefert eine verbesserte Losung
T(k+1) _ 7(k)
RED =X g ay

fir den l-ten Eigenwert. Auch aus der Forderung, dié
sich aus (7) ableiten lift

det { A (M) } > min 12)
konnen verbesserte Eigenwertniherungen erhalten wer-

den.

Mit der verbesserten Eigenwertniherung A& D st dann

der ProzeB von Gleichung (7) an so lange zu wieder-
holen, bis u; unter einer gegebenen Schranke liegt bzw.
(12) ausreichend befriedigt ist.

Der vollst%indige Neuaufbau von Ag;, die Kondensation

zu ASJ bzw. MS und schlieBlich deren Einbau in A und
M fir jeden Iteratlonsschntt macht das Verfahren in
dieser Form nicht anwendbar. In [5] und etwas modi-
fiziert in [22] findet sich eine Methode zur Bestimmung
von AS und Mg;, die einen wesentlich geringeren Auf-
wand benotlgt hne Herleitung aller Beziehungen soll
diese hier wiedergegeben werden.1)

Es ergibt sich fiir die ,,dynamische” Superelementstei-
figkeitsmatrix nach [22]

Ay -KQ)-

T FD _50p k) pT
K —N Mg -4 RO R

=Sj=8j =§j°
(13)

Die Matrizen E(St) und l_\__'l(slj) ergeben sich durch ein-

fache statische Kondensation von Kg; und Mg; (vgl.

Abschnitt 2.4. G. (36).

Bs; und 8% werden fir jede Substruktur aus den Ls-

sungen von
&

dem Eigenwertproblem der inneren Struktur, aufgebaut,
wobei die Losungen

iig; s Miisj) x5 =0, (14)

@S’ = d'lag{ 08-'1'} und 2‘.31 :{ 55]1’55]2’ s ’}Sjr L

15

r=1,23,...) ( )
sind.

r kann maximal ngj — Neeg:s also die Anzahl der inter-

nen Freiheitsgrade sein, in der Regel kommt man mit
etwas mehr als der Anzahl der gesuchten Elgenwerte von
(1) aus [22]. Mit (15) ergibt sich:

T 2 T 3 gl
BSj - MiestSj - ISiesj z(s;' @Sj (16)
und

(k)
) = ding { —)—\l—} mitr=1,2,3,. ..
i ~ 50k
o a”

1) Die Herleitung von Gl. (13) ist sinngemii in den Gin. (19)
bis (22) gezeigt.



Fir die ,,dynamische Superelementmassenmatrix folgt
aus (13) nach (9)

mak)y - A (k) 1), T
M) =- _(k,_<N ); = MG + B, PG —
2 18
',Sjr PT ( )

=Sj

Mit den Submatrizen gSj und I\:’Isj kann nun weiter wie

schon beschrieben verfahren werden.

Neben der fiir groBere Substrukturen, wie sie bei einer
dreidimensionalen Modellierung gegeben sein kénnen,
recht aufwendigen Losung von (14), ist der Mehrauf-
wand fiir (13) und (18) gegeniiber der einfachen stati-
schen Kondensation (vgl. Abschnitt 2.4) gering. Der
grofte Nachteil des Verfahrens ist, dab nicht alle Eigen-
werte und -vektoren simultan entstehen und dab sich die
Losung des Eigenwertproblems iiber den zyklischen Neu-
aufbau der Superelemente und der Hyperstrukturen er-
streckt. Fiir umfangreiche dreidimensionale Modelle ist
der dadurch anfallende Transferaufwand zwischen
Hauptspeicher und Hintergrundspeicher groB, so dab ein
solches Verfahren fiir diese Modelle nicht geeignet er-
scheint.

2.3. Substruktur-/Superelementtechnik auf der Basis
einer modalen Synthese des Berechnungsmodells

Verschiedene Autoren z. B. in [11] bis [13], [18] haben
Substrukturtechniken unter Ausnutzung bestimmter
konstruktiver Besonderheiten (die Substrukturierung ist
gewissermaBen durch die Konstruktion gegeben) ent-
wickelt. Bei dieser Methode werden die Substrukturen
je fiir sich berechnet; diese Teilergebnisse werden dann
auf eine sogenannte Rumpfstruktur iibertragen und
damit wird das zu lésende Gesamtsystem gebildet. D. h.
die Eigenwerte und -formen der m Substrukturen miis-
sen entsprechend Gl. (14) berechnet werden. Dadurch,
daf die Hyperstruktur auf einer konstruktiv vorliegen-
den Rumpfstruktur basiert und die Substrukturen keine
weiteren externen Knoten (in dieser Berechnungsebene)
enthalten und keine Massenkopplung angenommen wird
(diagonale Massenmatrix)-konnen die Eigenwerte und
-formen von (14) auch als Mefiwerte vorliegen.

Das Berechnungsmodell wird also in m Substrukturen
(Dimension ng;) und eine Rumpfstruktur (Dimension n,)
unterteilt. Analog zu Gleichung (6) folgt aus der Kopp-
lung der Freiheitsgrade, die nur in der Substruktur j vor-
kommen ((ngj — my Sj)-Werte) und denen, die zur

Rumpf- und Substruktur j gehéren (ny Si -Werte),
=—(K. -AM. 'K

—iig; —iigj’  =irg; X 19)

X,

Damit entsteht das nichtlineare Eigenwertproblem

"‘l‘l‘

(20)

m
E -AM )T ]x =
_1 I'SJ “Sj - “Sj _"Sj

Mit den Lésungen (15) von (14) fiir die m Substrukturen
gilt

_T i )
"SJ —us’ XS] dlag { dg. } - @Sj (l =1,23,..., nsj—nksj)
und

X (1)

=T _
l(S‘l Miisj )-(Sj _l'

Unter Benutzung der Gl. (21) kann nun

Oy W )" = X5 aine{ 0 -0} X @)

gesetzt werden. Weiterhin wird eingefiihrt

—ijl - 5il‘sj £Sjl ’ (23)

so daf (20) nunmehr in der Form
Krr - )‘Mn -
=1

1
FMx = (9sj,— )" Ps;j, Psj)] %

=1
29

dargestellt werden kann. Ps; zeigt den EinfluB der
Eigenform | der Substruktur j iiber die Kopplung K '
auf die Rumpfstruktur, so daB i m [18] als Kriterium uber
die Wirkung der Dyaden Ps;, stl , die Norm

T 1_ 2
Ps;, Psj; ("Sjl“ N = Pg;, (25)

genutzt wird. D. h. ein Abwiigen der Werte Ps; i) gestattet
die Verkiirzung der Summation iiber 1 in (24) (1

max
(ngj — my S'»’ um den Aufwand zu reduzieren.

Zur Losung der nichtlinearen Aufgabe (24) werden in der
genannten Literatur verschiedene Verfahren genutzt. In
[18] werden auf Grund von

e {FO} -

die Eigenwertniherungen A mit Hilfe des TRACE-Ver-
fahrens bestimmt. Bei einem vorzeitigen Abbruch der
Dyadensummation in (24) nihern sich die Elgenwerte
von oben.

Zur Anwendung dieses Verfahrens mubf eine geeignete
Strukturierung der Konstruktion vorliegen, die Dimen-
sion n, der Rumpfstruktur sollte moglichst klein sein.
Ein groBerer Aufwand entsteht durch die Berechnung
der Werte (15) aus (14), wozu, wenn nicht eine vollstiin-
dige Losung erforderlich ist, u. U. andere Kondensations-
verfahren benutzt werden kénnten (eine Art mehrstufige
Superelementtechnik). Vorteilig bei diesem Verfahren
ist, dafi eine kombinierte Messung-Rechnung méoglich
ist. Das mit den Gleichungen (13) bis (18) im vorigen
Abschnitt gezeigte Verfahren ist formal sehr dhnlich mit
dem hier beschriebenen, so daf die Lésung von (24)
auch in der Form der Gl. (10) und (11) iiber ein lineares
Eigenwertproblem maglich ist.

(26)

0.
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2.4. Verfahren der statischen Kondensation und deren
Erweiterung

Mit Gleichung (6) ist der Zusammenhang zwischen inter-
nen und externen Freiheitsgraden gezeigt, diese Be-
ziehung ist iiber A frequenzabhiingig. Vernachlissigt man
die Kopplung iiber die Massen (diagonale Massenmatrix),
so konnen die internen Freiheitsgrade als Summe der
Wirkung aus der statischen Verschiebung der externen
Freiheitsgrade und der Massenbeschleunigung der inter-
nen Freiheitsgrade dargestellt werden. Wird der Term

(I-AK: M. )'1 aus (6) in eine Reihe entwickelt

-Hs ~lig;
(1-AK} yl=1+ak? M. +
ligj ~lig; s
KL My )F e VG M)
(1=1,2,...,00) (27

so ist die Reihe dann konvergent, wenn die Eigenwerte

. -1
“Sj der Matrix 7\Kii Mi'

der gleichen Reihenentwick-
Sj 1Sj

lung geniigen, d. h.

1
) 2 1 _ .
—].+H.Sj+[.lsj+...+ﬂsj, (1—1,2,...,09),

(28)
Die Reihe (28) konvergiert, wenn Hg; <1. Mit dem

Eigenwertproblem (14), wobei immer vorausgesetzst
werden kann, dab

< < <
N SO SOg <SSO w S @
Sj eeg;
ergibt sich
= _*___A < < ——A
usjl - ﬂSj S \”SjnSj'nee B l?s.
ng.- Sj 1
Sj neesj )
(30)

D. h. die Reihe (27) konvergiert um so besser, je grofer
&Sjl ist. Wird die Reihenentwicklung (27) nach dem

ersten Glied (Einheitsmatrix I) abgebrochen und die
Massenkopplung iiber AM. vemachlﬁssigt, so entsteht

aus (6) eine rein statlsche Bez1ehung zwischen internen
und externen Freiheitsgraden:

-_x! F) 4
z'isj Eiisj I—(iesj X —Sj .—e (3la)

Beriicksichtigt man die Massenkopplung, folgt

=_g! _ =F
Lisj Eiisj (I—<iesj 7\-Mies )—-e EJ —e
(31b)
Akl M x =FD«

—ug;j '—lesj—e —=Sj —e

Werden Glieder bis 1 = 1 aus (27) mitgefiihrt, so folgt
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x =—(+AK} M )K!' K x =

lS - lls - "SJ - llsJ 1eSj —e
sFD_ak! M. k! K )x =FPx
=8j —lig; — lig; —iigj —ieg;” —e -Sj —e
(32a)

und unter Beriicksichtigung der Massenkopplung ergibt
sich

_ 1 1 B _
igj -+ )\Kiisj iisj) Kiisj (Kiesj AMieSj) e
SFO s vkt M ok Mo K M
Sj e iigj " leg; ligy iy iigj  ieg;
=F x_. (32b)
j e

Mit

T
T_ T/ pk) (k)
X _Ee{—E—‘Sl""’ESj ,

" } Ty
=S, 0= X

(k=1,2,3,4) (33)
lift sich nun (5) zur Hyperstruktur

T
AHE MEY) x =0 (34)

T
@® gt

kondensieren. Es ist damit gezeigt, dafi je nach Anzahl
der Glieder, die aus (27) mitgefiihrt werden, in (34)
nichtlineare Eigenwertprobleme beliebigen Grades ent-
stehen kénnen. Unter Benutzung der Beziehung (31a),
(31b), (32a) und (32b) sollen mit folgenden verkiirzten
Schreibweisen

T, =Kl K, T,=K! M__ und

=1 —iigj ~ieg; =2 = ligj —ieg;

T, =K! M (35)
-3 "llSj —llSj

die Superelementmatrizen abgeleitet werden. Mit (31a)
ergibt sich

g - k! gl

_S] —eesj —'lCSj—'llS.l —iesj

und (36)
MW=m  +1TM. T M T —TTM

—=Sj —eesj =1 —lig; 1 —ieg; -1 =1 —1eSJ

Unter Verwendung von (31b) ist

"(2) (1)
—SJ —SJ
und

M -MD_m 1T -1TM. —aMmI T+

=S TS T Tiegy=1 T =1 ~ieg; ' ~iegi—2
NI T, @

Die Nutzung von (32a) ergibt

K®-@

Kg =Ky

und

(3 m(1), o T T 1T g
—M(Sj ‘M(s,' +211M I, -AT, Ty -—iis T+

T T T 2.7
P T Mg Mg T T P I M T, Ty

(38)



Wird nun (32b) verwendet, sq folgt

74 - (1)

Ksi =Ks;

und

M%) - 53 T T T

Mg = Mg “Izgiesj"!&e T+ 2T, M, -

Sj —ieg;

T T T -1 T
- I2 Ial(iesj - N—Iiesj Kiisj 1l'/lieSj - Eie I3 I2) ¥

2 mT T
+X (Iz Miisj Iz + 2Mich .Ig '_rz) -

3 .T 1 4T
—A I2Miisjgii5j!‘2+}\ T,T, .Miisjl‘?,'_rz-

(39)
In [10] werden Verfahren zur Lésung des bei Anwen-
dung von (38) folgenden Eigenwertproblems fiir eine
Hyperstruktur (Reduktion auf quadratische Glieder,
diagonale Massenmatrix) gegeben. Es zeigt sich eine Ver-
besserung der Eigenwerte gegeniiber der Anwendung von
(36) zur Erzeugung von Superelementen besonders bei
Kondensation auf sehr wenige externe Knoten. Der Auf-
wand zur Losung nichtlinearer Eigenwertprobleme ist
allerdings deutlich héher. Deshalb erscheint bei allen
Modellen, die in den Substrukturen eine hohe Anzahl
externer Knoten fiir die Bindungen benétigen (das trifft
fir 3D-Modelle in der Regel zu), eine Beschrinkung auf
die statische Kondensation nach (36) ausreichend. Fiir
die statische Kondensation folgt aus der Tatsache, daf
in (3la) alle aus den Massenbeschleunigungen hervor-

gehenden Terme fehlen, daB die Wirkungen der Massen-
krifte nur iber die externen Freiheitsgrade wiederge-
geben werden. Die zu den Bindungen zusitzlich einge-
filhrten externen Freiheitsgrade miissen daher die Eigen-
formen im gesuchten Bereich des Spektrums darzustel-
len gestatten. Aus (14) und (30) folgt, dab die Konver-
genz fiir die statische Kondensation um so besser ist,
wenn es gelingt, die internen Freiheitsgrade in steifere,
starre Bereiche zu legen. Es bietet sich an, den Eigen-
wert ﬂSjl aus (14) als Bewertungsgrofie fir die Giite

des Superelements heranzuziehen (Vergleich mit einer
vom Problembearbeiter vorgegebenen Grenzfrequenz,
bis zu der brauchbare Eigenfrequenzen gewiinscht wer-
den). Ein solcher Algorithmus, auf der Basis einer stati-
schen Kondensation, wird im Programmsystem COSAR,
Zweig Dynamik [17] genutzt.

3. Realisierung einer Superelementtechnik im
Programmsystem COSAR, Zweig Dynamik

Im Programmsystem COSAR, Zweig Dynamik, wird die
statische Kondensation fiir jede Substruktur (j=1,
2,...,m) im Prozessor SUPELD realisiert, dessen
schematischer Aufbau und Algorithmus im Bild 1 ge-
zeigt ist. Die Schritte 1., 3. und 4. sind fiir die Super-
elementtechnik der Elastostatik ebenso auszufiihren.

Der Aufbau der Substrukturen in COSAR-Dynamik er-
folgt analog COSAR/E80 (s. Nutzerhandbuch [21]).
Zusitzlich zu den Matrizen KiiSj (MKLL), Kiesj (MKLE)

Der Prozessor SUPELD wird aus dem Hauptprozessor SYMAGE gerufen |

Prozessor SUPELD

[
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und Test der Nufzbarkeit des Superelements
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Bild 1
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und Kees~ (MKEE) werden hier jedoch die Matrizen
)
M. (MMLL), M. (MMLE) und M (MMEE)
“Sj leSj eeSj

definiert und aufgebaut. Im Prozessor SUPELD werden
daraus die Superelementbeziehungen nach Gl. (36)
berechnet. Im Bild 1 sind nur die wesentlichen Prozes-
soren fiir die Hypermatrizen eingezeichnet, alle Basis-
algorithmen zur Verarbeitung der Submatrizen und die
Routinen der Datenverwaltung werden weggelassen. Die
Losung des linearen Eigenwertproblems fiir die Hyper-
struktur (2) erfolgt, wie in [14, 16, 17] beschrieben.

4. Demonstrationsbeispiel

Im ersten Beispiel wurde ein Balken durch zwei Super-
elemente approximiert, wobei die beiden zugehérigen
Substrukturen mit jeweils nur einem riumlichen
Element (60-Freiheitsgrade — Hexaeder, HK60) sehr
grob diskretisiert wurden. Als externe Knoten dienen
die Verbindungsknoten zwischen den beiden Substruk-
turen und in der zweiten Substruktur (vgl. Bild 2, II)
zwei zusitzliche Knoten. Zum Vergleich wurde der mit
zwei HK60-Elementen vernetzte, unreduzierte Balken
herangezogen (vgl. Bild 2, I). Trotz der relativ ungiin-
stigen Externknotenverteilung ist eine recht gute Uber-
einstimmung der Losungen I und II zu erkennen.

Nicht immer lift sich eine sinnvolle Substrukturierung
erreichen, so dafi es unter Umstiinden méglich sein mu8,
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g AT AT T P e
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20050
10 Knolen , n=30 E- 200725
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I
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Bild 2
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a) Lage einer Substruktur im Laufrad
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Bild 4
2. Eigenform
x
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Bild 5
3. Eigenform

auch eine Gesamtstruktur zu kondensieren. Mit dem
zweiten Beispiel soll demonstriert werden, daB eine sol-
che Maglichkeit auch im Rahmen der in COSAR-Dyna-
mik vorhandenen Substruktur-/Superelementtechnik rea-
lisierbar ist. Dazu wird die zu kondensierende Gesamt-
struktur zur Substruktur erklirt, und die Hyperstruktur
besteht dann aus nur einem Superelement (vgl. Bild 2,
1I).

Als umfangreiches Beispiel soll ein segmentsymmetri-
sches Verdichterlaufrad dienen, welches unter Nutzung
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der gezeigten Superelementtechnik durch statische Kon-
densation berechnet wurde. Als Substruktur wurde ein
Segment benutzt. Die Approximation dieses Segments
erfolgte durch 13 Elemente (HK60). Das gesamte Ver-
dichterlaufrad setzt sich aus 18 solcher Segmente zusam-
men. Die Welle wurde nicht mit modelliert. Das Verdich-
terlaufrad wurde am Innenrand der Tragscheibe unver-
schieblich gelagert. Als externe Knoten wurden alle Ver-
bindungsknoten zu den benachbarten Segmenten und
zusitzlich zwei Knoten auf der Schaufel benutzt. Fiir
1,Sj1 ergab sich ein Wert von 0,4536 + 105, was bedeu-

tet, daf bis zu einer Grenzfrequenz von ca. 10 kHz
vertretbare Fehler eingebracht werden.

Nach dem Aufbau der Systemmatrizen M und K aus den
18 Superelementen (Dimension 1512, halbe Bandweite
330) erfolgte die Berechnung der fiinf betragskleinsten
Eigenwerte und -vektoren. Als Fehlerschranke (relative
Abweichung der Eigenwertniherung zweier aufeinander-
folgender Iterationsschritte) wurde € = 0,01 angegeben.
Zur Ermittlung der fiinf Eigenwerte und -vektoren waren
insgesamt 4 Iterationsschritte erforderlich. Die gesamte
Berechnung des Laufrades erfolgte in mehreren Rechner-
liufen (ES 1040). Die Bilder 3 bis 7 zeigen die berech-
neten Eigenformen in der x-y-Ebene dargestellt. Ohne
Nutzung der Superelementtechnik hitte das Berech-
nungsmodell bei gleicher Vernetzung 5994 Freiheits-
grade.
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