TECHNISCHE MECHANIK 3(1982)Heft 1
Manuskripteingang: 11.11. 1981

Modellierung und Berechnung turbulenter Stémungen und

Anwendungen in der Technik
Teil 2: Formulierung der Randbedingung

G. Naue, J. Kohlmann, W. Schmidi, R. Scholz, P. Wolf

1. Einleitung

Im ersten Teil unserer Artikelreihe [1] wurden zwei
Wege zur Modellierung turbulenter Strémungsprozesse
vorgestellt. Bei der Arbeitsmethode, die auf symmetri-
schen Ansitzen fiir die turbulente Schubspannung ba-
siert, ist der Schwerpunkt der Modellierung auf die Be-
stimmung der turbulenten Transportkoeffizienten, spe-
ziell der Turbulenzviskositiit, gerichtet. Durch die An-
wendung von 2-Parameter-Modellen zur Berechnung der
Turbulenzviskositit konnten auch Rezirkulationsstrs-

mungen erfolgreich berechnet werden. Insbesondere die -

Modelle mit den Turbulenzparametern Turbulenzener-
gie (k) und Dissipationsrate (€) beziehungsweise Turbu-
lenzenergie und Turbulenzcharakteristik (W) [2], [3]
wurden in einer Vielzahl von Arbeiten mit guten Erge-
nissen verwendet.

Wird fiir die Gesamtspannung in der Impulsgleichung
ein unsymmetrischer Tensor verwendet, so tritt neben
der Geschwindigkeit eine weitere kinematische Variable,
der Spin fi auf, die vektoriellen Charakter besitat. Der
Spin charakterisiert die mittlere Drehung der Turbulenz-
elemente. Aus ihm werden Nichtdiagonalelemente
des Tensors der Reynoldschen Scheinspannungen be-
rechnet. Der Impulsmomentensatz besitzt bei dieser
Modellierung besondere Bedeutung, da aus ihm der
Spin ermittelt wird.

Im Ergebnis beider Wege der Modellierung erhielten wir
Gleichungssysteme, in denen alle Gleichungen mit Aus-
nahme der Kontinuititsgleichung vom elliptischen Typ
sind. Folglich miissen fiir alle Variablen auf allen Rin-
dern des betrachteten Losungsgebietes Randbedingungen
formuliert werden. Bei der Berechnung turbulenter
Stromungen erfordert die Formulierung der Randbe-
dingungen an festen Berandungen des Stromungsgebie-
tes die Ableitung spezieller Modelle.

2. Formulierung der allgemeinen Transportglei-
chung

Die Anwendung der Turbulenzmodelle soll auf statio-
nire, zweidimensionale ebene bzw. rotationssymmetri-
sche Probleme erfolgen. Eine analytische Lésung der
vollstindigen Modellgleichungen zur Beschreibung tur-
bulenter Stromungen ist nur fir Spezialfille méglich.
Im allgemeinen muf das gekoppelte Differentialglei-
chungssystem numerisch gelost werden. '

Zur Integration von Feldproblemen der Strémungs-
mechanik werden meist Differenzenverfahren verwendet,
die die Berechnung der Funktionswerte in diskreten

Punkten des Stromungsgebietes ermdoglichen. Fir die
Losung unserer Aufgaben verwendeten wir das von
Gosman u. a. [4] beschriebene Differenzenverfahren.

Dazu war es notwendig, die Grundvariablen des zwei-
dimensionalen Stromungsproblems, die Geschwindig-
keiten v; und v2 und den Druck p, durch die Variablen
Wirbelstirke w und Stromfunktion ¥ zu ersetzen. Die
Stromfunktion ist so definiert, daf sie die Kontinuitits-
gleichung integriert. Fiir eine inkompressible Stromung
gilt fiir kartesische Koordinaten
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Die Wirbelstirke wird als Rotation des Geschwindig-
keitsfeldes multipliziert mit dem Faktor 2 definiert.
Bei der zweidimensionalen Stromung besitzt der Vektor
der Wirbelstiirke nur die Komponente senkrecht auf der
Ebene der bheiden Geschwindigkeitsvektoren. In karte-
sischen Koordinaten gilt
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Durch die Anwendung des Rotoroperators auf die
Impulsgleichung erhilt man die Wirbeltransportgleichung,
die Berechnungsgleichung fiir die Wirbelstirke. Dabei
wird der Druck als abhiingige Variable aus dem Glei-
chungssystem eliminiert, was sich giinstig auf die Kon-
vergenzgeschwindigkeit der numerischen Lésung aus-
wirkt. Der Druckgradient, der bei der Losung des Stro-
mungsproblems in den natiirlichen Variablen v, ¥o, p
als Quellterm in der Impulsgleichung enthalten ist,
bereitet bei der numerischen Berechnung erhebliche
Schwierigkeiten, da er die Triebkraft des Stromungs-
prozesses ist und numerische Fehler sich als starke
Beschleunigungseffekte auf die Strémung auswirken.
Zur Erzielung der Konvergenz des numerischen Losungs-
verfahrens muf eine stindige Korrektur des Geschwin-
digkeitsfeldes derart erfolgen, daf der Massenerhal-
tungssatz erfiillt ist. Eine weitere Schwierigkeit bei der
Druckberechnung besteht in der Festlegung des Druckes
entlang fester Begrenzungswiinde.

Andererseits bereitet die Formulierung von Randbe-
dingungen fiir die Wirbelstirke an festen Winden eben-
falls Schwierigkeiten, da hierzu die Kenntnic des Ge-
schwindigkeitsfeldes vorliegen miifite.

Die Stromfunktion wird aus einer Poissongleichung
berechnet, die man durch das Einsatzen der Defini-
tionsgleichungen (1) in die Gleichung (2) erhilt.




Der wesentliche Vorteil bei der Verwendung der Strom-
funktion als abhingige Variable ist in der steten Erfiil-
lung der Massenbilanz zu sehen. Die Notwendigkeit der
Vorgabe des Volumenstromes zur Bestimmung der
Randwerte fiir die Stromfunktion stellt eine Einschrin-
kung dar und erméglicht keine Berechnung von Stro-
mungen, die durch einen vorgegebenen Druckgradien-
ten realisiert werden. AuBierdem muf das interessieren-
de Geschwindigkeitsfeld durch numerische Differentia-
tion der Stromfunktion gewonnen werden, wodurch
ein zusitzlicher numerischer Fehler verursacht wird.
. Dies kann sich insbesondere auf die Genauigkeit der Be-
rechnung der Produktionsterme fiir die Turbulenzpara-
meter Turbulenzenergie, Dissipationsrate und Turbu-
lenzcharakteristik (vergl. Tabelle 1 und 3) an Orten mit
groben Kriimmungen im Geschwindigkeitsfeld auswir-
ken.

Bei der Rechnung in den Variablen Wirbelstirke und
Stromfunktion wird das Gleichungssystem um eine
Gleichung reduziert. Alle Variablen konnen durch
einen einheitlichen Gleichungstyp beschrieben werden.
Diese allgemeine Gleichung lautet in kartesischen Koor-
dinaten
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und in zylindrischen Koordinaten
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Die Koeffizienten der allgemeinen Transportgleichungen
(3) und (4) kénnen den Tabellen 1, 2 und 3 entnommen
werden.

Tabelle 1

Koeffizienten der allgemeinen Transportgleichung (3) fiir das
Turbulenzmodell mit symmetrischen Spannungsansitzen fiir
inkompressible Strémung
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Tabelle 2

Koeffizienten der allgemeinen Transporigleichung (3) fir das
Turbulenzmodell mit unsymmetrischen Spannungsansitzen fiir
inkompressible Stromung
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Tabelle 3

Koeffizienten der allgemeinen Transportgleichung (4) fiir das
Turbulenzmodell mit symmetrischen Spannungsansitzen fiir
Stromungen mit veranderlicher Dichte
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In den Tabellen 1 und 2 werden in den Quelltermen der
Wirbeltransportgleichung die Krifte infolge thermischen
Auftriebs beriicksichtigt. Die Modellierung erfolgte nach
der Boussinesqvereinfachung fiir Strémungen mit gerin-
gen Dichteiinderungen.

In der Tabelle 3 sind die Koeffizienten fiir eine kompres-
sible Strémung in Zylinderkoordinaten angegeben. Die
Definitionen von Stromfunktion und Wirbelstirke sind -
hier
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Das ,tank and tube’-Differenzenverfahren nach Gos-
man u. a. [4] wird aus der allgemeinen Differentialglei-
chung (3) oder (4) durch Integration iiber endliche Vo-
lumenelemente mit Annahmen iiber die Verteilung der
Variablen zwischen den Knotenpunkten des orthogona-
len Netzes abgeleitet. Im Ergebnis wird ein Fiinf-Punkte-
Differenzenschema mit Aufwinddifferenzenapproxima-
tion der Konvektionsterme erhalten. Die Losung der



linearisierten algebraischen Gleichungssysteme erfolgt
mit dem sukzessiven Uber- bzw. Unterrelaxationsverfah-
ren.

3. Formulierung der Randbedingungen fiir die
Transportgleichungen

Bei der Untersuchung technischer Strémungsprozesse
in Apparaten oder Riumen wird das Stromungsgebiet
in den meisten Fillen von Einstrémriindern, Ausstrom-
rindern, einem Symmetrierand und festen Winden be-
grenzt. Auf diesen Rindern miissen fiir die gesuchten
Variablen Bedingungen formuliert werden, die ihr physi-
kalisches Verhalten auf dem Rand moglichst genau be-
schreiben, da die Randbedingungen die Lésung der ent-
sprechenden Transportgleichung zum Teil wesentlich
beeinflussen. Der Formulierung der Randbedingung
muB deshalb die gleiche Aufmerksamkeit geschenkt
werden wie der Entwicklung der Turbulenzmodelle
und der numerischen Losungsmethode.

Treten in den Randbedingungen Ableitungen auf
(Randbedingungen 2. oder 3. Art), so sind fiir diese
unter der Beachtung der Konvergenz und Stabilitit
Differenzenapproximationen zu bilden.

3.1. Einstrémrinder

Die Formulierung der ‘Randbedingungen an den Ein-
stromriindern ist fiir die Ausbildung der Strémung un-
mittelbar nach dem Rand und teilweise fir die Stro-
mung im gesamten Losungsgebiet von entscheidender
Bedeutung. So ist bekannt, dab die Form des Geschwin-
digkeitsprofils im Querschnitt einer plotzlichen Rohr-
erweiterung die Linge des Rezirkulationsgebietes be-
einflufit.

Die Randbedingungen fiir die Wirbelstirke und die
Stromfunktion werden entsprechend den Definitions-
gleichungen (1), (2) bzw. (5), (6) aus der Geschwindig-
keitsverteilung am Einstrtémrand berechnet. Geht dem
Eintrittsrand eine geniigend lange Anlaufstrecke voraus,
8o kann das Geschwindigkeitsprofil zum Beispiel mit
dem Potenzgesetz der ausgebildeten turbulenten Rohr-
oder Kanalstromung beschrieben werden. Durch seine
Differentiation bzw. Integration erhiilt man analytische
Beziehungen fiir die Wirbelstirke und Stromfunktion.
Liegt das Geschwindigkeitsprofil am Einstrémrand als
eine Reihe von Mefiwerten vor, dann ist die Verteilung
der Stromfunktion durch numerische Integration zu
ermitteln. Die Wirbelstirke wird nun aus der Poisson-
gleichung fiir die Stromfunktion berechnet (vergl. z. B.
Gleichung 3 und Tabelle 1). Die numerische Differen-
tiation der Stromfunktion ist mit der gleichen Approxi-
mationsordnung auszufihren wie sie das verwendete
Differenzenverfahren besitzt.

Dic Turbulenzenergie kann aus der Verteilung fiir die
ausgebildete turbulente Stromung [5] oder aus dem
Turbulenzgrad
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ermittelt werden.

Die Dissipationsrate und diec Turbulenzcharakteristik
werden aus der Turbulenzenergie und dem Turbulenz-

mabstab berechnet
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Die Verteilung des Turbulenzmafistabes wird aus dem
Prandtlschen Mischungsweg
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berechnet oder aus MeBwerten fiir den Makromafistab
bereitgestellt. Der Spin kann aus der Verteilung der tur-
bulenten Schubspannung im Einstrémquerschnitt
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oder aus der analytischen Losung der Rohr- bzw.
Kanalstrémung ermittelt werden [5].

Bei vielen praktischen Aufgaben ist der Einstrémrand
sehr viel kleiner als die Abmessungen des Strémungsge-
bietes. Daraus ergibt sich die Schwierigkeit, eine Gitter-
teilung zu finden, die das Stromungsverhalten im Ein-
stromrand gut beschreibt, ohne dab infolge einer groien
Gitterpunktzahl der numerische Aufwand unermeflich
anwichst. Die bisherigen Erfahrungen zeigen auferdem,
daf die Formulierung von entsprechenden Differenzen-
formeln. fiir das Ablésegebiet an der konvexen Ecke nur
unvollstindig beherrscht wird. Durch das Herausschnei-
den eines kieinen Gebietes nahe dem Eintritt, auf dessen
vertikaler Gitterlinie x39 die Werte fiir die Strémungs-
groben, das konnen z.B. Mefiwerte sein, vorgegeben
werden, kann sowohl das Gitter effektiver geteilt als
auch der Einflub der konvexen Ecke richtig erfait wer-
den. Die Berechnung der einzelnen Randwerte erfolgt
entsprechend der oben aufgezeigten Vorgehensweise.
Der Turbulenzmafistab kann fiir den im Bild 1 gezeig-
ten Fall eines Wandstrahls mit

1 = 0,1251/2 (12)
abgeschiitzt werden.
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Formulierung der Randbedingung an einem kleinen Einstrdm-
rand
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3.2. Ausstromrinder

Uber die Profile der gesuchten Grofien an den Aus-
stromrindern liegen in den meisten Fillen keine Infor-
mationen vor. Die homogene Randbedingung 2. Art

dy
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kann aber immer erfolgreich angewendet werden, wenn
die Quellterme in den Transportgleichungen geniigend
klein sind. Ungenauigkeiten in den Profilen der gesuch-
ten Grofien auf dem Ausstromrand haben nur einen ge-
ringen Einfluf auf die Losung im Inneren des Stro-
mungsfeldes, da bei praktischen Aufgaben der konvek-
tive Transport aus aem Stromungsgebiet die Riick-
diffusion weit iiberwiegt.

3.3. Symmeirierand

Auf dem Symmetrierand ist die Stromfunktion kon-
stant, die Wirbelstirke, die Umfangsgeschwindigkeit und
der Spin sind null. Die Ableitungen der restlichen Gro-
Ben normal zum Rand sind aufgrund der Symmetrie-
forderung null.

Da bei Rechnungen in zylindrischen Koordinaten aus
der Wirbeltransportgleichung das Verhiltnis w/r ermit-
telt wird, muB auf dem Symmetrierand r = o ein unbe-
stimmter Ausdruck bestimmt werden. Die Autoren von
[4] approximieren die axiale Geschwindigkeitskompo-
nente in Achsnihe durch eine Parabel, deren Koeffizien-
ten aus der Verteilung der Stromfunktion ermittelt
werden. Die Randbedingung fiir w/r wird aus der Ge-
schwindigkeitsapproximation entsprechend der Defini-
tionsgleichung (6) berechnet. Bei der Anwendung dieser
Randbedingung war die Konvergenzgeschwindigkeit der
numerischen Lésungsmethode gering. Zum Teil diver-
gierte die Losung. Eine gute Konvergenz der Losung
kann erreicht werden, wenn die Wirbelstirke in der
Nihe der Symmetrieachse durch eine Parabel approxi-
miert wird

w = a1r+a2r2. - (14)

Die Koeffizienten a; und a, werden aus der Verteilung
der Wirbelstirke in Achsnihe ermittelt. Die Randbe-
dingung (14) wird in den in [4] versffentlichten Fortran-
programmen verwendet.

3.4. Feste Winde

An festen, stoffundurchlissigen Winden sind die Nor-
mal- und Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit
null. Daraus folgt, dafi die Stromfunktion auf der Wand
konstant ist.

Bei anderen Variablen, wie zum Beispiel der Wirbel-
stirke oder der Temperatur, treten Differentialquo-
tienten in den Randbedingungen an festen Winden auf.
Die Uberfiihrung solcher Randbedingungen in geeignete
Differenzenausdriicke bereitet erhebliche Schwierig-
keiten. Diese sind darauf zuriickzufiihren, daf bei tur-
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bulenten Strémungen in der Nihe fester Winde grofie
Geschwindigkeitsgradienten auftreten und beim Vor-
liegen eines Stoff- oder Wirmetransportes durch die
Wand grofie Konzentrations- und Temperaturgradienten.
Bei den Turbulenzmodellen, die auf effektiven Trans-
portkoeffizienten basieren, kommt als weitere Schwie-
rigkeit die starke Anderung der Transportkoeffizienten
in Wandnihe hinzu. Diese nachteilige Eigenschaft be-
sitzt das Turbulenzmodell mit unsymmetrischem Span-
nungsansatz nicht. Um die in Wandnihe auftretenden
grofien Gradienten vom numerischen Standpunkt aus
mit kleinen Fehlern wiedergeben 2 kdnnen, wiire eine
sehr feine Gitterteilung notwendig, die den recherischen
Aufwand betrichtlich erhéhen wiirde. Weiterhin wiirde
damit das Problem entstehen, daf Funktionswerte in
der laminaren Unterschicht und im Ubergangsgebiet
berechnet werden miifiten und somit bei den Turbulenz-
modellen mit effektiven Transportkoeffizienten Lami-
narisierungseffekte zu beriicksichtigen wiren.

Vom ingenieurtechnischen Standpunkt aus gesehen,
steht oft nicht so sehr das genaue Stromungsverhalten
in Wandniihe im Mittelpunkt der Berechnungen, sondern
mehr das strémungsinnere Gebiet. Um dennoch den Ein-
fluf der festen Winde auf das gesamte Strémungsver-
halten in guter Niherung widerspiegeln zu k&énnen,
werden die Randbedingungen aus speziellen Lésungen
der Transportgleichungen, die das Verhalten der wand-
nahen Stromung beschreiben, abgeleitet.
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Bild 2
Wandparallele Strémung

Dazu wird angenommen, daff in Wandniihe eine wand-
parallele Stromung bei fehlendem Druckgradienten in
Langsrichtung existiert. Bei Vernachlissigung von Feld-
kriften folgt aus dem Impulssatz die Verteilung der

Schubspannung in Wandnihe
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Die Definition der Wirbelstiirke vereinfacht sich zu
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Zur Ermittlung der Randbedingungen fiir Turbulenz-
modelle mit symmetrischem Spannungsansatz wird fiir
den laminaren Spannungsanteil der Newtonsche Ansatz
und fiir den turbulenten Anteil der Prandtlsche
Mischungswegansatz verwendet.
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sionslose Mischungsweg 1. .im wandniichsten Punkt
lassen sich durch den dimensionslosen Abstand y + des
wandnichsten Gitterpunktes ausdriicken. Der noch
unbekannte Wert fiir y, kann durch Integration von
Gleichung (21) bestimmt werden. Da sich die van
Driestsche Losung (23) nicht weiter geschlossen inte-
grieren ldBt, wird eine abschnittsweise Integration mit
dimensionslosen ~ Geschwindigkeitsgesetzen  durchge-
fiihrt. Der dimensionslose Wandabstand kann nach fol-
gender Vorschrift aus der Differenz der Stromfunktion
berechnet werden.

deren Giiltigkeit durch die Gleichgewichtsbedingung (26)
begrenzt wird.

Im Unterschied zu den Turbulenzmodellen mit effekti-
ven Transportkoeffizienten gilt das Modell mit unsym-
metrischem Spannungsansatz bis unmittelbar an die
Wand. Auf der festen Wand ist der Spin gleich null. Aus
der vereinfachten Impulsgleichung kann dann fiir dieses
Turbulenzmodell eine Randbedingung fiir die Wirbel-
stirke auf der Wand bestimmt werden. Aufgrund -der
starken Anderung der Wirbelstirke in Wandnihe miifite
die numerische Losung des Differentialgleichungssystems
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