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EinfluB von Parameteranderungen auf das dynamische

Verhalten von Gestellstrukturen
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1. Einleitung

Bei Gestellstrukturen des Werkzeugmaschinenbaus
wurde im Laufe der technischen Entwicklung eine stin-
dige Verbesserung des dynamischen Verhaltens erreicht.
Die statische und dynamische Nachgiebigkeit von ein-
zelnen Baugruppen konnte auf Grund groBer konstruk-
tiver Erfahrungen und den Ergebnissen von meftechni-
schen Untersuchungen in vielen Fillen schon betricht-
lich gesenkt werden. Doch obwohl leistungsfihige Pro-
gramme zur Berechnung von Gestellstrukturen auf
Grundlage finiter Elemente vorhanden sind, weichen
oftmals die Berechnungsergebnisse weit von den experi-
mentell ermittelten Werten ab. Das ist darauf zuriick-
zufiihren, daf einige Parameter des Berechnungsmodells
grofie Unsicherheiten aufweisen. Aus den Konstruktions-
unterlagen lassen sich Elementsteifigkeiten und -massen
mit guter Genauigkeit bestimmen. Dagegen kénnen
solche Parameter wie Steifigkeiten in Fugen und mit-
schwingende Zusatzmassen nur . abgeschitzt werden.
Wegen der Entkoppelbarkeit des Schwingungsdifferen-
tialgleichungssystems wird oft eine Linearkombination
aus Massen- und Steifigkeitsmatrix als Dimpfungsansatz
verwendet-(vgl. z. B. [1]). Dies ist bei Gestellstrukturen
ebenfalls als eine grobe Niherung zu betrachten, da der
iiberwiegende Teil der Dampfung in den Fugen konzen-
triert ist [2].

Um ein fiir weitere Berechnungen (z. B. Stabilititsunter-
suchungen) brauchbares Modell zu erhalten, ist eine An-
passung des a-priori-Modells an experimentell gewonnene
Ergebnisse nétig [3]. Vor der Anpassung sind durch sorg-
faltige Uberlegungen geeignete Approximationsparame-
ter auszuwihlen. Werden zu viele Parameter zur Appro-
ximation genutzt, entstehen sehr aufwendige nichtlinea-
re Optimierungsprobleme [4] und die Gefahr des Auftre-
tens von Nebenlosungen wichst stark an. Die Anfillig-
keit des Optimierungsproblems und der hohe Aufwand
stehen dabei im Widerspruch zur erreichbaren Mefige-
nauigkeit bei den dynamischen Untersuchungen (vgl.
z. B. [5]).

Jetzt, da erste Erfahrungen bei der Anpassung groferer
Gestellstrukturen gesammelt werden, miissen die An-
strengungen vor allem darauf gerichtet sein, unter Be-
riicksichtigung der Aussagefihigkeit der Mefwerte Krite-
rien zu finden, die die Wahl einer geeigneten Anpassungs-
strategie ermoglichen. Es kommt darauf an, den Einfluf
von Anderungen einzelner Parameter auf bestimmte
Teile der Nachgiebigkeitsortskurven, die Eigenfrequen-
zen und die Eigenschwingformen qualitativ und quanti-
tativ abzuschitzer
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2. Einfithrendes Beispiel

Mit dem Modell gemifs Bild 1 soll eine Gestellstruktur
erfafit werden, bei der die Verdrehsteifigkeit c nur sehr
ungenau bekannt ist. Der Wert c soll in diesem Beispiel
die Verdrehsteifigkeit der Fuge zwischen den Elementen

@ und @ bestimmen.
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Bild 1
Einfaches Modell zur Diskussion des Einflusses der Verdreh-
steifigkeit cp auf das dynamische Verhalten des Gestells

Die Bewegungsgleichungen fiir das Modell lassen sich in

den Formen

DMG +q = 0 1)
—’ -
DO +M1Q =0 (2)

schreiben. Uber die Ausdriicke fir die kinetische und
die potentielle Energie des Systems lassen sich die Mas-
senmatrix M und die Nachgiebigkeitsmatrix D bestim-
men.
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In D spiegelt die dimensionslose Variable v den Einfluf
der Nachgiebigkeit in der Fuge wieder. Praktisch durch-
gefithrte Messungen an Gestellen zeigen, dafs bis zu 75 %
der Verformung q2 infolge der statischen Last Qg aus
der Nachgiebigkeit der Fuge resultieren kénnen. Deshalb
wurden die Eigenkreisfrequenzen und Eigenschwingfor-



men des Modells im Variationshereich v = 0...0,7 bzw.
cp =6+ 106 Nm... oo bestimmt.

v=0 bzw. ¢y = o entspricht dabei einer starren Ver-
bindung beider Elemente. Bei v=0,7 bzw. cy =6+
106 Nm resultieren etwa 70 % der Verformung g2 infol-
ge der statischen Last Qg aus der Fuge. In Bild 2 sind
die Quadrate der auf w” bezogenen Eigenkreisfrequen-

Bild 2
Anderung der Eigenkreisfrequerzen in Abhingigkeit von 7y

Bild 3
Anderung der Eigenschwingformen in Abhiingigkeit von Y
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zen wj und wy als Funktion von 7y dargestellt. Bild 3
zeigt die Abhingigkeit der Eigenschwingungsgréfien
q12 und q22 (bei Normierung q13 = 1;qg3 = 1) von 7.

Aus Bild 2 und Bild 3 ist ersichtlich, daB die Anderung
von ¢t und damit die Anderung von 7 auf die 1. Eigen-
kreisfrequenz und 1. Eigenschwingform erwartungsge-
mif einen geringeren Einflub ausiibt als auf die 2. Eigen-
kreisfreqiienz und 2. Eigenschwingform. Die 1. Eigen-
kreisfrequenz ) ist auf Grund der bei Messungen
immer auftretenden Fehler vollig ungeeignet, um die
Verdrehsteifigkeit ¢t zu identifizieren. Dagegen wird
bei Verwendung der 2. Eigenkreisfrequenz wg eine gute
Abschitzung von ¢t moglich sein. Die Benutzung beider
Eigenkreisfrequenzen zur Bestimmung von c¢1 kann
unter Umstinden zu schlechteren Ergebnissen fiihren,
als nur die Benutzung von wg.

Fiir die Identifikation groGerer Systeme kann erwartet
werden, daB die Auswahl geeigneter Anpassungskrite-
rien in starkem Mafie den Erfolg der Untersuchungen
bestimmt. Wird die Anniherung an solche GréBen, die
durch den zu ermittelnden Parameter nur wenig beein-
flubt werden, als Kriterium benutzt, so kann das Ergeb-
nis weit vom wahren Wert abweichen. Die Fehler, die bei
der Ermittlung der als bekannt vorausgesetzten Massen-
und Steifigkeitsparameter bei der Modellbildung auf-
treten, haben dann groBere Auswirkungen auf das An-
passungskriterium als die Variation des gesuchten Para-
meters um ganze Grofenordnungen. In [6] ist z. B. fiir
das Berechnungsmodell einer Textilspindel der Einfluf

verschiedener Parameterinderungen auf die Eigenkreis-

frequenzen berechnet worden. Die dort zusammenge-
stellten Werte bekriiftigen die Forderung nach einer sorg-
filtigen Auswahl der Anpassungskriterien. Vor dem
Lasen einer Identifikationsaufgabe ist es daher unerlif-
lich, genaue Voruntersuchungen anhand des a-priori-
Modells und eine qualitative Auswertung der MeGergeb-
nisse vorzunehmen.

3. Naherungsweise Erfassung des Einflusses von
Parameterinderungen

Die im folgenden vorgestellten Verfahren sind fiir ge-
niigend kleine Parameterinderungen anwendbar. Ge-
niigend klein sind Parameterinderungen, wenn die Ande-
rungen der Eigenfrequenzen so beschaffen sind, daf zwei
benachbarte Eigenfrequenzen nicht zusammenfallen und
auch nicht ihre Reihenfolge vertauschen. Fiir Systeme
mit auseinanderliegenden Eigenfrequenzen kéonnen die
Parameteriinderungen also dennoch recht beachtlich
sein.

3.1. Taylorentwicklung nach der Parameterinderung

Aus dem Differentialgleichungssystem (1) erhilt man

mit stationiiren Losungsansatz fiir q das spezielle Eigen-
wertproblem

2
wio DMi:o = q;o ' (3)

. 2 .. .
Darin sind w, | die i-te Eigenkreisfrequenz und Tl)io die
i-te Eigenschwingform. Wird die Gleichung (3) implizit
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nach den Nachgiebigkeitsparameter py differenziert, so
ergibt sich unter Verwendung von

2 -> 2 - 2 - _—=
wio,k DM 9io + Wi D,k Mqio + Wio DM qio,k - qio,k (4')

Nach Linksmultiplikation mit dem Vektor c—fioT M
und bei Beriicksichtigung der Orthogonalititsbeziehun-
gen (vgl. [7]) entsteht aus Gleichung (4)

- T -
2 __ 2, % MD Mg, 2
Yiok T %o " T N : = —Wio by ®)
Jio MDMqio

Wird eine Taylorreihenentwicklung durchgefiihrt und
nach dem linearen Glied abgebrochen, so ergibt sich fiir
die Eigenkreisfrequenz “‘12 nach der Parameterinderung
Apy, die 1. Niherung zu
2 2 ’

W= wiot (1= Apy) - ©)
Sollen hohere Ableitungen von wizo bei der niherungs-
weisen Bestimmung von w) beriicksichtigt werden, so
miissen die Anderungen der Eigenschwingformen unbe-
dingt beachtet werden. Die zweiten Ableitungen der
Eigenkreisfrequenzen wii nach p,  sind linear abhiingig
von der ersten Ableitung von ‘i;o nach p, . Der Beweis
fiir diese Behauptung ist in Abschnitt 3.3. gegeben. Die
in [7] hergeleitete Beziehung zur niherungsweisen Be-
riicksichtigung aller héheren Ableitungen von wi2°

2
2 wio
w, = —19 )
i 1+8, Ap,

liefert nur ein besseres Ergebnis als die lineare Niherung,
wenn der Verlauf der Eigenkreisfrequenz in Abhingig-
keit des Parameters py im Entwicklungspunkt pg, kon-
kav ist. Bei konvexen Verlauf tritt eine Verschlechterung
der Niherung ein, da die Anderung der Eigenschwing-
form nicht beriicksichtigt wurde (Bild 4).

Eine in [8] aus dem Rayleigh-Quotienten hergeleitete
Niherungsformel beriicksichtigt ebenfalls nicht die
Anderung der Eigenschwingform bei der Ermittlung
hoherer Niherungen und ist somit identisch mit Glei-
chung (7).

Die Ermittlung héherer Niherungen nach der Methode
der impliziten Differentiation fiihrt auf komplizierte
Formulierungen und soll deshalb nicht untersucht wer-
den.

Bevor eine andere Moglichkeit der Beriicksichtigung hé-
herer Niherungen vorgeschlagen wird, erfolgt ein Ver-
geich der Taylorentwicklung nach der Parameteriinde-
rung mit der linearen Strungsrechnung.

3.2. Lineare Stérungsrechnung

Die lineare Storungsrechnung soll fiir den Fall angewen-
det werden, daB die Nachgiebigkeitsmatrix gestort wird.
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konkaver
wit
1 Verlauf
Pxo — DK
konvexer
\\ Verlauf
wi’z
Pxo =Pk
Bid 4

Vergleich der linearen Naherung nach Gleichung (6) mit der
Niherung nach Gleichung (7) bei konkaven und konvexen Ver-
lauf der Eigenkreisfrequenz

asmmey  exakter Verlauf
—— lineare Niherung nach Gleichung (6)
=== Niherung nach Gleichung (7)

die Massenmatrix jedoch unverindert bleibt. Ausgangs-
punkt der Uberlegungen ist wieder die Gleichung (1).
Wird darin zusitzlich zur Matrix D eine Matrix der Std-
rungen AD beriicksichtigt, ergibt sich das Eigenwert-
problem .

2
w;(D+AD)Mg; =g .

Werden die Eigenfrequenz wf und der Eigenvektor t-;:
in einen ungestdrten Anteil “’ii bzw. c-;: o und einen von
der Storung AD herriihrenden Anteil wizl bzw. t_fil auf-

gespalten, so ergibt sich neben dem Differentialglei-
chungssystem des ungestdrten Problems eine Gleichung
in der ersten Ordnung der Stérung:

2 - 2 - 2 - _ >
wiy DM g;, +wj, DM gy + i, ADM q;, =g, .
Nach Linksmultiplikation mit i: oT M unter Beriicksich-
tigung der Orthogonalititsrelationen folgt



MADM
wf) = -, o to - _ o2 €k ®)
> T Mo 10
g, MDMgq;,

Die lineare Storungsrechnung liefert damit fiir die 1. Na-
herung von wiz den Ausdruck

W =0l (1-¢y)- ©)

Aus den Gleichungen (5) und (8) ist zu erkennen, daf
die implizite Differentation und die Lineare Stérungs-
rechnung gleiche Ergebnisse liefern, falls der Nachgiebig-
keitsparameter p, nur linear in D vorkommt. Es gilt in
diesem Fall:

AD = D, *Ap,

und damit
€ = aik Apk .

Unterschiedliche Ergebnisse ergeben sich immer dann,
wenn der Parameter py nichtlinear in die Nachgiebig-
keitsmatrix eingeht.

Welche der beiden linearen Niherungen in diesem Fall
die besseren Ergebnisse liefert, ist abhiingig vom jewei-
ligen Problem und kann vorher nicht ohne gréBeren
Auvfwand abgeschitzt werden. Soll der Einfluf einer
Parameterinderung durch eine lineare Niherung erfaft
werden, so kann von den Gleichungen (6) und (9) die-
jenige gewihlt werden, die sich mit dem geringeren Aui-
wand realisieren liBt. .

3.3. Beriicksichtigung hoherer Niherungen

Um hohere Niherungen beriicksichtigen zu kénnen,
kann die Stérungsrechnung héherer Ordnung angewen-
det werden. Da der Aufwand schon bei der Ermittlung
der 2. Niherung betrachtlich ansteigt, wird vorher eine
Hauptachsentransformation durchgefiihrt. Mit der Trans-
formaﬁ0{1

Q=M2V (10)

und unter Voraussetzung der Diagonalgestalt der Massen-
matrix M liBt sich das Gleichungssystem (2) in der Form

-
SV+V=0

schreiben. Mit ¢inem stationiren Ansatz fir V wird
daraus das spezielle Eigenwertproblem

(S—AE)V=0
mit wl2 (11)
A= —
w2

Die Matrix S berechnet sich nach

1 1
S=w*2.M2pM2

und ist wie die Matrizen M und D symmetrisch.

Wird die Matrix D durch die Matrix AD gestért, so
ergibt sich anstatt (11) das Eigenwertproblem

[ - = °
(S+AD-AE)V=0 (12)
mit 1 1
AD=w*2- M2 ADM? .
Mit Hilfe der Modalmatrix _)H, die sich aus den ortho-
normierten Eigenvektoren V des ungestorten Problems
(11) zusammensetzt, liBt sich in (12) die Matrix S auf
Diagonalgestalt bringen:
S+A-AEX=0 (13)
mit
S=HTSH- diag{)\i} ... diagonal
—uTAnp =42 :
=H*ADH _{aij} ... symmetrisch

< B

—_
=HX

- -
H=(V, V..., V)
Fiir das gestorte Eigenwertproblem (13) sind in [9] die
Niherungen fiir die Eigenfrequenzen und Eigenvektoren
bis einschlieflich 4. Ordnung in den Stérungen ange-

geben. Fiir den Niherungsansatz des Eigenwertes Aj bis
einschlieflich 2. Ordnung in den Stérungen

A= Not Nt A

ergeben sich die einzelnen Anteile zu:

A, - - - Eigenwert des ungestorten Problems
a;, ist das i-te Diagonalelement der Matrix A
2~ a
Ng = 2 Ay xyy mit X, = oo 19
i=1 )ﬁo %o
J#

Xjp; st dabei die Anderung 1.Ordnung der j-ten

Komponente des i-ten Eigenvektors Xi

Damit ist gezeigt, dafi bei Niherungen hoherer Ordnung
fiir den Eigenwert \; die Beriicksichtigung der Anderung
des Eigenvektors X; erforderlich ist.

3.4. Vergleich der verschiedenen Niherungen am Bei-
spiel

Am Modell nach Bild 1 sollen die Niherungsverfahren
einander gegeniibergestellt werden. Um den Entwick-

lungspunkt
epo = 28107 Nm (das entspricht v, = 0,15)

! Ac
wird fir Schwankungen — T bis £ 20% eine Aus-

To
wertung entsprechend den Gleichungen (6) und (9) vor-
genommen. Die Auswertung der Gleichung (15) ergab
gegeniiber der exakten Losung so geringe Abweichungen,
dab sie sich zeichnerisch nicht mehr darstellen lift. Fiir
die Niherung gemib Gleichung (6) ergeben sich mit
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]

MD M

m, ( 0 0 )
e w*2 0 -0225

°To
my (4,5 1,125 )
w*2 1,125 0,6625
- T
Qog = (0,48 -0,88)

00 = (0,88 048)T

MDM

die 8ik zZu
5 0,065 !
1k ’ To
563 1
82k =-0, o

Die Niherungsgleichungen fiir die beiden Eigenfrequen-
zen sind damit nach (6):

. Ac
w} = Wl (1+0,065 —T

)

°To
(16)
202 (140,563 2°T)
wp = wyy (10, °To

Bei Verwendung der linearen Stérungsrechnung muf
zuerst die Matrix der Stérung AD infolge der Parame-
terinderung Act ermittelt werden. Sie folgt bei Beriick-

sichtigung der Definition von :
AD o ( 0 0 A
= c
EL 0 -09 —T
Cro * AcT
Somit ist
m 0 0
MADM = —1 ( Ac
w*2 0 -0225 —T>
Cro t AcT

und fiir die ¢;; entsprechend Gleichung (8) ergibt sich:

0,065 __2°T
e -3 —
1k ’
Cro t AcT
Ac
€ = —0,563 T
: cqe t Acy

Die 1. Niherung der Eigenkreisfrequenzen lautet damit

~

Ac
w} = Wl (1+0,065 c—+:T—)
To T
17)
AcT t
2 2
wy = whH (1+0,563 ————)
2 20 ’
Cro t AcT

-

Die Gleichungen (16) und (17) sind neben der exakten
Lésung fiir die 2. Eigenkreisfrequenz im Bild 5 darge-
stellt. Als Vergleich ist auch die Lésung nach-Gleichung
(7) eingetragen.
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Bild 5
Vergleich der linearen Niherungen nach Gleichung (16) und
Gleichung (17) mit der exakten Losung und der Niherung nack:
Gleichung (7)

smme  exakter Verlauf

~——— lineare Niherung nach Gleichung (16)

=== lineare Niherung nach Gleichung (17)

—-—- Niaherung nach Gleichung (7)

Um prinzipielle Aussagen iiber den Einfluf einer Para-
meterinderung auf eine Eigenkreisfrequenz machen zu
konnen, eignen sich beide vorgestellten linearen Nihe-
rungen. Die Hinzunahme hoherer Niherungen ist prin-
zipiell méglich, jedoch fiir Abschitzungszwecke nicht
erforderlich. Am Bild 5 ist auerdem ersichtlich, daf
Gleichung (7) schlechtere Ergebnisse als beide lineare
Niherungen liefert.

4. Zusammenfassung

Um bei Gestellstrukturen unbekannte Parameter iden-
tifizieren zu koénnen, ist es wichtig, den Einfluf dieser
Parameter auf bestimmte Schwingungsgréfien vorher
abzuschitzen. Drei Methoden dazu wurden vorgestellt
und an einem einfachen Beispiel verglichen. Es zeigte
sich, daf fir Abschitzungen eine lineare Niherung
bereits ausreicht. Die aus der linearen Stsrungsrechnung
erhaltene Gleichung (9) und die Gleichung (6) stehen
dabei gleichberechtigt nebeneinander. Beide Niherungs-
gleichungen eignen sich auch dazu, den Einfluf von
Parameterschwankungen zu erfassen. Dies kann von
Interesse sein, wenn eine Maschine in Serie produziert
wird und bestimmte Parameter fertigungs- und montage-
bedingt von Maschine zu Maschine voneinander abwei-
chen. Es sind fiir einen gewissen Streubereich dieser



Parameter mit den hergeleiteten Niherungsgleichungen
Aussagen iiber die Anderungen der dynamischen Eigen-
schaften maglich.
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