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Ein eftektives Verfahren zur experimentellen Ermittlung von
Systemkennfunktionen mit Hilfe von Pseudozufallssignalen

Friedrich Wahl

- 0. Einleitung

Moderne Verfahren der experimentellen Systemanalyse
basieren auf der Nutzung von Klein- und Mikrorechnern
in Verbindung mit dem Algorithmus der schnellen Fou-
riertransformation [1].

Die hohe Effektivitit dieser modernen Verfahren ist
u. a. darauf zuriickzufithren, daf Erregersignale mit breit-
bandigem Spektrum (Stoffunktionen, Sprungfunktio-
nen, Zufallssignale) eingesetzt werden knnen.

Als besonders leistungsfihig haben sich Zufallssignale
erwiesen, die auf digitalem Wege erzeugt werden.

Diese sogenannten Pseudozufallssignale verbinden die
niitzlichen Eigenschaften natiirlicher Rauschsignale mit
den fiir die diskrete Fouriertransformation wichtigen
Eigenschaften periodischer Signale [2].

In den folgenden Ausfilhrungen wird besonders auf die
Erzeugung von Pseudozufallssignalen eingegangen und
die rechentechnische Realisierung fiir das Hybridrech-
nersystem HRA 7200 erldutert. Dabei liegt der Schwer-
punkt auf einer kurzen Darlegung wichtiger mathemati-
scher Beziehungen zur Signalsynthese und -analyse auf
der Grundlage der diskreten Fouriertransformation,
wodurch das Verstiindnis des unter Pkt. 2.1. beschriebe-
nen Funktionsprinzips erleichtert wird.

Die gezeigten Anwendungsbeispiele beschrinken sich
auf einige typische Aufgaben der experimentellen
Systemanalyse. Beziiglich weiterer Anwendungen sei auf
[3] und [4] verwiesen.

1. Grundlegende mathematische Beziehungen
1.1. Aligemeines

Im folgenden werden die fiir die Signalanalyse und
synthese erforderlichen Algorithmen kurz hergeleitet
und zusammengestellt. ' _

Den Betrachtungen wird ein Datenfeld von N-komple-
xen Werten zugrunde gelegt, das mit Hilfe der diskreten
Fouriertransformation vom Zeit- in den Frequenzbereich
(bzw. vom Frequenz- in den Zeitbereich) transformiert
werden kann. (vgl. Bild 1).

Das Transformationspaar lautet:

Transformation vom Zeit- in den Frequenzbereich
&

] N—1 _jk27rn
Z (k) :EZ zme N ;k=01,...(N-1)
n=0
0]

Transformation vom Frequenz- in den Zeitbereich

N-—1 +jk2‘lrn
2(n) = Zke N ; n=01,...(N-1)
k=0
2
n=0 1, 2, .. (N-1)
|| Realteil! | 1 N komplexe
L1 Jmaginprieil | T | Werle z(n) im
Zeitbereich
FFT
k-0 1 2 ... (N-1)
E E Realteil ! 1' : N komplexe
. Jmogindrieil | | | Werte Z(K) im
. Frequenzbereich
Bild 1

Schematische Darstellung der komplexen diskreten Fourier-
transformation

Die rechentechnische Realisierung der Transformationen
(1) und (2) erfolgt iiber den Algorithmus der schnellen
Fouriertransformation (im weiteren FFT genannt).

1.2.  Leistungsspektren reeller Signale

Die einseitigen Leistungsspektren zweier, zu dquidistan-
ten Zeitpunkten parallel abgetasteter Signale x (n) und -
y (n) ergeben sich aus den Beziehungen

G (k) = 2X* (k) - X (k);1) ®3)
G k) = 2Y* (k) - Y (k); 4)
Gyy () = 2X* (k) * Y (k). (5)

Die GroBen X (k) und Y (k) sind die komplexen halben
Amplituden, die man aus den diskret vorliegenden Wer-
ten x (n) und y (n) mit Hilfe der FFT gewinnt.

Das effektivste Verfahren zur Berechnung der Gréfien
X (k) und Y (k) besteht darin, die Folgen x (n) und
y (n) auf den Real- und Imaginirteil des Datenfeldes

1) Die konjugiert-komplexen Werte werden mit einem Stern
gekennzeichnet.
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abzuspeichern und anschliebend die komplexe FFT aus-
zufiihren.

Man erhilt auf diese Weise ein komplexes (physikalisch
nicht sinnvolles) Amplitudenspektrum, aus dem die
gesuchten Amplituden X (k) und Y (k) berechnet wer-
den kénnen.

Dieses Vorgehen ist besonders bei der Ermittlung von
Frequenzgingen und Kohirenzfunktionen sinnvoll, da
man in diesem Fall die Leistungsspektren (3) bis (5)
gleichzeitig benotigt.

Indem man die Folge x (n) auf den Realteil, die Folge
y (n) auf den Imagenirteil abspeichert, bildet man die
komplexe Folge

z(n) = x(n)+jy (@)
Das zugehérige Amplitudenspektrum ist dann

N—1 k27

20 = = ) x@+iy@le N
N ©)
k=0,1,...(N-1).

Zur Berechnung der gesuchten Amplituden X (k) und
Y (k) aus den Z (k) benétigt man die aus (6) folgenden
Beziehungen

1 N-1 +jk21fn
ZONK) = = )_“6 x@+iy@mle N 5 @
1 N-1 _jk21rn
Z*NR) =< L [x@) -jy@le N @®)
n=0

Aus (7) und (8) erhilt man mit
I = N-k )

ZR)+2* () = 2X(K),
Z0) -2*() = 2§Y(K),

woraus sich die gesuchten Amplituden ergeben zu

1 :

X(k) = E[Z(k)+z‘ ], 10)
1

Y (k) = _Ej[z(k)_z‘ M), k=0,1,...(N-1), (11)

Setzt man die Beziechungen (10) und (11) in die Aus-
gangsgleichungen (3) bis (5) ein, so erhilt man die end-
giltigen Gleichungen zur gleichzeitigen Berechnung der
Leistungsspektren. Fiir die praktische Berechnung wer-
den nur die Spektralwerte bis einschlielich zur Nyquist-
Frequenz (k = N/2) benétigt, da die Amplituden X (k)
und Y (k) konjugiert — komplex beziiglich dieser Fre-
quenz sind. Das erkennt man unmittelbar aus den Glei-
chungen (10) und (11), aus denen tolgt

X1 = X* (k),
YQ) = Y* (k).
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Ein Sonderfall ergibt sich fiir k = 0 (DC-Komponente).
Da die diskrete Fouriertransformation fiir k = 0 bereits
die volle Amplitude liefert, entfillt in den Beziehungen
(3) bis (5) der Faktor 2.

Zerlegt man die komplexen Spektralwerte Z (k) in Real-
und Imaginiirteil gemdB Z (k) = Zy, +jZy;, so erhilt
man die folgenden Gleichungen zur Bestimmung der
Leistungsspektren:

Leistungsspektrum G
Gxx(k) = %[(Zkr’“zh)z‘L(Zki—zﬁ)z]; (12)
Gex®) = Zor 5 k= 1,2...%J
Leistungsspektrum Gy = N-k
Gyy(k) = % [(Zii + Z0)* + (Zer 7)) (13)
Gyy® = Zoi  ; k= 1,2...2

Il = N-k
Kreuzleistungsspektrum Gy
Realteil
Gxy®) = (Zir* Zii+ Zicr * Zai); (14)
Cay® = Zor'Zoii k= 12...7%

I = N—k
Imaginirteil
Gy (k) = %(Zfﬁlﬁ—zi,—zﬁi); (15)
Gxy(@) = 0 ;o k=12 1;

1 = N-k

1.3. Frequenzgang und Kohirenzfunktion

Mit den unter Pkt. 1.2. bereitgestellten Beziehungen er-
gibt sich folgender Ablauf zur Bestimmung von Fre-
quenzgingen und Kohirenzfunktionen:

Die Ein- und Ausgangssignale des zu untersuchenden
Systems werden parallel erfafit und als komplexe
Folge z (n) abgespeichert;

Ausfiihren der komplexen FFT (Bereitstellen der
komplexen Spektralwerte Z (k)); :
Bestinmung der Leistungsspektren nach (12) bis
(15):

Mitteilung der Leistungsspektren durch Analyse meh-
rerer statistisch unabhingiger Vorgiinge;

Berechnung des Frequenzganges

GxY.2) .
=

HE) = = (16)

XX

2) Die gemittelten Grofien werden durch einen Querstrich ge-
kennzeichnet.



*

Gyy * G
[H(k))? = #—V ; (17)

— Berechnung der Kohirenzfunktion

Gyy Gyt N
Pk = L X k=01...(=-1), (8)
Gxx‘ny 2

1.4. Erzeugung von Pseudozufallssignalen

GroBe praktische Bedeutung gewinnt die inverse FFT bei
der Erzeugvng von sog. Pseudozufallssignalen. Das in
[5] beschriebene Verfahren ist im Bild 2 schematisch
dargestellt: Es wird ein komplexes Amplitudenspektrum
Z (k) mit bekannten Betrigen und zufilligen Phasen-
winkeln vorgegeben. Die Riicktransformation in den
Zeitbereich liefert die reelle Punktfolge z (n). Dabei mufs
beriicksichtigt werden, dab bei reellen Signalen die Spek-
tralwerte konjugiert-komplex beziiglich der Nyquist-
Frequenz sind. Um N reelle Werte z (n) im Zeitbereich
zu erhalten, miissen vor der Riicktransformation (2) N

k=0 1 2 3 4 5 6 7

Zo} 2! 2,0 2,024 23 78 2]
\'Nyquisf - Frequenz

FFT , 6Gl.(2)

n=0 1 2 3 & 5 6 7%

Xo | Xq 1 X2 1 Xai Xyl Xsg| Xg X7

0,0,0,0,0,0/0!0
Bild 2

Inverse Fouriertransformation zur Erzeugung reeller Signale
(Beispiel N = 8)

k« 0 1 2 3 4 5 6 7

A Adt Act Asl AL AL AL A,Q

Nyquist- Frequenz
6L.(25), (26)

Zo} 24} 25} 2o} 24} Zs) 241 Zs

FFT Gl (2)

n=0 1 2 3 4 s

6
Qo1 Q2/ 04 10s104] Q| Q
Q:103/05,0,]0p!0y' ] Ags

Bild 3
Erzeugung komplexer Signale (Beispiel N = 8)

komplexe Spektralwerte bereitgestellt werden, von
denen (N/2—1) Werte konjugiert — komplex beziiglich
Spektralwertes Z (k = N/2) sind.

Der Nachteil dieses Verfahrens besteht darin, daB nur
die Hilfte des fiir die FFT erforderlichen Speicherbe-
reiches genutzt wird. Im folgenden wird gezeigt, wie die
Redundanz dieses Verfahrens durch Erzeugen einer
komplexen Punktfolge beseitigt werden kann.

Das Prinzip ist im Bild 3 schematisch dargestellt. Aus
einem vorgegebenen Amplitudenspektrum A (k) wird
zunichst ein komplexes, physikalisch nicht sinnvolles
Amplitudenspektrum Z (k) so bestimmt, dab die Riick-
transformation N komplexe, bzw. 2N reelle Werte im
Zeitbereich liefert.

Die Methode soll zunichst anhand der Transformation
in den Frequenzbereich erliutert werden.

Die reelle, durch Abtastung eines Signals erzielte Folge

a(n) n=0,1,...(2N-1)
wird in eine komplexe Folge
z(n) n=01,...(N-1)

zerlegt, indem die Werte a (n) mit geradem Index den
Realteil, die Werte a(n) mit ungeradem Index dén
Imaginiirteil bilden. Man erhiilt

29 = 3tja; = x5ty

Zp = agtjag = x) tjy;

Z(N-1) ~ q2N-2) " 13aN-1) =Xn_1) * W(n-1)
Die auf diese Weise gebildete komplexe Folge
z(n) = x(n)+jy(n); n=01,...(N-1)

wird in den Frequenzbereich transformiert.

Aus den so erhaltenen Spektralwerten Z (k) werden mit
den Gleichungen (10) und (11) N komplexe Spektral-
werte X (k) und Y (k) errechnet. Durch Uberlagerung
beider Spektren erhilt man das gesuchte Amplituden-
spektrum A (k) der Ausgangsfolge a (n). Dabei wird die
scheinbare Zeitverschiebung der Folge y (n) gegeniiber
x(n) durch eine ,Riickdrehung” im Spektralbereich
korrigiert. i

1 TN
Ak) = 3 [Xk)+Y(k)e " 1;k=01,...(N-1),
19)

Gleichung (19) gestattet es, aus einem vorgegebenen
Amplitudenspektrum von N komplexen Werten A (k)
wieder eine komplexe Punktfolge z (n) zu berechnen,
deren Real- und Imaginirteile die gesuchte reelle Folge
a (n) bilden.
Mit

.k

A* (D) = %[X(k)—Y(k) e N1 k=01, .(N-1)
1 = (N—k)
(20)
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erhilt man aus (19) und (20) die Beziehungen
A+ AT () = X(), mk @D
AK) —A*() = Y(K)e' N - (22)

Die Werte X (k) und Y (k) kénnen gemi6 (10) und (11)

ersetzt werden:

1
AW AT = (209 +Z* (); 23)
1 -j mk
CAR-ATD) = SiZ®-Z'0lE V. @)
Daraus erhilt man schlieflich:
. mk
Z() = [A()+A* (D] +j[A() A Dle N ; (25)
N

k=01,... —.

[\

Aus rechentechnischen Griinden wird die Folge Z (1) aus
Gl. (23) gesondert berechnet:

Z(0) = —Z*(k) + 2A% (k) + 2AQ) ; (26)
N

k=0,1,... —

2

1 =(N—k).

Der Rechenablauf zur Erzeugung von 2 N reellen Wer-
ten a (n) im Zeitbereich aus N komplexen Werten A (k)
im Spektralbereich lift sich in folgenden Schritten aus-
fithren:

Vorgabe von N komplexen Amplituden A (k);
Berechnung der Spektralwerte Z (k) und Z (I) ent-
sprechend den Gleichungen (25) und (26);
Ausfiihrung der inversen FFT nach Gl. (2).

K

Datenspeicher vor MePwerlerfassung

Qo] Q2| Q4| Ag) Qs Al Qg Q
Q,103]As| Q3] QglQy (o}

aplEreser [ HO |-

arcn),

2. Experimentelle Ermittlung komplexer Fre-
quenzginge
2.1. Funktionsprinzip und rechentechnische Realisie-
~ rung

Das unter Pkt. 1.4. beschriebene Verfahren zur Erzeu-
gung von Pseudozufallsssignalen wurde fiir das Hybrid-
rechnersystem HRA 7200 realisiert. Die experimentelle
Untersuchung dynamischer Systeme auf der Grundlage
der Frequenzgang- und Kohirenzanalyse erfordert im
allg. zwei parallel betriebene Analog-Digital-Umsetzer
(ADU). Da das Hybridrechnersystem HRA 7200 iiber
nur einen ADU verfiigt, wurde ein besonderes Prinzip
der Signalausgabe und der MeBwerterfassung entwickelt.
Im Bild 4 ist dieses Prinzip dargestelit.

Die im Speicher des Rechners bereitgestellten 2 N Werte
des Pseudozufallssignals a (n) werden iiber einen Digital-
Analog-Umsetzer (DAU) ausgegeben. Gleichzeitig erfolgt
abwechselnd die Erfassung der Ein- und Ausgangssignale
des zu untersuchenden Systems.

Dieses Vorgehen erfordert eine spezielle Betrachtung
iiber den zulissigen Frequenzgehalt des Testsignals a (n):
Da die Taktfrequenz der Mefwerterfassung des jeweili-
gen Mefisignals nur die Hilfte der externen Taktfrequenz
betrigt, darf im Signal a(n) als hochste Frequenz nur
die Nyquist-Frequenz der Mefwerterfassung erscheinen.

Die obere Hilfte des Spektrum A (k) fir k>N/2—1
muf also geldscht werden, da es sonst zu sog. aliasing-
Effekten kommt. Die Forderung A (k) = 0 fiir k > N/2—1
entspricht wegen 1 = N—k der Bedingung A (1) = 0 fiir
1<N/2+ 1. Damit vereinfachen sich die grundlegenden
Gleichungen (25) und (26). Man erhilt:

Taktsignal
Takifrequenz ik

X(n)

2504 Q; %ﬂ [ %%-Qnﬂaaeaﬁs

Pseudozufallssignal

Datenspeicher noch MeBwerlerfassung
'Xq Xq x; XQ X. X Xs X7
YolYs Y2l YalYelYslYslYz

ym

V.
o x4 xz\y X X% AN

Eingangssignal

A 2N

Bild 4
Funktionsprinzip der Signalausgabe und der MeBwerterfassung
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k=01... (N-1)
P er ——
0 'NT (N-1)
E=-AK- - 7
0 ll (N-1)
F-——zk) - ———- 1
ﬂ FET 6L(2)
0 (N-1)
F=——an-—-—--
0 v (N-1)
e ———
FFT Gl. (1)
0 & (N'l)
=72k ———-4
$
0 N (N-1)
L Gxy(k) s
:
0 i (N-1)
[ H) [ fiohdrenz |

Bid 5
Schematische Darstellung des Gesamtprogramms

Datenspeicher: N = 1024
komplexe Werte

Vorgabe von % komplexen Amplituden A(k)
mit zufalligen  Phasenwinkeln

Berechnung der Spektralwerte Z (k)
nach Gl (27) bis Gl.(30)

N komplexe Werle
2N reelle Werle a(n) im Zeitbereich

MeBwerterfassung nach Bild 4

N reelle Werte x(n) (Systemeingang)
N reelle Werle y(n) (Syslemausgang)

Berechnung der Leislungsspektren
nach Gl. (12) bis Gl.(15)
und Phasenkorrektur nach Gl.(31)

Frequenzgang und HKohdrenz
nach Gl.(16) bis Gl (18)

H(F)ger P [
10 \
\/oo o ¥
-0} — f[Hz]
HE Y ' 100 200
—=f[Hz]
101
o~ Frequenzgang__TiefpaB
100 200 foo = SOHz
..1'0 b
Bid 6
Komplexer Frequenzgang eines Tiefpafies
nk y

) j— Aufierdem ist es zweckmiifig, bei praktischen Anwen-
Z(k) = AR +tjAK)e N ; @7 dungen die DC-Komponente und den Frequenzanteil

Z@) = -Z*(K)+2A°(K); (28) der Nyquist-Frequenz Null zu setzen. Das bedeutet:
N Z(=0) = 0, (29)

k=12,...(==-1); N
2

Z(k = ?) =0. (30)

1=N-k.
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Bid 7
Amplitudengang eines Analogrechnermodells

Realteil

—_J/‘A N

HE) T
Jmagindérteil
- e —
10 30 4o
—{[Hz]
Bild 8

Komplexer Frequenzgang des im Bild 7 dargestellten Modells
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Die Werte A (k) werden nicht gesondert berechnet, son-
dern sie werden der fiir den FFT-Algorithmus bereitge-
stellten Tabelle der Exponentialfunktion entnommen.
Dabei wird der Speicherzugriff iiber gleichverteilte Zu-
fallszahlen gesteuert, die durch ein Schieberegister mit
Riickkopplung erzeugt werden [3].

Eine weitere Konsequenz des beschriebenen Prinzips
besteht darin, daB nach der Berechnung der Leistungs-
spektren die scheinbare Zeitverschiebung der Folge y (n)
gegeniiber x (n) im Frequenzbereich durch eine Phasen-
korrektur des Kreuzleistungsspektrums beriicksichtigt
werden mulf.

Man erhilt fiir die korrigierten Spektralwerte:
i 3

Cay(®) = Cxy@ e’ N 31

Ein grober Ablauf der rechentechnischen Realisierung
des Gesamtprogramms (Signalerzeugung, MeBwerter-
fassung, Ermittlung der Kennfunktionen des Systems)
wird anhand des Datenspeichers im Bild 5 verdeutlicht.

2.2, Anwendungsbeispiele

Das beschriebene Verfahren wurde an Analogrechner-
Modellen, an elektronischen und mechanischen Syste-
men erprobt. Zu den moglichen Anwendungen gehoren:

Messung der Frequenzginge elektronischer Mefigerite
oder ganzer Mefiketten, besonders in tiefen Frequenz-
bereichen (Beispiel Bild 6).

Messung der Frequenzginge von Analogrechner-
Modellen (Bilder 7 und 8) zur Parameteroptimierung
dynamischer Systeme.

Experimentelle Bestimmung der dynamischen Eigen-
schaften mechanischer Systeme.

64

_y 2

R

o4

8

1%

Bild 9
Amplitudenginge und Kohirenzfunktionen eines nichtlinear
gestorten Systems

Bei der Untersuchung mechanischer Systeme erweisen
sich Pseudozufallssignale als auBerordentlich leistungs-
fihig. Besonders wegen ihrer Unempfindlichkeit gegen-
iiber Stérungen ermdoglichen sie experimentelle Unter-
suchungen, die mit herkémmlicher analoger Me6technik
nicht durchgefiihrt werdén konnen. Bild 9 zeigt den
Betrag des Frequenzgangs und die zugehérige Kohirenz-
funktion eines nichtlinear-gestérten Systems.

Es ist deutlich zu erkennen, wie die Mittelungen im
Spektralbereich zu einer spiirbaren Glittung und damit
zu brauchbaren Ergebnissen fiihren.
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