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Die Berechnung beliebiger, physikalisch nichtlinearer Schalen

mittels finiter Streifenelemente
D. Weber

1. Einleitung

Im folgenden Beitrag wird eine Ubersicht iiber die physi-

kalischen Grundlagen und angewandten mathematischen
Methoden des Programmes EPSCHA (Elastisch-plastische
Berechnung beliebiger Schalen) gegeben, wobei jedoch
auf das verwendete Deformationsgesetz nicht niher ein-
gegangen wird Dieses wurde bereits in [2] ausfiihrlich
dargestellt. Unter dem Begriff ,,beliebige Schalen” sollen
dabei offene Schalen mit 4 Rindern bzw. geschlossene
Schalen mit 2 Rindern gemeint sein, die keine weiteren
Ausschnitte enthalten und deren Schalenmittelfliche
(SMF) sich somit durch eine nicht singulire Vektor-
funktion
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¥ = f’(xl,x2) mit
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auf ein viereckiges Gebiet abbilden Lifit

;k : kartesische Koordinaten, k=1,2,3
X ’

! x%: GauBsche Koordinaten zur Beschreibung der
SMF

Im Elementkatalog des Programms sind bisher 6 Fli-
chentypen enthalten, fiir die alle geometrischen Grofen
exakt berechnet werden. Dieser Katalog kann leicht
durch die Aufnahme weiterer Flichentypen erginzt
werden.

Die Rechnung erfolgt mit normierten Gaufischen Koor-
dinaten, die Schalendicke kann sich bilinear mit den
Flichenkoordinaten éndern.

2. Die Verwendung orthogonaler Kraft- und Ver-

schiebungsgrofien

Zur Ermittlung der Schalenschnittgroben wurde ein
orthogonales Basissystem zugrunde gelegt, obwohl die
Beschreibung der Schalengeometrie mit krummlinigen
und schiefwinkligen Flichenkoordinaten erfolgen kann.

Das hat die Vorteile, daf das Deformationsgesetz in
orthogonalen Tensorkomponenten verwendet werden
kann und Normal- und Schubspannungen voneinander
von vornherein getrennt sind. Natiirlich mub dabei in
Kauf genommen werden, daf die Flichenkoordinaten
x1 und x2 nicht mehr gleichberechtigt behandelt wer-
den konnen und die bequeme Schreibweise bei der Be-
handlung der Theorie verloren geht. Da die unterschied-
liche Behandlung der Koordinatenrichtungen wegen des
angewendeten Rechenverfahrens (Ansitze in x2-Rich-

tung, Integration in x1-Richtung) sowieso unumgiinglich
ist, bringt das fiir den Rechenablauf keine Nachteile.
In Bild 1 ist das verwendete Grundsystem dargestellt
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Bild 1
- - . .
ay,ay: kovariantes Basissystem (Tangenten-
vektoren) i. a. nicht orthogonal, keine
Einheitsvektoren
21 kontravarianter Basisvektor 2, ortho-
gonal zu @y, i. a. kein Einheitsvektor
n: Normalenvektor zur SMF (Einheits-
vektor)
E:l: Einheitsvektor normal zum Schnitt
x1 = const. .
E:: Einheitsvektor in x? -Richtung
211> 89 899" Metrikkoeffizienten
- 2 11 _ %22
R P R PR T

Mit der Einfilhrang der Einheitsvektoren ey, e ist es
moglich, den Verschiebungsvektor V und den Verdreh-
vektor & entsprechend Bild 2 in orthogonalen physika-
lischen Komponenten in ,,ko-kontravarianter” Schreib-
weise darzustellen

U= v, ety G twh )
- ->

w = lllen-—cpE: 2
Bild 2

Benutzt man zur Diskretisierung des Schalenkontinuums
in x1-Richtung eine Abschnittseinteilung entsprechend
dem Ubertragungsmatrizenverfahren (Linie x2 = const.)
und in x2-Richtung Ansatzfunktionen fiir vy, v¢, w, ¢,
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so ergibt sich als Teilelement ein finites Streifenelement
mit den Abmessungen x! +x1 + Axl, x2=0>x2 =1,
wie es im Bild 3 gezeigt wird

Bild 3

An den Rindern x2 = const. werden auch entsprechen-
de orthogonale Verschiebungsgrofen definiert, die sich
durch folgende Lineartransformationen
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ergeben, so daB die Randbedingungen einfach zu formu-
lieren sind.

3. Ableitung der Kanonischen Differential-
gleichungen aus dem Prinzip vom Minimum
der potentiellen Energie

3.1. Physikalische Grundlagen

Ausgehend von dem im 2. Abschnitt dargestellten
Grundsystem und den Gleichungen (1) und (2) kann
der Verschiebungsvektor fiir den Schalenraum wie folgt
geschrieben werden:

T = (,—z9) e, +(v,—2¥) 8 +wi 6))
mit
z = x3

Nimmt man an, daf alle Punkte einer Normalen zur
Schalenmittelfliche der undeformierten Schale auch
nach der Verformung auf einer Normalen zur Schalen-
mittelfliche liegen (analog zur Kirchhoffschen Hypo-
these bei Platten) ergibt sich fiir  und ¥
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Dabei sind b!1, b;, b2 2 Komponenten des Kriimmungs-

tensors und a2 ist wiederum ein Metrikkoeffizient (es

gilt al? =0, wenn xl, x2 orthogonal).
Desweiteren Soll

Desweiteren soll ",a” die partielle Ableitung der ent-
sprechenden Grofe nach x® bedeuten.

Gl. (4) wird dabei spiter als Zwangsbedingung benutzt,
da in ihr die Ableitung w,] vorkommt. Gl. (5) dient als
Eliminationsgleichung fir ¥ im Verlauf der weiteren
Rechnung.

Da die Schalenberechnung nur fiir kleine Verformungen
erfolgen soll, wird der Green’sche Verzerrungstensor der
Form

1
€ap = 5B Vgt By ©h=12 ©)
verwendet.
Dabei sind :g;, gﬁ kovariante Basisvektoren des Schalen-
raumes. Mit Hilfe der Einheitsvektoren E’n und?:)t gelingt
es, die physikalischen Komponenten des Verzerrungs-

tensors in n- bzw. t-Richtung zu bestimmen.
Man erhilt

m = EENGETH,

e = EE e (DU ©)
1 - = >0 =

€, = El(eng“)ga(éigﬁ)u,g*‘
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Die Vektoren Ea, Eﬁ erhiilt man aus Ea’ é}; durch Herauf-
ziehen der Indizes mit Hilfe der Metrikkoeffizienten.

Macht man fiir 0,5 einen Ansatz in orthogonalen Kom-
ponenten der Form

-> _ - -> -
u,ﬁ = d‘ﬂen + dtﬁet + dﬁn , (8)

so ergibt sich nach dessen Einsetzen in die Formeln (7)

€an " (E; é’ﬁ) dnﬁ
&€ = @EhHa ©)

1 . ->
ot §[(etgﬁ)dnﬁ+@:,gﬁ)dt3]

Die GréBen dnﬁ’ dtB’ dﬁ ergeben sich aus Differentiation
von (3) und Koeffizientenvergleich zu
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Die ersten beiden Gleichungen von (10) kann man in

von z unabhingige bzw. von z linear abhingige Glieder
zerlegen

dnB = dnBO tz dnm

1D
dtB = dtBO +z dtﬁl
Die letzte Gleichung von (10) wird fiir die weitere Be-
rechnung nicht benétigt.

Fir =1,2 ergibt sich fiir dnBO’ dnBl’ dtﬁo und dtBl
folgender ausgeschriebener Formelapparat, wobei schon

¥ mittels (5) eliminiert wurde:
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Dabei wurde a als Abkiirzung fiir \/ all ayy benutzt. Die
Christoffelsymbole 1";1 und F;z sind geometrische
Grofen und werden ebenso wie die Kriimmungen vom
Programm exakt berechnet.

Die in (7) vorkommenden Produkte aus den Basisvekto-

ren der SMF mit denen des Scha]em'aumess_g)‘3 der Form
_)1—)6 = Slﬁ und 32 B = Sﬁ

ergeben die zugehorigen Komponenten des Schalenten-
sors. Sie stellen die Verbindung zwischen den GréBen
der SMF und des Schalenraumes her. Sie berechnen sich
aus

sth-1/2 [alﬁ —5(a'fb) —blﬁ)]
g
y

(13)
s :\/E [s —osh b"’—bﬁ)]
& P
mit
\/% = 1z b+ 2% (b] b — b2 by) (14)

In den obigen Gleichungen ist & g ein Kroneckersymbol,
bg die doppelte mittlere Krimmung und der Klammer-
inhalt in (14) die GauBische Kriimmung.

Fiir =1,2 ergeben sich demnach 4 Schalentensorkom-

ponenten und in Verbindung mit +/ all undv/%22  die
4 Ausdriicke

g1l S; gl2
F, = F, = F, =
1 ] 2 ) 3 ]

all /a22 \/311
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Die Abhingigkeit der Verzerrungen von der Schalen-
raumkoordinate z ist demzufolge nur in den Ausdriicken
(15) und durch das lineare Glied in (11) vorhanden. Bei
der Berechnung der spezifischen inneren Energie (pro
Einheit der Koordinate x1) der Schale, die durch den
allgemeinen Ausdruck

_1/ 2T 2V 8 4.3 2
= — ( € E = dx°)va dx 16
el w
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mit E als Koeffizientenmatrix des Deformationsgesetzes
und €= (€nn’ €np ett)T gebildet wird, ergeben sich bei
elastischem Materialverhalten fiir die Integration iiber
die Schalendicke h und somit zur Ermittlung der 6rtli-

chen Steifigkeit fiir einen Punkt der SMF 3 verschiedene
Integrale, die in der Form

h
n 2 g
K;; = j Fisz“V—dz n=012
h a

ij=1234
5 J

dargestellt werden konnen.

Da in den Integranden nur rationale Funktionen von z
auftreten, konnen diese Integrale auch analytisch gelost
und als fertige Formeln programmiert werden, so daf
bei elastischem Materialverhalten die numerische Inte-
gration iiber die Schalendicke entfallen kann.

3.2. Die verwendeten Ansatzfunktionen

Zur Reduzierung des Problems beziiglich seiner Abhin-
gigkeit von mehreren Variablen werden fiir die Verschie-
bungskomponenten an den Schnitten x! = const. An-
satzfunktionen der Form

IN KZ ~
= L v 6+ ) e, [0,

= r=1

IN
= 2 Vo 6D ()]
k=1

& 1 2 RZ
Vt T E Vet () £y (%) + ZI: % [;tr("l,xz)
r:
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- IFE]. Verrc (1) £y (%) ]

W KZ
w = kgl: wk(xl)fwk(x2)+ El < l:$7l,(xl,:(2
l‘:

Iw -—
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verwendet.
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Dabei bedeuten

IN, IT, IW: jeweilige Anzahl der Ansatzfunk-
tionen

c,: Komponenten des Starrkérperver-
schiebungsvektors

Vm_, Vt " -v?r, ot Starrkérperverschiebungsfunktio-

nen

Die Unabhingigkeit von IN und IT gewihrleistet eine
bessere Anpafimoglichkeit an das jeweilige Problem als
eine fiir beide Verschiebungen gleiche Funktionsanzahl.
Fiir w und ¢ ist eine solche Variabilitit nicht maglich,
da beide Verformungen gemif (4) iiber eine Zwangsbe-
dingung gekoppelt sind.

Es existieren die Spezialfille

Scheibenproblem: IW = 0

IT = 0,

wobei nur fiir die auftretenden Verformungsgrofien
Rechenzeit und Speicherplatz benétigt wird.

Die geforderten Eigenschaften der Ansatzfunktionen
sind

Plattenproblem:  IN

£ (5) =

wobel mit ij alle anderen diskreten Ansatzstiitzstellen

gemeint sein sollen. Diese Bedingungen konnen mit
Polynomen (z. B. Lagrangesche oder Hermitesche) oder
mit Fourierreihen erfiillt werden.

Die Ansitze nach (17) erlauben es, zu einer moglichen
Erhshung der Rechengenauigkeit die in den Ansatzfunk-
tionen nicht enthaltenen Starrkorperverschiebungsfunk-
tionen (KZ_ - =6) durch die in jeder Gleichung auf-

KZ
tretende zweite Summe ( E ¢, [..-1) hinzuzufiigen.
r=1
Dabei ist in dieser Darstellung schon die Bedingung ein-
gearbeitet, dafi die Komponenten v (xl), vy (x1 ), w(xl)

und ¢(x!) an den Ansatzstiitzstellen physikalisch blei-
ben sollen. Deshalb werden innerhalb der Starrkérper-
ausdriicke die Starrkdrperverschiebungsanteile an den
Ansatzstiitzstellen wieder abgezogen. Hierbei gilt

oy 1\ - ¢ 1.2
Vork () = Vo (x ,xk) usw. ,

so daB jeweils fiir X2 = xi die genannten Starrkérper-

ausdriicke entfallen. Das gilt nicht fiir alle iibrigen

2

Werte von x“ =z B. fiir die Integrationsstiitzstéllen,

sofern sie nicht mit den Ansatzstiitzstellen identisch
sind.
Im Folgenden seien zum Vergleich einige Ansatzfunk-

tionsarten grafisch iiber der normierten Koordinate x2
dargestellt. In den zugehdrigen Formeln bedeuten

p: Anzahl der Abschnitte zwischen den Ansatzstiitz-
stellen, in die eine Linie x! = const. eingeteilt wird.
In den Beispielen wird von iquidistanten Stiitzstellen
ausgegangen und mit einer Ausnahme p = 4 gewihlt.



k: Nummer der Ansatzfunktionen. In den Beispielen er-
folgt die Darstellung immer fiirk = 1.

Lagrangesche Polynome
2 1
2 p' (X _5)
Lo =1mr — P
k p
p=4, k=1
1
Bild 4 ~— N -
1 X
Hermitesche Polynome
2,2
2, _ X (x"-1
B0) = o )
ﬁ p=4, k=1
1
Bild 5
,\'
0 v q x’

Mit den Hermiteschen Polynomen der obigen Form wird
erreicht, daB fiir alle k + 0, p gilt

H ,(*=0) =0, H ,G*=1)=0

Fourierreihen

Die nachfolgend aufgefiihrten Formeln und Bilder gelten
nur fiir geschlossene Probleme, bei denen gilt: Zustand
(x2 = 0) entspricht Zustand (x2 = 1),

beliebiges periodisches System, p ungerade

k . 2
2 (-1)* sinpmx
Fk(x ) =

. 2 k
sinm(x — —
( p)

Bild 6

beliebiges periodisches System, p gerade

k 3 2
(-1 8In p X
Fk(xz) = ) cosn(xz—!;-)
. 2
sinw(x“ — =
( o)
p=4, k=1
1
Bild 7
0 T N—— v1 %2

beix® =0 und x> =1 symmetrisches Problexl?

sin pmx

k

9, _ (=D
Fgg,k(x) = q p
0 <k<p
k=0,p: q=0,5

k sonst: q=1,0

2 P

sinm —

cosT E —CO8T X2

Bid8 1

beix? =0 und x> =1 antimetrisches Problem

.k
(_1)k Sm'n';
Fuu,k(xz) = Sinp"x2
COBW——COS‘”xz
P
1<k<p-1
p=4, k=1
\
Bild 9
~—" Tz

0

bei x2 = 0 symmetrisches, bei x2 = 1 antimetrisches Pro-

blem
k sin i x2
=" . 2 2 Tk
Fyux () = 2q-—— sinp7x - cosyy o
P =
cosm E—cosn
. P 0<k<p-1
\ k=0: q=05
N ksonst: q=1,0
0 \/ 1 x?
Bild 10
bei x? = 0 antimetrisches, bei x? = 1 symmetrisches Pro-
blem
k cos o x
-n" . 2 . mk
Fugr(c?) = 2q —— dnpr? S5
4 COsST ——cos1rx2
p
p=4, k=1
k=p: q=05
7 ~— R ksonst: q=1,0
Bild 11
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mit

KZ
v:k (xl) =Vok (xl) - Z: ¢, mG (xl) (19)
r=1

Dadurch sind die Verschiebungskomponenten, die nur
noch von x! abhiingen, zusammengefaft, allerdings ist

dann z. B. V*k keine physikalische Gréfie mehr. Fiir die
n

Berechnung der inneren Energie der Schale werden die
Starrkrperverschiebungsfunktionen weggelassen, da sie
keinen Einflufi auf die Verzerrungen und Spannungen
haben.

Der Verschiebungsvektor fiir einen Schnitt x1 = const.
hat damit die Komponenten

>, 1\ _ * * . * *
v(x)= {an’”"vnIN’ Voo Var
* w* * g‘0-2& T (20)
Wl Wi el IW}
oder anders ausgedriickt
vy = v *# QT 21
v(x") {vl""’vIZ} | (21)

3.3. Darstellung des elastischen Potentials

Die kanonischen Differentialgleichungen werden aus
dem Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie her-
geleitet. Das elastische Potential 7 errechnet sich be-
kanntlich aus

1= fl Uy dx! = [ (W, —W, )dx! (22)

W;: Spezifische innere Energie (Forminderungsener-

gie)
W,y: Spezifische Arbeit der &uferen Belastung und
Volumenkrifte

Ersetzt man in (16) den Verzerrungstensor durch die
Verformungen sowie zugehérigen Ableitungen nach den
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wobei zur Abkiirzung ()’ gleich 3l sein soll.
X

Alle Terme mit dem Index A gehéren zu den mit dem
Lagrangeschen Faktor Ay, als Nebenbedingung hinzuge-
fiigten Zwangs- und Randbedingungen. Die Randbedin-
gungen fiir die Rinder x2 = const. sind hier deshalb mi:
eingearbeitet worden, damit sie auch erfiillt werde::
konnen, falls die gewiihlten Ansatzfunktionen das nicht
von selbst tun, was nur bei Verwendung orthogonal.r
Koordinaten erreicht werden kann. Das bedeutet zwar
einen hoheren numerischen Aufwand, man hat aber
dadurch gréfiere Freiheit bei der Wahl der Ansatzfunk-
tionen und Schalenkoordinaten.

Die Elemente der Matrizen 1{\1, z1\0 und (/)\0 sind Integrale

iiber die Schalendicke und die Streifenbreite von x2 = 0
bis x2=1. Hier gehen das Deformationsgesetz und
geometrische Grofien der SMF und des Schalenraumes
ein. Fiir ein Streifenelement der Linge Ax! beschreiben
sie zusammen dessen Steifigkeit.

In zi\ und }3 sind die Belastungsgrofen enthalten — -
sowohl die duBeren als auch die thermischen, wobei die
letzteren dem verwendeten Deformationsgesetz mit
Temperaturgliedern entsprechen. Alle Terme mit Index ¢
gehdren zu den Starrkérperverschiebungsgliedern, die in
den Komponenten v"]:(xl) gemif (19) enthalten sind.
Diese lassen sich aus AAA A A A A und den
Starrkérperverschiebungsfunktionen an den Ansatzstiitz-
stellen berechnen. Der Ausdruck Fy ¢y in (23) steht fiir
die Arbeit der Resultierenden der &ufieren Belastung in

Verbindung mit den Starrkérperverschiebungen.









