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Zur Methodik der Untersuchung erzwungener Schwingungen
in einem verzweigten Mechanismensystem regularer Struktur

J. 1. Wulfson
0. Einleitung

In den Arbeiten [1] bis [3] wurden fiir die Untersuchung
der Schwingungen von komplizierten Schwingungssyste-
men unter Einschluf von Mechanismen dynamische Mo-
delle in zwei Ebenen vorgeschlagen: ,globale” und
,»lokale” Modelle. Mit Hilfe des ,,globalen” Modells ge-
lingt die Auffindung des Eigenfrequenzspektrums und
der nichtstationiiren Eigenformen sowie deren Verinde-
rung, falls das notwendig erscheint. Mit Hilfe des loka-
len Modells wird die Losung in Quasi-Normalkoordina-
ten unter Beriicksichtigung duBierer Erregungen und dis-
sipativer Faktoren bestimmt. Die Kennwerte dieses
Systems ergeben sici: dabei auf der Grundlage der Unter-
suchung des ,globalen” Modells. In vielen Systemen
kénnen diese Kennwerte im Stadium der Synthese so
ausgewiihlt werden, daf sich das System dynamisch
stabil iiber den gesamten Frequenzbereich verhilt und
kleine Anderungen der Eigenfrequenzen aufweist. Fiir
diese Systeme gelingt es, zur Berechnung der erzwunge-
nen Schwingungen eine effektive Methodik zu entwik-
keln, die die Zerlegung in Eigenformen entbehrlich
macht. Dabei werden die verinderlichen Ubertragungs-
funktionen durch ihre Mittelwerte ersetzt.

In der vorliegenden Arbeit wird diese Herangehensweise
mit der Beriicksichtigung der Regularitit des Schwin-
gungssystems vereinigt, die beim Antrieb identischer
Mechanismen von einer gemeinsamen Antriebswelle ent-
steht.

1. Dynamisches Modell

Bezeichnungen
A,B,C,D = Elemente der Ubertragungsmatrizen
@, = Winkelkoordinate der Hauptwelle
A = Eigenwerte der Ubertragungsmatrizen
M = Erregermoment
Qs = Erregeramplitude
ag = Schwingungsamplitude der Hauptwelle
agj = Schwingungsamplitude des Mechanis-
mus s, Element
w = Erregerkreisfrequenz
J = Trigheitsmoment
= Federzahl

Als dynamisches Modell betrachten wir ein kontinuier-
liches Torsionsschwingungssystem, von dem n+1 Mecha-
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nismen abzweigen. Dabei entspricht s=0 (s — laufende
Nummer des Mechanismus) dem Antrieb und die iibri-
gen n Abzweigungen stellen identische Schwingungs-
systeme dar (Bild 1). Die abzweigenden Untersysteme
stellen eine Hintereinanderschaltung diskreter Elemente
dar. Beim Ubergang iiber eine Abzweigung erfolgt eine
Anderung der Amplituden fiir Verformung und Bela-
stung entsprechend der Ubertragungsmatrix

“= (o) 2

Die Methodik des Aufbaus dieser Matrizen ist in der
Arbeit [1] angefiihrt. Der Index s definiert gleichzeitig
den Abschnitt der Antriebswelle, der durch die An-
triebsglieder der Mechanismen s—1 und s begrenzt wird.
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Bild 1
Dynamisches Modell

2. Der Nichtresonanzfall

Es moge an den Enden der Untersysteme der Abzwei-
gungen s=1, ...,n eine harmonische Erregerkraft
Qg cos w t wirken. Wir beginnen die Untersuchung der
erzwungenen Schwingungen mit der Betrachtung der
resonanzfreien Zonen, in denen zur Gewinnung anschau-
licher Ergebnisse ohne praktisch fiihlbaren Genauigkeits-
verlust der Einflub dissipativer Krifte vernachlissigt
werden kann. Dabei werden die Torsionsschwingungen
in jedem Abschnitt s der Antriebswelle durch folgende
Beziehungen beschrieben:



¢, = 0 (x,) coswt,
wobei @)
ag(xy) = K cos(x, 3,/AD) + N, 1 sin(x,9,/Al)

9, = wxs/r; r=+GCI/p ;

G = Schubmodul; I= polares Trigheitsmoment des
(uerschnittes; p = Massentrigheitsmoment der Welle
pro Lingeneinheit; 0 <x <Al

Fir die Koeffizienten Kg3 und Ngj der Amplituden-
funktion oy kénnen die folgenden Rekursionsformein
aufgeschrieb=n werden [1]:

K= K qcosd +N_;sind,

Ny= —K_;sin G+ N, cos 3, -2Z.K —$ Q. (3)
wobei

Z,= —C,o/(D,w); ¢, =0/(D,w); o= (Gloy %S,
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Fiir Systeme mit regelmifiger Struktur sind bei s=1,
..., n die Werte Ag, By, Cq, Dg, Zg und ¢ identisch, des-
halb kann der Index s entfallen. Aufierdem nehmen wir
noch an, daB Q5 = Q = const.

Das System (3) kann man als inhomogenes Differenzen-
gleichungssystem auffassen, dessen Lésung in der Form
Ke=K§ +K&* und Ny =N§ + N;* gesucht wird. Hier-
bei bezeichnen ein Stern die Losung des homogenen
Systems und zwei Sterne die partikuldre Lésung des
inhomogenen Gleichungssystems. Suchen wir die Losung
der homogenen Gleichung in der Form

*_ 0 NS, e
KJ=Cp 2% Np= o,

wobei C§ und Cgr beliebige Konstanten sind, erhalten
wir eine charakteristische Gleichung, deren Lésung die
Form

A= kFVK2 -1 (4)

besitzt, wobei kK =cos ¥ — 0,5Z sin 9 .

Die Partikulirlosung des inhomogenen Systems ist

K** - _ g—Q .
s 2tan (8/2)+Z ’ :
©)
*®

N* = K™ tan (8/2).

Da K5* und Ng™ nicht von s abhingen, wird dieser
Index im weiteren bei diesen Funktionen fortgelassen.
Bei der Analyse der erzwungenen Schwingungen im

Nichtresonanzfall unterscheiden wir die folgenden
5 Fiille.

Fall 1. [k|<1. In diesem Fall sind nach Gleichung (4)
A1,2 konjugiert komplexe Zahlen mit dem Modul Eins.
Setzen wir Kk =cos?y, lassen sich die Bezichungen fiir

Ks und N fiir beliebige Werte von s in folgender Form
schreiben

K= h; cossy + hy sinsy + K**,

N = sinl 0{111 [cos(s+1)y —cos ¥ cossy] +

+ hy [sin(s+1)y — cos O sins7] + (1 —cos ) K**}
(€}

Fiir die Bestimmung der unbekannten Werte hy und by
verwenden wir die folgenden Randbedingungen:

aal
N,=0 und Tx_(ﬂ) =U(w)ey (0)/1.

Die erste dieser Bedingungen entspricht der Lastfreiheit
am rechten Ende der Verteilerwelle; die zweite Be-
dingung gewihrleistet das Momentengleichgewicht an
der Kopplungsstelle zwischen Antriebsmechanismus
(s=0) und dem Eingangsquerschnitt der Welle (x = 0).
Dabei wird die dimensionslose Funktion U(w) bei
freiem Eingang des Antriebs zu U= C,1/(D,GI), und
bei festgespanntem Eingang zu U= A, l/(B,GI) be-
stimmt. Hierbei sind Ay, By, Co, Dy, die entsprechenden
Elemente der Ubertragungsmatrix des Antriebsmechanis-
mus.

Das entsprechende Gleichungssystem erhilt die Form
hy [cos(n+1)y —cos® cosny]+h, [sin(n+1)y

—cos?¥sinny] = —K**(1 —cos®) Q)

h1 [cosy —cosd — U; 1+ hy siny = K** (0

~(1—cos9)], wobei U, =Usind/(nd).

Die Losung des Gleichungssystems (7) ist unter Beriick-
sichtigung von (5)
¢Q

=" ) nd(1—cos®
h, A(ztam?,/2+Z){ sind (1—cos?)

ey

+[U; —(I—cosd)] * [sin(n+1)y

— cos¥sinny]

- £Q .
hy = W{H—cosé_uﬂ [cos(n+1)Y

e

— cos cosny] —[cosy —cos? — U; ] (1—cos t?)}
/

wobei A — die Determinante des Systems (7) ist.

Im betrachteten Nichtresonanzfall ist A # 0; aufierdem

gilt bei k <1 Z# —2tan9¥/2. Deshalb kann der Nen-

ner der Ausdriicke (8) nicht den Wert Null annehmen.
Die Ausdriicke (8), (6) und (2) bestimmen die Vergroke-
rungsfunktion in einem beliebig vorgegebenen Wellen-
abschnitt, wobei am Beginn der Welle die Amplitude den
Wert K, = hy + K** annimmt. Die Schwingungsampli-
tude des Elementes sj (Mechanismus s, Element j) ist

ag = (Ay + By Z,wo K, . ©9)

Durch Sterne sind die entsprechenden Elemente der
Ubertragungsmatrix gekennzeichnet, die man durch auf-
einanderfolgendes Multiplizieren der Ubertragungsmatri-
zen der einzelnen Elemente von Element j beginnend bis
1 erhilt.

Fall 2. k > 1. Die Wurzeln der charakteristischen Glei-
chung sind in diesem Fall reelle Zahlen. Dabei erhalten
wir mit K = cos?, analoge Beziehungen wie oben, mit
dem einen Unterschied, daf in den Ausdriicken in (6),
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(7) und (8) die trigonometrischen Funktionen des
Argumentes 7y durch die entsprechenden Hyperbelfunk-
tionen zu ersetzen sind. In diesem Falle verliert die
Amplitudenfunktion K ihre traditionelle trigonometri-
sche Form und nimmt die Form einer Exponentialfunk-
tion an.

Fall 3. k <—1. In diesem Fall gilt k = cosh(y+jm) =

—coshy mit j= \/ —1 Deshalb mu§ in den Beziehun-
gen (6), (7) und (8) anstelle cosy und siny entsprechend
(—cosh7) und —sinhy) und anstelle cossy und sinsy
entsprechend (—1)8cosh sy und (—1)ssinhsy gesetat
werden. Vom physikalischen Standpunkt wird dieser
Fall dadurch interessant, daf die Funktion K§ in jedem
Abschnitt Al, der dem Abstand zwischen zwei benach-
barten Mechanismen entspricht, ihr Vorzeichen wech-
selt.

Fall 4. k= 1. Die charakteristische Gleichung besitzt
in diesem Fall eine reelle Doppelwurzel A 2 = 1. Es lift
sich dann zeigen, dafs

Ke=hy +hys +a,s® (10)
ist, wobei ay = —0,5¢{Qsind .

Die in die Beziehung (10) eingehenden Funktionen hy
und hy werden mit Hilfe der oben angefiihrten Randbe-
dingungen bestimmt

_ % [(n+]) — (n—1) cos?d]

1 (1—cos®) (U —1+cosd)

(1)
hy = (U; —1+cosd) by —ay,

wobei U; = Usind/(nd).

Fall 5. k = — 1. In diesem Falle gilt \j 2 = — 1. Man kann
zeigen, daB dann

K= (b +hys) (-1)°+a_, (12)
wobei a_ =—0,25¢Qsind .
Mit dem oben dargelegten Verfahren erhalten wir
b a, (1—cosd) [l—(—l)n—Ul]
1 (U; +1+cos®) [n+(n—1)cosd]— (1 +cosd)

13
hy = —h; (U; +1+cosd) +a (1 —cos?—Uj;). (13)

3. Resonanzfille

Unter Beachtung des Integralcharakters der Herleitungen
iiber die dissipativen Eigenschaften realer Systeme ist es
am zweckmiBigsten, fiir die Abschitzung der Resonanz-
amplituden von Systemen Energiebeziehungen zu ver-
wenden.

Bei Resonanz mit der Form r leisten die Erregerkrifte

wihrend einer Schwingungsperiode die Arbeit

®_
AE+ =7 Z Qs Bgr> (14)
s=1
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A(p) =

wobei a:r die Amplitude der erzwungenen Schwingun-
gen des Elementes der Abzweigung s ist, an dem die
Erregerkraft Qg angreift.

Nehmen wir an, daf die Amplitude der Erregerkraft Q
sei und dab sie am letzten Element der Kette s angreift,
erhalten wir auf Grund von (9) und (14)

n
AE, = %Q SOK,. (15)

Auf der anderen Seite wird im Verlaufe einer Periode
infolge der Wirkung dissipativer Krifte der Energiebe-

trag

n J¥
AED =y, VO ST 0V (16)
S: J:

abgefithrt, wobei Y, und wsj die Dissipationskoeffi-
zienten der Verteilerwelle und des Elementes sj sind,
VS:), V(s;) — die diesen Untersystemen entsprechende

Energie der Resonanzform r.

Fiir den Fall 1 werden die Resonanzfrequenzen aus der
Gleichung A(p) =0 bestimmt, wobei p die Eigenfre-
quenz des Systems ist und

cos(n+1)y —cosd cosny sin(n+ 1)y —cosdsinny |

cosy — cos ¥ — U1 sin Yy
17)

Fiir die Fille 2 und 3 werden die trigonometrischen
Funktionen des Argumentes v durch die entsprechen-
den Hyperbelfunktionen ersetzt (Vorzeichenregel fiir
Fall 3s. 0.).

Fiir die Bestimmung der Resonanzform verwenden wir

eine der Gleichungen des Systems (7) bei K** =0.

h_z_ _ cosY — cos¥ — Ul] —e, (18)
sin’y PP,

hl
Mit (18) und (6) erhalten wir

K::) = K((,r) (005571- te sins’)‘l_) - K((’r) fg)s

(19)
NO = ainlo (K —K® cos0]= kD Q)

Ferner gilt fiir die potentielle Energie der Resonanzform
der Verteilerwelle

T

n_ Al
5
v® - g : S a:s dx, .
8= o

8

Unter Beachtung von (2) und (19) erhalten wir nach
Integration

1
V,=05pK 0l ) F,, (20)
s=1



wobei

2 2 2 2 .
Fs = [(fK,s-l + fN,s-l) ¥-0,5 (fK,s-l - fN,s-l) sin28 —

- fK,s-l fN,s-l (1 —cos29)]

(der Index r wurde iiberall weggelassen).

Fiir das elastisch-dissipative Element sj erhalten wir
unter Beriicksichtigung von (9)

2 _ 2 2.2 -1
sjtl as,j-l) =05 st Aj Ko st ’

wobei (21)

. -1
V=058 (a

* *

A -1 *
9 ~ As,j+1 - As,j-l * Zsp o (Bs,j+1 - Bs,j-l) :

Beim Vergleich der Ausdriicke (15) und (16), die der
wihrend einer Periode zu- und abgefiihrten Energie ent-
sprechen und unter Beachtung der Beziehungen (20)
und (21) erhalten wir

— n -
2mQD! 2 i
. o
k- (22)
n n Jjs
1 2 2.-1
POV, Z: L Z t lpsj stqu st
s=1 =() J=]- p:pr
8 J

Die Beziehungen (22), (19) und (9) definieren die Re-
sonanzamplitude der Schwingungen in einem beliebig
gewiihlten Querschnitt des Systems.

Die gefundenen Ergebnisse lassen sich leicht auf -den
allgemeineren Fall einer periodischen Erregerkraft ver-
allgemeinern. Aufier den untersuchten Fillen in der
Umgebung von lk|=1 kénnen unter bestimmten Be-
dingungen, die in der Arbeit [3] erklirt sind, Frequenz-
bereiche mit einer sehr dichten Eigenfrequenzverteilung
entstehen. Fiir die Untersuchung dieser Bereiche unter
Beriicksichtigung einer méglichen Schwankung der
Erregerkraftschwankung ist es zweckmiiBig, die Methode
der Integralabschitzungen fiir die Berechnung breitban-
diger Zufallsschwingungen in der Niihe asymptotischer
Verdichtungspunkte der Eigenfrequenzen [4] zu ver-
wenden. Diese Frage erfordert jedoch beziiglich ihrer
Anwendung auf das untersuchte System eine gesonderte
Untersuchung.

LITERATUR

[1] Bynbdcon, U. U.: uHaMuuecKHe pacyeThl HHKIIO-
BBIX MEeXaHHU3MOB. JleHuHrpan, ,,Maumuocrpoe-
Hue”, 1976.

[2] Bynsdcon, U. H.: Ucnonp3oBanye HepapXuH IH-
HaMHMYeCKHX MOJIENeH IIPH HCCIIeIOBAaHHH KOJle-
GaHuil KPYIHBIX IMKIIOBBIX CHCTEM, ..Mexanuka
manmn”, 53, Mockaa,,Hayxa”, 1978.

[3] Wulfson, J. L: Untersuchung des Schwingungsverhaltens
periodischer Getriebe, die komplizierte Schwmgmlgs-
systeme mit variablen Parametern bilden. Textiltechnik
27 (1977)9.

[4] Bomnorun, B. B.: CnydaiHbie KONeOaHUA yIPyrux
chcteM. Mockaa, ,,Hayka™, 1979.

Anschrift des Verfassers:

Prof. Dr. sc. techn. J. I. Wulfson
Institut fiir Textil- und Leichtindustrie
»S. M. Kirow”, Leningrad

47



