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Eine nichtlineare Theorie diinner Dreischichtschalen und
ihre Anwendung auf die Stabilitatsuntersuchung eines

dreischichtigen Streifens

Holm Altenbach, Pawel Shilin

Dreischichtige Schalenkonstruktionen kénnen in vielen
Bereichen der Technik eingesetzt werden. Dabei gibt es
verschiedene Méglichkeiten zum Formulieren einer The-
orie der Dreischichtschalen mit starr verbundenen
Schichten. Die einfachste Variante einer solchen Theorie
beruht auf der Kirchhoff-Loveschen Hypothese fir das
gesamte Schalenpaket. Diese Variante liefert leider un-
geniigende Ergebnisse, wenn sich die Steifigkeiten der
Schichten stark unterscheiden. Jedoch ist dieser Fall fiir
die Praxis besonders interessant. Daher schlagen verschie-
dene Autoren verbesserte Theorien vor. Die einfachste
Erh6hung der Genauigkeit lit sich durch die Einbezie-
hung der Querschubdeformationen erzielen, d. h. durch
den Ubergang zu einer Theorie, analog der Timoschenko-
Reissner-Mindlinschen Theorie. Es wurde jedoch festge-
stellt, dafi bei der traditionellen Definition der Steifig-
keitsparameter fiir die Schale (Einfihrung von kinema-
tischen Hypothesen) diese Variante ebenfalls nicht an-

wendbar ist, wenn starke Inhomogenititen iiber die

Schalendicke auftreten [1].

Wesentlich besser sind Varianten, die auf der von E. 1.
Grigoljuk, W. W. Bolotin und anderen Autoren einge-
fiihrten Hypothese der gebrochenen Normalen beruhen.
Hier kann man eine verhiltnismiBig gute Ubereinstim-
mung der Berechnungen mit experimentellen Ergebnis-
sen bei Stabilititsuntersuchungen erzielen. Die Ordnung
des Gleichungssystems ist bei diesen Varianten jedoch
wesentlich hoher im Vergleich zur klassischen Theorie
einschichtiger Schalen. In der Theorie von E. I. Grigoljuk
ist die Ordnung des Systems doppelt so grof, in der The-
orie von W. W. Bolotin dreifach so grof [2].

In der vorliegenden Arbeit wurde als Grundlage fiir die
Theorie der Dreischichtschalen die Theorie einfacher
Schalen [3], [4], [5] genommen. Die einfache Schale ist
ein formales Modell, dessen Spannungszustand durch
zwei KraftgroBentensoren (Kriftetensor, Momenten-
tensor) vollstindig beschrieben wird. Dabei werden keine
Annahmen iiber den Charakter der Verschiebungen und
Spannungen iiber die Schalendicke getroffen. Die Grund-
gleichung erhilt man mit Hilfe der Erhaltungssiitze (Im-
pulssatz, Drehimpulssatz), der Symmetrietheorie (s. z. B.
[6]) und den asymptotischen Entwicklungen. Dadurch
kann man die Problematik auf die Bestimmung soge-
nannter spezifischer Moduli [1] zuriickfiihren. Wenn die-
se bestimmt sind, so ist die Theorie fiir die gegebene
Klasse von Schalen vollstindig formuliert. Die Theorie
diinner Dreischichtschalen unterscheidet sich bei dieser
Vorgehensweise von Theorien fiir andere Klassen von
Schalen nur in den Werten der Elastizititsmoduli.

In der Arbeit wird, wie das in der Kontinuumsmechanik
iiblich ist, die Tensorschreibweise verwendet. Um Ver-
wechslungen zu vermeiden, sind im Text die meisten
Symbole und Operationen erklirt. Hier nur kurz die
allgemeine Symbolik:
Symbole ohne Unterstreichungen stellen Skalare dar,
Symbole mit einer Unterstreichung sind Vektoren,
Symbole mit doppelter Unterstreichung sind Ten-
soren,
wenn a und b zwei Vektoren sind, so ist a b ein dya-
disches Produkt (hier ein Tensor zweiter Stufe),a * b
cin skalares Produkt (hier erhilt man ein Skalar) und
axb ein vektorielles Produkt (hier erhilt man einen
Vektor),
wenn A und B Tensoren 2. Stufe sind, so kann man
sie folgendermaien darstellen: A =ab , B = cdund
das Doppelskalarprodukt der Tensoren lautet A - B
= o) (- d).

1. Grundgleichungen der Theorie einfacher
Schalen

Als einfache Schale bezeichnet man laut Definition ein
zweidimensionales Objekt, dessen Spannungszustand
durch zwei KraftgroBentensoren vollstindig definiert ist.
Deshalb ist das kinematische Modell der einfachen
Schale eine materielle Fliche, bei der alle Elemente star-
re Punkt-Kérper mit 6 Freiheitsgraden sind. Die Bewe-
gungen eines solchen Modells sind durch eine Vektor-
funktion R (x!,x2,t) = R (x%t) und durch einen ortho-
gonalen Tensor P (x%, t) gegeben. Der Vektor beschreibt
die Translationsl]awegung der Punkt-Kérper, der Tensor
die Rotationsbewegung. Hier sind mit x!, x2 die mate-
riellen Koordinaten der Fliche bezeichnet, der Parame:
ter t gibt die Zeit an. Die Vektorbasis der Fliche wird
wie folgt eingefiihrt:

Ro(x%)= % RG)= = RO | (L1)
X

wobei die griechischen Indizes hier und spiter die Werte
1, 2 annehmen. Weiterhin filhren wir den Vektor der
Einheitsnormalen N (x®,t) ein: IN| =1, N * R = 0. Damit
haben wir eine Vektorbasis im Raum. Die kontravariante
Basis wird mit R*(x%,t), N (x%, t) bezeichnet: R* - R,
= 8% R® « N = 0. Der Gradient ist in der aktuellen
(t+0) und Ausgangskonfiguration (t=0) folgenderma-
Ben definiert (Summation iiber unterschiedlich hohe
Indizes):

Grad F =RY3,F , grad F=VE =13, F ,  (L2)
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wobei grad =9 = Grad|t=o , ¥ =R¥(x%0)und F ein
beliebiges Tensorfeld auf der Fliche sind.

Der Spannungszustand wird in der einfachen Schale
durch zwei unsymmetrische Tensoren 2. Stufe definiert

L% =RgI%, T2=VR% RY T(q),N-1=0,(L3)
M(x2)= R oM%, M=/ RE- R M), N -M=

Hier sind T, und M4 die physikalischen Krifte- und
Momentenvektoren, die je Langeneinheit der Kurve x® =
konst. wirken und dabei die Reaktion des Kontinuums,
welches sich auf der Seite des Zuwachses der Koordinate
x® befindet, modelliert. Entsprechend kann man T und
M als Cauchysche Krifte- und Momententensoren be-
zeichnen. Dabei gelten folgende Formeln:

0. (14)

T(V) ve T M(y) V' |Vl V'N=O. (15)

Die Vektoren T(,) und My) wirken auf Flichen, die
dem Vektor v (x%,) orthogonal sind.

Die Bewegungsgleichung kann man in den beiden ge-
briuchlichen Formen angeben. In der aktuellen Konfi-
guration lauten sie:

DivI +pF = p(v+8] - Q)" (1.6)

DivM+T, +pL =p(8; v +83°Q)" +
1.7)
+p!xg}‘ °§.

Hier bedeuten: p(x%®,t) — die Massendichte, pF und
pL — die dufiere Kraft und das duere Moment je Fli-
cheneinheit, T, =R, xT¢, 6 und 8 — der erste und
zweite Triigheitstensor, die die Massenverteilung inner-
halb der Punkt-Kérper kennzeichnen, v und £ — die
lineare und die Winkeleeschwindigkeit der Punkt-Kérper

v (%0 = R&%t) _———[P PT1,. @8

Der obere Index T bedeutet ,,transponiert”, ( ) = i

und die Divergenz fiihren wir folgendermaken ein:
DivS =R*- 948, NS@E%Y.

Das Massenerhaltungsgesetz gibt den Zusammenhang
zwischen den Dichten in beiden Konfigurationen an

VAGRY p(R,0) = p, %)V, 9)
A = det(Ry * Rg) , a=A(x%,0).

Die Trigheitstensoren kann man wie folgt definieren:

84 (x%1) =R (x%1) - €° () - PT(x%1)

8, (x%) = ga(xa,t)l = s (1.10)

wobei P (x%,0) = E (Einheitstensor) vorausgesetzt wird.
Die konkrete Form fiir p (x%,t) und © o(x%,t) hiingt von
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der Spezifik der zu betrachtenden Aufgabe ab. So lift
sich z. B. fiir Schalen mit konstanter oder sich schwach
indernder Dicke zeigen, daB folgende Formeln gelten:

o =<B>, po 87 =<P,z>axn, (1.11)
pogg=<’50z2>é’

wobei a =9 r , r (x® =R(x%,0), n =N (x%0) sind und

Po (x%) die Dichte des dreidimensionalen Kontinuums in
der Ausgangskonfiguration, z der Abstand in Normal-
richtung von der Bezugsfliche beceuten und die eckigen
Klammern wie folgt definiert sind:

<f(x%z)> = [ £(x%,2) (1 -2zH+22K) dz, ¢¥f. (1.12)
Die Integration erfolgt iiber die Dicke der Schale und H

und K sind als mittlerer und Gaufischer Kriimmungs-
radius eingefiihrt.

Nach Definition der Kirchhoff-Piolaschen Krifte- und

Momententensoren

In= /A (Gradr)' I,
Mp= /4 (Gradr)” -

kann man die Bewegungsgleichungen (1.6) und (1.7) in
der Ausgangskonfiguration darstellen:

v-

(1.13)

=3
=

+pF = py(v+ 8]+ Q) (1.14)

VM ¢ @E I, el -

=
|

(1.15)
. T
=po((__21'!+(;)2.§_2) +poY.xc;)l ..S_z'

Bei gewissen Einschrinkungen auf die Klasse der be-
trachteten Schalen [5] wird die Verformung der einfa-
chen Schale durch folgende Deformationstensoren de-
finiert:

1 _
£ =3@RVR -2), y=VR-R'n, (L16)
2 =K 2T -YRT+ ghoc YRR +

+ %g- c . (1.17)
Hier sind

b*c =@nxn, K*-a-P' -

= 3 1@l P - b-g, (L18)

e

=—axn.

Der Tensor £ enthilt die Dehnungen und Gleitungen in
der Bezugsﬂache, 2y ist der Querschubdeformationsvek-
tor und P der Biegeverformungs- und Verdrillungstensor.



Fiir elastische Schalen kann man ein elastisches Potential
W(, @, 7) einfiihren. Die Krifte- und Momententenso-

ren lassen sich als Ableitungen dieses Potentials darstel-

oW oW W.T x T
= v p-. a7 «a P —
T T U
1 W W, T
— e b (Y .p-c1-¥R, (1
2[g b3 (82) b-c]-VR, (1.19)
W T
Mp =35 VR-R-a-P (1.20)

Um eine geschlossene Theorie zu erhalten, muf man eine
konkrete Form der Deformationsenergie annehmen. Nur
in diesem Punkt unterscheiden sich die verschiedenen
Schalenklassen in der Theorie eir.facher Schalen. In der
vorliegenden Arbeit werden im weiteren nur diinne Drei-
schichtschalen betrachtet.

2. Die Deformationsenergie fiir diinne Drei-
schichtschalen

Alle Informationen iiber die physikalischen Eigenschaf-
ten der Schale sind in der Struktur der Deformations-
energie enthalten. Treffen wir folgende Einschrinkun-
gen:

a) Die Schale sei aus steifen Materialien, welche nur ver-
hiltnismibig kleine elastische Verformungen zulassen
(Ausschlufs von Elastomeren).

b) Das dreischichtige Paket sei relativ diinn, d. h. h/L
< 1, wobei h die Gesamtdicke des Pakets und L die
kleinste charakteristische Lingenausdehnung der Be-
zugsfliche sind.

Bei diesen Einschrinkungen kann man die Deforma-
tionsenergie als quadratische Form annehmen:
CreteCp 2+

W(e, 8,7) =3

| b
(L=

+
]
e

3oo

+%1-r-7 + @

+ +

~ N

€

[low]
ek
1)

Lp)-7.

dabei sind G, Co, C3 Tensoren 4. Stufe, Iy, _I___‘2 Tenso-
ren 3. Stufe und g ein Tensor 2. Stufe. Diese Tensoren

heifien Elastizititstensoren. Ohne weitere Einschrinkun-
gen vorzunehmen, kann man zeigen, daB die Elastizitits-
tensoren folgenden Bedingungen geniigen miissen:

d+:C1=Cy-+d, d++C3=C3--d, ¢ C; =0,
5:;0922:0, g"£1=0, 2.2)

dabei sind d ein beliebiger, ¢ ein schiefsymmetrischer
Tensor 2. Stufe.

Die Elastizititstensoren hiingen von den Materialeigen-
schaften und dem Aufbau der Schale in den betrachte-
ten Punkten ab. Auf Grund der Einschrinkung b) kann

man annehmen, daB die Elastizititstensoren nicht von
den Krimmungsradien der Bezugsfliche abhingen. Der
Fehler hat dabei die GroBenordnung 0 (h/R), wobei R
der Betrag des minimalen Kriimmungsradius ist. Im
Weiteren wird angenommen, daf die Schale aus drei
orthotropen Schichten besteht, wobei zwei Symmetrie-
ebenen im Paket existieren. Diese Symmetrieebenen sind
zu folgenden Vektoren orthogonal e;(xq), €9(xq) :
e1°€2=0,legl = 1,e4°n = 0. Dann kann man zeigen,
dafi die Elastizitiitstensoren folgende Form haben [7]:

ol 1 1
C1=C 8121 +Cyp20a5+Cip (a1 %a52)) +

1

+ C4,4§_-4§_4 ’ (2.3)
Cs=C3 +C3 +C3 + +
23 = U338383+Gyoa089* 0y, (a324+2423)

+ €3 aga,+C3 (2.4)

_ 2 2
Cy=Clya1a3+C3 2124+ Chpn0a; +

2 2 2

+Copa2a4+C 04087 +C 50425, (2.5)

£=F121+P2é2, £1=0, 22:0 (2.6)

Hier sind Cl s+, I'g die elastischen Moduli, welche
experimente]ﬂ:l bestimmt werden miissen. Dabei werden
Tensoren 2. Stufe als Basis verwendet:

a)=a=ej€) texer, 2a3-€1€) —£289,
2.7)

a3=c=e1€x—€x€), A47€)1 82" 28 -

Fiir Schalen aus apolarem Material (7 - -¢ =0, wenn 7 der
Spannungstensor in der dreidimensionalen Elastizitits-
theorie ist) verschwinden Cf , und Cil .

Somit wird eine diinne Dreischichtschale aus apolarem
orthotropen Material durch 15 Moduli beschrieben. Die
Anzahl der Moduli 1d6t sich im Rahmen dieses Material-
modells nicht verringern. Im Falle einer orthotropen
Schale mit symmetrischem Aufbau iiber die Dicke (die
duBeren Schichten sind gleich und als Bezugsfliche wird
die geometrische Mittelfliche genommen) lift sich zei-
gen, daB Gy = 0 wird. Wenn eine Schale aus transversal-
isotropen Materialien besteht, so kann man zeigen, dab
Cp = Cy, = Tp = Osindund C}, =1, C3, =3,
werden. Solches Material li6t sich mit 5 Moduli beschrei-
ben. Wenn die Schale aus transversal-isotropen Materia-
lien besteht, jedoch eine Symmetrie in Normalrichtung
fehlt, so miissen die Elastizititstensoren transversal-
isotrop sein:

1 _~l Al _ 3 a8 _ 3 A2 2 _
022-C44,C12—C34—O,C22-C44,C“—C23-Cf3—0,
2 _ A2 _
Cyp=—C,, T2 =0.
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Diese Klasse von Schalen wird durch 7 Moduli beschrie-
ben.

Hier seien die elastischen Moduli fiir dreischichtige Scha-
len mit orthotropen Schichten angefiihrt. Eine Methodik
zu ihrer Bestimmung mit Hilfe von mathematischen Ex-
perimenten ist in [7] dargestellt. Das Hookesche Gesetz
fir orthotrope= Material [8] lautet (Index i — Konstan-
ten der i-ten Schicht):

Die Bezugsfliiche sei die geometrische Mitte der Schale.
Die Schichtdicken betragen Hy =h—h;, Hg =h; +hy,
H3 =h—h2, Hy +H2 +H3 =2h.

. 1 2 1.2 .2
AuBerdem sei H] = §(1,2 —hy), Hy = 7 by —hy), H; =

1 o 2 -u-*_]. 3 .3 **_1 3 ..3 L L
E(hz—h )1 Hl '§(h "hl)’ H2 _§(h1+h2)’ H3 -

i i 1.3 13 1. . .
du 1 v v —(h® —h}). Die Bezeichnungen entsprechen Bild 1.
i e TR N
E1 Ez. E3 Yy X Giz
12 By =vg) E,
. 1 Vi yi
TR LEEL SR UN
E2 E1 E3 4 x Gi?,
v13 By =v3; B3,
2 1 Vi Vi
8—;1_ — z——3i1~ux——-¥oy, gl+ g_w: Zy_z ,
z
E3 E1 E2 y G;:-i
Vo3 By =v3,5 Ej .
so lassen sich die Elastizititsmoduli als Summen einfiihren,
1 _ i 1 i 1 i i
C = . = . 1 = 1 1 — 1
11 (‘?)HlAz’ Ca2 (?)HIAI o G (?)HiA3 o Caa ™ (>.: HiGyy (2:8)
i)
€= —ZHALC =ZHAl, 2 -_zwuAl, 2 -zwAi L 2 -_spc
3 *¥® 3 3 *% *% .
Ca=ZH A C;,=ZH Al -zH™Al 3 -zy™¢i
337Gy 1 zvea gl T taa T S 30 Ca (?)Hi Gig» (2.10)
(Summation fiiri=1,2, 3).
Die Querschubsteifigkeiten I'y und I'y lassen sich nicht
in Form eines geschlossenen Ausdrucks angeben. Sie
werden durch die kleinsten positiven Wurzeln folgender
transzendenter GIn. bestimmt:
2_ i i 2_ (i i
o=Gy/Gagr B;=C1a/Gy3
cosQy 7\(h—h1) -1 —sin ) 7\(}11 +h2) 0
ﬂ]. .
G _ . 2
23 Qq sinay A(h hl) 0 —G23 Q9 cos Gy )\(hl +h2) 0
(2.11)
0 cos @y A(hy +hy) 0 —cosag A(h—hy)
2 .
0 G4 @ sinay A(hy +hy) a G3, ay sinag A(h—hy)
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Die Losungsbedingung lautet det(\)=0, woraus A, als kleinste positive Lésung folgt.

cosfy n(h—hy) -1 —sinfy () + hy) 0
Gyybysinf;n(h—hy) 0 ~G2, By cosBym(hy thy) O (2.12)
0 COSﬂz n(h1+h2) 0 —00533 ﬂ(h—hz)
0 G2, B sin iy n(hy +hy) By G3, B3 sin By n(h—hy)

Die Losungsbedingung lautet auch in diesem Fall det(n)
=0, woraus 7, als kleinste positive Losung folgt.

Fir I'; und [y erhilt man die Ausdriicke:

3 1 2 2
(no + xo)(sz C44 - (C42) )
1= 2¢!
44

’

(2.13)

3 A1 2 2
(no - 7\0)((:22 C44 - (C42) )
F2 = 1
2C 44
Fiir das in den nichsten Abschnitten betrachtete Bei-
spiel bendtigen wir den Spezialfall einer Schale aus iso-

tropen Schichten [9] mit Symmetrie in Normalrichtung,
d. h. mit gleichen AuBenschichten:

E(h-h h
Cl=A1=( 1)+E21,
E(h-h;) Eyh
) 1 2
Cop=A2=v1— * T+py ~’
3 3
3 E(®-h]) Eph]
C =C1= + )
33 3(1-v) 3(1-v,)
3 3 (2.15)
3 E(-h}) Ephd
C44=C2=3(1+V) 3(+vy) ’
T} =T =92Cy/h2, (2.16)

7 ist die kleinste positive Wurzel der Gln.

G siny (1-a) sinya — Gy cosy(1—a) cosya=0, (2.17)
by =ah, 0<a<l1, G=E/2(1+v),Gy=Eg/2(1+v5).

In den Gln. (2.14) bis (2.17) bedeuten E, », h—hy
Youngscher Modul, Querkontraktionszahl und die
Dicke der @uberen Schicht, Ey, vg, h; — Youngscher
Modul, Querkontraktionszahl und die halbe Dicke der
Mittelschicht (vgl. Bild 2).

h2
N

|
2h Q
\;\F
b

LLLLY L L

Bid 2

3. Das Verzweigungsproblem bei Gleichgewichts-
untersuchungen fiir den dreischichtigen Strei-
fen

Gegeben sei eine Platte mit symmetrischem Aufbau iiber
die Dicke. Die Bezugsfliche falle mit der Mittelfliche zu-
sammen. Als materielle Koordinaten der Fliche wihlen
wir x! = x, x2 = y. Eine Plattenausdehnung sei so groB,
daB man die Platte als Streifen mit x| <1 und lyl <e°
betrachten kann. Der Streifen sei an den Riindern x = 1
durch Lingskrifte der Intensitit p = konst. begrenst
(8. Bild 2). Die Bezugsfliche ist durch den Vektor

I =xe) ty e definiert. Hier sind e , orthogonale Ein-
heitsvektoren. Der Nablaoperator nimmt die Form

] 9
V=er5; teagy o

Die Verformungen lassen sich folgendermaBen einfithren:
R=r +u(x)e; + w(x)n, (3.1)
P(xy) =ezey +cosP(x)(E - egep) +

+ siny(x) egxE. (3.2)
Hier sind u, w die Lings- und Normalverschiebungen,
¥ der Verdrehwinkel der Punkt-Kérper der Fliche. Die
Gln. (1.14) und (1.15) werden damit zu
V-I=0, g-M+@WRT-IT),=0. (33

Fiir Platten gilt b * ¢ = 0. Somit erhalten wir als Defor-

mationstensoren entsprechend den Gin. (1.16) bis (1.18)
und (3.1), (3.2):

_ d 1, du.2 2 .
£=€381€) , €= d—:+§[(d"%) +(£v-) 1, 34)

_dy

=q o182, (35)
_ _ du, . dw )

r=me, mn —(Ha)smtll +Kcoslll. (3.6)

Die konstitutiven Gln. (1.19) und (1.20) werden zu
In=enl(A1+Ag)e;e) +(Aj-Ag)epen] +
du
te1(A1tAg) ey & TimeD +

dv 2
*(3) ©+Coleges . D=sinye; +eonvn, (37)
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d
Mp = d_f [(Cy+Co)e 1 69—(C1—Co)eqe; I(E-DD) -

du
- (Cl Co)eg (—— o oD) (3.8)
wobei Ay, ..., T den Gln. (2.14) bis (2.16) entsprechen.
Die Randbedingungen lauten:

x=t]l: e;*T-ej=p, u-eg=0,w=0, (3.9
e1°M-ey=0, P-eg=ey. (3-10)

Damit haben wir eine nichtlineare Randwertaufgabe fiir
die Funktionen u, w, ¥ erhalten.

4. Die Losung der Randwertaufgabe und Bestim-
mung der kritischen Last

Da Tyj und Myj nur v.on x abhiingen, folgt aus Gl. (3.3)

e In=qie;tqoes +qgn, gj=konst(j=1,2,3) . (4.1)

Entsprechend Gl. (3 7) ist q; = p. Wenn man Gl. (4.1)
auf die Orte e,, n abbildet, erhilt man folgendes Glei-
chungssystem:

d .
€11 (A1+A2)(1+E“)+[‘71 siny=p, g3=0,  (4.2)

d
€11 (A1+A2)£ + I'ypcosy =qg3 .
Da
T _ d
WR" - Typ)x = —q3e2+ = (uxq)
dx

ist, folgt aus der zweiten Gl. (3.3) unter Beachtung der
Gl. (3.8)

d
[(C1+Cy) d—:,: +wp —uqg —q3x] ey = ¢ = konst, (4.3)
hierbei ist ¢ ein konstanter Integrationsvektor. Da die
Aufgabe beziiglich x = 0 symmetrisch ist, wird q3 = 0.
Die Bedingung (3.10) ergibt g_‘k =0 bei x = * 1. Daher ist

der Vektor v nach Gl. (4.3) und Bedingung
w(x =% 1) = 0 Null. Somit erhilt man

dy
+ + = . 4.4
(€ +Co) g +pw=0 (4.4)
Das System (4.2), (4.4) ergibt bei q3 = 0 drei Gln. zur

Bestimmung der 3 gesuchten Funktionen. Dieses System
hat bei allen Werten fiir p Losungen der Form

u(x) $0, w=0, ¥ =0, 4.5)
=0, w=0, ¥=y, =konst, WoI<T. = (46)

Im ersten Fall erfihrt der Streifen die reine Zug-Druck-
deformation, im zweiten Fall die Querschubdeforma-
tion. Zuerst wird der Fall (4.6) untersucht:
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ZH =T'siny, ey (sinY, €3 tcosyon), &H =0.

Als Randbedingung haben wir

Tsin Y, =p, .7
welche beip >0 und pI'~1 <1 erfiillt werden kann. Da-
mit wird die Gleichgewichtsgl. zu (I, = 0,

sin Y, cos Y =

Yo = + — . Eine Glelchgemchtskonflguratlon tritt folg-

lich nur bel einer Zugbelastung p = I' auf. Zur Unter-
suchung der Stabilitit betrachtet man eine unend

lich nahe Konflgurahon o w § — \k wobei 1, W, t// un-

endlich klein sind. Man kann zeigen, daf gemischte
Gleichgewichtsformen nicht existieren, d. h. die Konfi-
guration ist stabil gegeniiber kleinen Auslenkungen. Je-
doch ist diese Konfiguration physikalisch nicht interes-
sant, da sie groBen Querschubverformungen entspricht
(71 = * 1), bei denen die Energie offensichtlich nicht
mehr in der quadratischen Form (2.1) darstellbar ist.

Im Falle der Untersuchung des Zustandes (4.5) erhilt
man statt des Systems (4.2), (4.4) nur eine G1.

et M) pray+ay), B>o1. @)

Bei Zugbelastung (p > 0) erhilt man nur eine Losung.
Bei Druckbelastung (p < 0) muBi man folgende Fille,

die der Bedingung %3 > — 1 geniigen, unterscheiden:

1 p -
a) — < <0 zwei Lésungen,
)73 V3 ALtAy

keine Losung,

) p=—(A; + A9)/3V/3

Dieses Verhalten des Streifens bei Druck lift sich schwer
mit intuitiven Vorstellungen in Ubereinstimmung brin-
gen. Das hat seine Ursache darin, dab auch hier die De-
formationsenergieannahme in der Form (2.1) nicht aus-

eine Losung.

reicht. Physikalisch ldbt sich nur die Losung bei g_u <1
x

in Gl (4.8) angeben, d. h. bei Ip/A; + Ayl <1 (die Be- °
lastungsintensitit muf klein sein). Diese Einschrinkung
wird nur bei geniigend steifen Schalen erfiillt. Die
,-kleine”’ Lésung der Gl. (4.9) lautet

I
Al + A2 ° (4'9)
Gemeinsam mit der Konfiguration (4.9) wird ein unend-
lich naher Zustand betrachtet:
~ _  px ~_ ~
u = Al +A2 tuy, w= A Y= ‘I’l . (4.10)

Hier sind u;, wy, ¥ unendlich kleine Gréfen. Nach Ein-
setzen der Ausdriicke (4.10) in die GIn. (4.2) und (4.4)
und nachfolgender Linearisierung erhilt man folgendes
Gleichungssystem:



duy p+ Iy dwy ;. p
m— = _—= —_— _— =0.
dx 0,"’1“(1, )dx 0’dx JrCl+C-2W1
(4.11)

Daraus folgt:

dwy _ p+tl dwy
111:0,5;— +K2W1=0, lf/l——('—l.,— &_‘7
2-_ O

(€ +C)(p+T)

Bei p > 0 hat dieses System nur eine triviale Losung. Bei
p <0 erhilt man folgende, den Randbedingungen genii-
gende Losurg:

2n-1
wy =Ajcosk X, K,= -—2-1—-71’-

Das bedeutet, dab im Falle des gedriickten Streifens ein
Verzweigungsproblem auftritt. Der kleinste Wert Ipl, bei
dem mehrere Losungen auftreten, wird kritische Bela-
stung py, genannt. py, kann man nach folgender GI. be-
rechnen:

2 +C
Py = G+ G (4.13)
4‘12 1 + C]. + Cz 7"2
r a2

Wenn der Streifen aus drei gleichen Materialien besteht,
so ist

Nach Einsetzen in Gl (4.13) erhilt man die Eulersche
kritische Belastung mit einem kleinen Korrekturfaktor
fiir den Querschub:
pE _ 72 2Eh? 1
kr 42 2
T4R 3(1-1R) 1.2 B
1-v 2

Fiir einschichtige Schalen mit h2/12 <1 kann man diesen
EinfluB vernachlissigen. Fiir mehrschichtige Streifen mit
Gy <G wird der Einflub wesentlich, da

Cl + C2 m2 -

r 412

sogar beih2/12 €1 wird. Dies li6t sich damit begriinden,
daB die Querschubsteifigkeit in diesem Fall sehr klein
sein kann.

5. Numerische Ergebnisse und ihr Vergleich mit
bekannten experimentellen und theoretischen
Ergebnissen

Die Gl. (5.13) vergleichen wir mit Ergebnissen aus [10].
Die &uBeren Schichten bestehen aus Duraluminium
D—16T mit folgenden Werkstoffkenngroen: E = 6,96
* 10 N/cm2, » = 0,3. Die Fillschicht besteht aus ver-
schiedenen Sorten von Phenoplasten mit vy = 0,4. In

allen betrachteten Fillen war %‘ ~—0,001. Die Moduli

wurden nach den Gln. (2.14) und (2.15) ermittelt. Fir
die Querschubsteifigkeiten wurden 3 Methodiken ver-
wendet

a) nach den Gln. (2.16), (2.17) ,
b) nach T, = & G(h—hy) +Gg by, (5.1)

n2 GGyhy (h—hy)
6 4Gyhy +G(a—_hy)

c) nach T, =

(5.2)

Die Formeln (5.1) und (5.2) stellen mégliche ,,Schal-
tungsmodelle” der Steifigkeiten dar. Die Formel (5.1)
entspricht dabei einer Parallelschaltung der Schichten,
analog den eingefilhrten Steifigkeitsmoduli (2.8) bis
(2.10). Dies kommt der Annahme kinematischer Hypo-
thesen gleich. Die Formel (5.2) stellt eine Reihenschal-
tung dar. Man kann zeigen, daB

L. <T<T,
ist. Aus Gl. (5.13) folgt, dafi die kritische Belastung sich

mit der Abnahme der Querschubsteifigkeit verringert.
Daraus folgt

Pir (Tes) <P (T) < i (1) -

Es ist zu erwarten, daB die experimentellen Werte p,
unter den Werten py (I") liegen. In der Tabelle 1 werden
die Ergebnisse einiger Beispiele angefiihrt. Mit pl:r wird
die kritische Belastung nach [10] bezeichnet. Die Be-
rechnung dieser Werte ist wesentlich komplizierter, als
die Berechnungsmethodik in diesem Artikel. Aus der
Tabelle | ist erkennbar, daf die Annahme kinematischer
Hypothesen nicht befriedigt. Dies war auch der Grund
zur Formulierung komplizierterer Theorien. Allgemein
lifst sich feststelien, daf

Pkr(P*-») Spe S Pkr (F)

ist und der Unterschied zwischen py, (T,,) und py, (I')
in den Beispielen nicht mehr als 20 % betrigt. Das be-
deutet, dab man den Bereich der experimentellen Werte
verhiltnismiBig stark einengen kann. Der Vergleich von
Py, ([) und p?  ergibt, dafi die Werte, die mit der ein-
facheren Theorie erhalten wurden, qualitativ gleich mit
pl:r sind.

Tabelle 1
Nr | hy h2 a 21 Gz [Pl un)] pe Purit. |P(/w) | p°
cm cm cm cm  |N/em 10 |N/em G N/em 10° Nem10°IN/em10° |N/em10®

110,800 (0,500 40 34,5 |0,321 | 0,383 | 0,459 | 0,483 | 4,157 | 0478

2 (0,500 0,050 | 40 34,5 |1,470 | 0,707 | 0,725 |0.834 | 1,706 | 0677

3 {0790 |0.100 65 389 |0516 | 0608 [ 0776 (0,810 |6,509 | 0,739

410,800 (0,050 40 34,5 (0,645 | 0,705 | 0,810 |0.872 | 4,161 | 0810

5 1000 |0050 | 40 345 0705 | 0981 | 1,132 |1,209 | 6359 | 0933

6 (1000 {0.050 40 345 |0958 | 1,264 | 1,479 (1,541 | 6364 | 1,109

7 | 1000 (0050 | 40 | 34,5 (1,084 | 1389 | 1,550 | 1,690 | 6,366 | 1.456

8 10500 | 0,120 | 40 34,5 5,136 | 2,218 | 2303 | 2,725 | 4,670 | 2559
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