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Finige Bemerkungen zu Energieiibertragungshypothesen
in der homogenen isotropen Turbulenz

Bernd Dreflerl)

1. Einleitung

Bei einer statistischen Beschreibung von turbulenten
Stromungsvorgingen auf der Grundlage der Navier-
Stokes-Gleichungen ist es im allgemeinen nicht moglich,
die Verteilungsfunktionen der Strémungsparameter voll-
stindig anzugeben. In der Regel beschriinkt man sich bei
der Charakterisierung der Verteilungsfunktionen auf die
Bestimmung von Momenten bzw. auf die Betrachtung
ihrer Fouriertransformierten, der Spektren.

Besonders entwickelt ist die Theorie auf der Stufe der
Zweipunktmomente, d. h. fir den Korrelationstensor
bzw. fiir den Spektraltensor 2. Ordnung [1] bis [3]. In
der homogenen isotropen Turbulenz ist die Darstellung
des Spektraltensors 2. Ordnung besonders einfach mit
Hilfe einer skalaren Spektralfunktion, des Energiespek-
trums, moglich. Vom Autor wurden in [4] verschiedene
Untersuchungen zum zeitlichen Verhalten des Energie-
spektrums durchgefiihrt. Ein Teil der Betrachtungen und
der gewonnenen Ergebnisse soll hier dargestellt werden,
ohne auf alle in [4] angegebenen Einzelheiten einzu-
gehen.

Fiir das zeitliche Verhalten des Energiespektrums kann
eine Gleichung aus den Navier-Stokes-Gleichungen herge-
leitet werden:
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verwendet. Hierbei sind k die Wellenzahl, t die Zeit und
v der Koeffizient der kinematischen Zihigkeit. Mit
E(k,t) wird das Energiespektrum und mit T(k,t) bzw.
W(k,t) werden Ubertragungsterme bezeichnet. Fiir diese
beiden Terme, die im Zusammenhang mit dem Spektrum
3. Ordnung stehen, gilt:

k
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Auberdem liBt sich fiir die Funktion T(k,t) die Bezie-
hung
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angeben.

In den Gleichungen (1) und (2) spiegelt sich die Nichtab-
geschlossenheit im Auftreten zweier unbekannter Funk-
tionen wider. Um ein abgeschlossenes Gleichungssystem
zu erhalten, wird eine weitere Beziehung zwischen den
Unbekannten benétigt. Die naheliegende Uberlegung,
eine solche Gleichung aus den Navier-Stokes-Gleichun-
gen abzuleiten, z. B. fiir das Spektrum 3. Ordnung, fiihrt
dabei bekanntlich nicht zum gewiinschten Erfolg.

Von verschiedenen Autoren sind Vorschlige fiir ein abge-
schlossenes Gleichungssystem gemacht worden. Neben
den weiter unten genannten sei hier nur auf Million-
stschikov [5], Deissler [6] und Tatsumi, Kida, Mizushima
[7] hingewiesen. Im allgemeinen werden die Ansitze als
Energieiibertragungshypothesen bezeichnet. Dieser Be-
griff wird verstiindlich, wenn man Gleichung (2) physika-
lisch interpretiert. W(k,t) kann als die Energie angese-
hen werden, die zum Zeitpunkt t pro Zeit- und Massen-
einheit von Turbulenzelementen, deren Welienzahlen
kleiner als k sind, zur 1'urbulenzelementen, deren Wellen-
zahlen groBer als k sind, iibertragen wird.

Hier soll auf einige Ansitze niher eingegangen werden,
die einen hypothetischen Zusammenhang zwischen W,
E und k angeben, ohne dabei die dynamischen Gleichun-
gen fiir die Spektren 3., 4. oder hoherer Ordnung oder
Folgerungen aus diesen zu beriicksichtigen. Derartige
,klassische” Energieiibertragungshypothesen sind u. a.
von Kovasznay, Obuchov, Heisenberg und Mijakoda,
Ogura bekannt. Auf die Kennzeichnung der Zeitabhin-
gigkeit der Funktionen wird im folgenden zwecks Ver-
einfachung der Bezeichnung verzichtet.

Die Hypothese von Kovasznay [8] basiert auf Dimen-.
sionsanalyse:

W) = 27 K52 (EK))*2 6]

Hierbei ist Yk eine dimensionslose Konstante.

Bei den folgenden drei Ansitzen kommen Erkenntnisse
iiber den Energieflub in einer turbulenten Stromung von
der mittleren zur Schwankungsbewegung zum Tragen.
Diese werden auf ein in Mikro- und Makrokomponente
zerlegtes isotropes Geschwindigkeitsfeld entsprechend
iibertragen.

Obuchov [9] schlug vor:

W) = 279 1{ E(k) dk’ (6)
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Mit 7o tritt wiederum eine dimensionslose Konstante
auf. In die Hypothesen von Heisenberg [10],
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flieSt auSierdem noch die Annahme eines virtuellen Ko-
effizienten der Turbulenzzihigkeit ein. In (7) und (8)
treten mit vy und';yM /0 ebenfalls dimensionslose Kon-
stanten auf. Es ist nun méglich, einen zusammenfassen-
den Ansatz (¢ine Verallgemeinerung der Goldsteinschen
Hypothese, vgl. [2], S. 201) anzugeben, der alle Hypo-
thesen (5) bis (8) als Spezialfille enthiilt:
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Hier miissen aus Dimensionsgriinden die Gleichungen

mg + m+1)X + (my + 1) = 5/2, (%a)
l)o +n)\+nl)\1 =3/2 (gb)
erfiillt werden.

Die Gleichung (9) und damit jede der Hypothesen (5) bis
(8) bildet zusammen mit (2) bzw. (1) und (3) ein abge-
schlossenes Gleichungssystem fiir die Berechnung des
zeitlichen Verhaltens des Energiespektrums. Offen bleibt
jedoch die Frage nach der Konstanten 7 in (9), die im
weiteren auch als ,,Vorfaktor” bezeichnet wird. Betrach-
tet man die Ansitze im einzelnen, so findet man in der
Literatur die vielfiltigsten Angaben fiir vy (vg = 0,0005
.. .74 = 1,4), sehr wenig iiber die anderen Konstanten.
Im folgenden soll einerseits auf eine Mdglichkeit hinge-
wiesen werden, einen Zusammenhang zwischen den Vor-
faktoren und der Kolmogoroff-Obuchov-Konstanten her-
zustellen. Andererseits soll die Bestimmung der Konstan-
ten YK, Y, Ty und 7y /0 in (5) bis (8) durch einen Ver-
gleich von experimentellen Ergebnissen und numerisch
ermittelten Werten erfolgen.

2. Eine Beziehung zwischen der Kolmogoroff-
Obuchov-Konstanten und den in den Hypo-
thesen auftretenden Konstanten

Aus Untersuchungen der Energieiibertragungshypothesen
im Trigheitsunterbereich erhilt man das Resultat, dab
sich die Vorfaktoren in den Hypothesen aus der Kolmo-
goroff-Obuchov-Konstanten bestimmen lassen. Entspre-
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chende Ergebnisse hinaet man fiir verschiedene Hypothe-
sen z. B. auch in [2] und [12].
Der Triigheitsunterbereich wird im allgemeinen durch

Wk) = e (10)
charakterisiert, wobei € die Dissipation bezeichnet. Aus
(10) folgt dimensionsanalytisch:

Ek) = ¢ /3 k=53, 11)

Gleichung (11) ist vielfach experimentell bestitigt wor-
den und wird gewdhnlich als ,,—5/3-Gesetz” bezeichnet.
Untersuchungen der allgemeinen Hypothese (9) im Trig-
heitsunterbereich, d. h. bei Giiltigkeit von (10) und (11),
filhren unter den Einschrinkungen ny = 0, A, A, >0und
m—5/3n+1,m; —5/3ny +1 #0 zum Ergebnis:

276, %% = (/30 —m—1) (my +1-5/3mp) "L . (12)

Fir die Hypothese von Kovasznay (5) ergibt sich aus
(10) und (11):

2y = o2 a3)

Mit (12) und (13) ist bei Kenntnis von ¢; die Méaglich-
keit gegeben, fiir eine relativ umfangreiche Anzahl von
Hypothesen die Vorfaktoren zu bestimmen.

Fir die Kolmogoroff-Obuchov-Konstante ¢, stehen von
experimenteller Seite Aussagen zur Verfiigung. Hier soll
angegeben werden, welche Werte sich daraus fiir die Fak-
toren YK, 70, TH und Yy o ergeben.

Im allgemeinen liegen experimentelle Ergebnisse fiir das
eindimensionale Spektrum E; (k) vor, fiir das sich im
Trigheitsunterbereich ebenfalls ein ,,—5/3-Gesetz” for-
mulieren lakt:

Ey (k) = o €23 k=53, (14)

Die Konstante a; steht mit der Kolmogoroff-Obuchov-
Konstanten ¢; im Zusammenhang:

. 55/18 al . (15)

Eine umfangreiche Ubersicht iiber experimentell ermit-
telte Werte fiir a; findet man in [13] . Die Konstante
a; variiert in dieser Zusammenstellung zwischen 0,31
und 0,88. Die sich daraus ergebenen Resultate fiir die
Kolmogoroff-Obuchov-Konstante c;, sowie fiir die Vor-
faktoren 7k, 7o, Yy und T™/0 sind in der folgenden
Tabelle angegeben.

Gegeniiberstellung der Konstanten

Konstante ermittelte Werte
o 031 ... 0,88
. 095 ... 269
YK 054 ... 0,11
70 042 ... 0,09
TH 096 ... 0,20
7M/0 050 ... 0,10



3. Bestimmung der Konstanten aus einem
Vergleich von experimentellen und numeri-
schen Resultaten

3.1. Voraussetzungen und Prinzip

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung der Vorfak-
toren besteht im Vergleich der Lésung des entsprechen-
den dynamischen Gleichungssystems fiir das Energie-
spektrum mit Experimenten. Meetz [14] hat entspre-
chende numerische Rechnungen fiir die Hypothese von
Heisenberg durchgefiihrt. Er berechnete fiir verschiedene
Yy den Abklingvorgang der Energie und fand aus der Ge-
gegeniiberstellung von experimentellen und numerischen
Resultaten vy = 0,75.

Die in [4] angegebenen numerischen Verfahren bieten
die Maglichkeit, eine relativ umfangreiche Klasse von
Hypothesen zu betrachten. Mit ihnen kann man ein zu
einem bestinmten Zeitpunkt bekanntes Energiespek-
trum in seiner zeitlichen Entwicklung berechnen. Es
handelt sich dabei um ein Differenzenverfahren zur
niherungsweisen Losung des Gleichungssystems (1), (3),
(9) (mit der Einschrinkung ny = 0), sowie um ein Runge-
Kutta-Verfahren zur numerischen Behandlung des zu
den Gleichungen (1), (3) und (5) gehorigen charakteri-
stischen Gleichungssystems.

Fiir den angestrebten Vergleich ist die Kenntnis eines
Energiespektrums einer niiherungsweisen isotropen Stré-
mung zu unterschiedlichen Zeitpunkten nétig. Diese
Werte miissen von experimenteller Seite zur Verfiigung
stehen. Das zum ersten Zeitpunkt gemessene Spektrum
kann dann als Anfangsspektrum fiir die Rechnung die-
nen. Der Vergleich zur Bestimmung der Vorfaktoren
besteht nun darin, die numerischen Resultate fiir ver-
schiedene Werte der Vorfaktoren dem zum zweiten Zeit-
punkt experimentell gewonnenen Spektrum gegeniiber-
zustellen und die beste Ubereinstimmung zu ermitteln.
Im Gegensatz zu der im Abschnitt 2 beschriebenen Her-
angehensweise ist es hier nicht notwendig, die Existenz
eines —5/3-Bereiches vorausgusetzen.
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Approximation der Mefwerte der eindimensionalen Spektren
3.2. Das Mefmaterial und dessen Aufbereitung

Die hier verwendeten MeBergebnisse wurden den experi-
mentellen Untersuchungen von Klatt [15] entnommen.
Es handelt sich dabei um Messungen von Spektren der
Léngskomponente in einer turbulenten Luftstromung
hinter einem Gitter. Benutzt wurden die Ergebnisse in
einer Entfernung von 11D und 22,7D (Gitterteilung
D = 30 mm) hinter dem Gitter. Die Anblasgeschwindig-
keit betrug 8 m/s.
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0 Dreidimensionale Energiespektren, die
den gemessenen eindimensionalen
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Unter der Annahme, daf in dieser Strémung in einem
Bezugssystem, das sich mit der mittleren Geschwindig-
keit in Strémungsrichtung bewegt, niherungsweise iso-
trope Verhiltnisse vorliegen, kann man bei Verwendung
der Taylorschen Hypothese die beiden Spektren als Re-
sultate von Messungen an einem Ort zu verschiedenen
Zeiten auffassen. Als Zeitdifferenz ergibt sich dabei aus
dem Abstand der Mefpunkte und der mittleren Ge-
schwindigkeit 0,044 s.

Von experimenteller Seite liegen eindimensionale Spek-
tren vor. Aus diesen wurden die benétigten dreidimen-
sionalen Energiespektren berechnet. Zwischen dem ein-
dimensionalen Lingsspektrum E, (k) und dem Energie-
spektrum E (k) besteht der Zusammenhang:

B = 5§ (5 & B0). (16)

Um die Differentiationen in (16) durchfihren zu kén-
nen, wurden die MeBergebnisse mit Hilfe eines analyti-
schen Ausdrucks approximiert. Im Bild 1 sind die Ap-
proximationskurven und die MeSwerte (durch Kreuze

gekennzeichnet) der eindimensionalen Lingsspektren

aufgetragen. Bild 2 zeigt die sich daraus ergebenen Ener-
giespektren, die den Zeitpunkten tj und t; zugeordnet
werden. Das Spektrum zur Zeit ty diente als Ausgangs-
spektrum fiir die Rechnungen, das Spektrum zur Zeit t;
(t; =ty + 0,044 s) zum Vergleich mit den numerischen
Ergebnissen.

3.3. Die numerischen Rechnungen

Es wurde die zeitliche Entwicklung des Ausgangsspek-
trums bis zum Zeitpunkt t; nach den Hypothesen von
Kovasznay, Obuchov, Heisenberg v~ Mijakoda, Ogura
berechnet. Dabei wurden die Vorfaktoren YK>Y0> TH
und Yy variiert. Im Ergebnis der Rechnungen liegen
fiir die benutzten Hypothesen unterschiedliche Spektren
zum Zeitpunkt t; vor, die jeweils verschiedenen Vorfak-
toren entsprechen. Durch Gegeniiberstellung mit dem
Vergleichsspektrum kann nun ermittelt werden, mit wel-
chen Vorfaktoren die besten Ubereinstimmungen er-
zielt werden. Fiir jeweils drei ausgewihlte Werte der
Konstanten sind die errechneten Spektren in den Bildern
3 bis 6 aufgetragen. Das Vergleichsspektrum ist als
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Nach der Hypothese von Kovasznay mit 71 = 0,14, 7 = 0,21 und 73 = 0,39 berechnete Energiespektren
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Bild 4

Nach der Hypothese von Obuchov mit 7 =0,11,73 = 0,16 und v3 = 0,”2 berechnete Energiespektren
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Nach der Hypothese von Heisenberg mit 7} = 0,25, 79 = 0,5 und 73 = 0,9 berechnete Energiespektren
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Nach der Hypothese von Mijakoda, Ogura mit y; = 0,19, 72 = 0,26 und 7¥3 = 0,47 berechnete Energiespektren

Strichpunktlinie eingezeichnet. In allen Darstellungen
wurde auf den Verlauf der Spektren bei kleinen Wellen-
zahlen verzichtet, da in diesem Bereich keine Mefwerte
vorlagen bzw. diese sehr streuten.

Bei den hier betrachteten Hypothesen zeigt sich, dab bei
geeigneter Wahl der Vorfaktoren eine befriedigende
Ubereinstimmung mit den MeBwerten fiir k > 150 1/m
erreicht wird. Die besten Resultate werden mit yx =
0,21, Y0 = 0,16, TH = 0,5 und ™0 = 0,26 erzielt.

Das bedeutet fiir die Kolmogoroff-Obuchov-Konstante
nach (12) und (13) -

¢; = 147 ... 1,78.

Abschliefend soll darauf hingewiesen werden, dab fiir
kleine Reynoldszahlen bei den Vorfaktoren eine Rey-
noldszahlabhiingigkeit vermutet wird (vgl. [3], S. 250).

Im hier betrachteten Fall lagen fiir die turbulente Rey-
noldszahl

A u'2

Re)\ = ” ) ‘ (17)

12
wobei X = 15vu

der Taylorsche Mikromalstab ist

und mit u’ die Geschwindigkeitsschwankung bezeichnet
wird, die Werte Re) (tg) = 194 und Re) (t;) = 148 vor.

Untersuchungen zur Reynoldszahlabhingigkeit wurden
nicht durchgefiihrt.
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