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bei StoBvorgangen in Starrkorper- und hybriden Mehrkorpersystemen
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Viele Aufgaben der Maschinendynamik erfordern die Be-
riicksichtigung von Stofivorgingen und die Aufstellung
der Gleichungen zur Berechnung der Geschwindigkeits-
spriinge, wie sie nach der elementaren Stofitheorie auf-
treten. Die zunehmende Bedeutung komplizierter, z. T.
rdumlicher, Mechanismen, die u. a. fir Manipulatoren
und Industrieroboter Anwendung finden, unterstreicht
die Notwendigkeit von einfach zu handhabenden Berech-
nungsformeln. Dabei soll nicht verkannt werden, daf8 die
elementare Stofitheorie nur ein recht grobes Modell der
Wirklichkeit darstellt, das zeigt sich u. a. an den Schwie-
rigkeiten der Vorausbestimmung der sog. StoBizahl. Den-
noch leistet diese Theorie inshesondere fiir orientierende
Untersuchungen eine unschitzbare Hilfe.

In Erweiterung fritherer Untersuchungen [1] wird im fol-
genden auch eine Moglichkeit zur Berechnung der Impul-
se gezeigt, die zwischen den stoBenden Teilen ausge-
tauscht werden. Bei Systemen mit starren und elasti-
schen Korpern (hybride Systeme) wird vorausgesetzt,
daB eine Diskretisierung mit Hilfe von Ritz-Ansitzen auf
sogenannte zulissige Systeme mit endlich vielen Frei-
heitsgraden vorangegangen ist (vgl. z. B. [2]).

1. Grundannahmen

Das zu untersuchende Modell werde durch die verallge-
meinerten Koordinaten q;, qg, - . - g, beschrieben, die
in einen Spaltenvektor q zusammengefabt sind. Zwi-
schen diesen Koordinaten bestehen nicht notwendig
stindige Bindungen, von denen vorausgesetzt werden
soll, daf sie — ob sie nun zweiseitig oder einseitig sein
mogen — vor, wihrend und nach dem Stob bestehen.
Diese Bindungen lassen sich also durck

qT'B+bT=0T 1)

ausdriicken, wobei die Matrix B und der Vektor b im
allgemeinen Funktionen der Zeit und der verallgemei-
nerten Koordinaten sind. Die Bindungen kénnen holo-
nom oder nichtholonom sein. Der zu untersuchende
StoBvorgang moge durch die Ungleichung

H(t, qp,99,---9,) <O (¥3)

determiniert sein, woraus
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folgt. Hier soll der Vektor h = 9H/dq eingefiihrt werden,
so daB Gl. (3) die Form
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erhilt. Die kinetische Energie des Gesamtsystems soll
durch

1. L
T=54"-G-q+4"-g+g )

ausgedriickt werden. Die symmetrische Matrix G, der
Vektor g und der Skalar gj sind im allgemeinen Funktio-
nen der Zeit und der verallgemeinerten Koordinaten. Mit
den Gln. (1), (4) und (5) lassen sich die Lagrangeschen
Bewegungsgleichungen zweiter Art wie folgt formulie-
ren:
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Neu eingefiihrt wurden hier der Vektor der verallgemei-
nerten eingeprigten Krifte, f, der Lagrangesche Para-
meter Ay sowie ein Spaltenvektor mit weiteren Lagrange-
schen Parametern, A. Nach der elementaren StoBtheorie
sind die Koordinaten wahrend des StoBvorganges, dessen
Dauer gegen Null geht, als stetige Grofen zu betrachten,
withrend sich die Geschwindigkeiten um endliche Werte
sprunghaft dndern und die StoBkrifte (dargestellt durch
Ag und A) Distributionen von der Art der Diracschen
8-Funktion darstellen. Damit lassen sich die Geschwin-
digkeitsinderungen zur Zeit t, des StoBes durch Inte-
gration von Gl. (6) wie folgt berechnen:
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In Gl. (7) sind py und die Elemente von p die durch
Integration von A und A entstandenen StoBimpulse.
Gl (1) und Gl. (7) ergeben insgesamt eine Gleichung
weniger als die Anzahl der in Aq, py, p enthaltenen
Unbekannten. Diese seien deshalb auf py bezogen durch
die Einfilhrung der neuen Vektoren u und v:

Aq=pyw; pP=pyV ®

Aus den Gln. (1), (7), (8) entsteht ein lineares Glei-
chungssystem mit den Unbekannten u und v:
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2. Berechnungsformeln

Die fehlende Gleichung zur Berechnung von py wird aus
einer Betrachtung gewonnen, die sich auf die bekannte
Unterteilung des StoBvorganges in eine Kompressions-
periode und die anschliefiende Restitutionsperiode stiitzt.
Das Ende der Kompressionsperiode ist erreicht, wenn
H = 0 erfilllt ist: der zum Erreichen dieses Zustandes

notwendige Impuls sei py. Man setzt im weiteren q = q;
+ Ag, wobei der Index 1 den Zustand unmittelbar vor

dem StoB bezeichnet. Mit den GIn. (4) und (8) folgt
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Wihrend der Restitutionsperiode wird ein Impuls pg
iibertragen, der das k-fache von pg betrigt; dabei ist k
die sogenannte StoBzahl, deren Wert zwischen 0 und 1
liegt. Damit erhilt man schlieBlich:
BT - gy +hy
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Mit den Gl. (8) sind damit auch die gesuchten Geschwin-
digkeitsspriinge und die Austauschimpulse gegeben.

3. Beispiele
3.1. Einfaches Starrkdrpersystem

Ein Stofivibrator (Bild 1) wird von einem (hier nicht ge-
zeichneten) Anirieb mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit {2 angetrieben. Gesucht sind die Geschwindigkeits-
dnderungen beim StoB, der auf den Pfahl iibertragene
Impuls sowie der vom Antrieb auf den Unwuchtkorper
zu iibertragene Drehimpuls.

Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt
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Die Auflésung der Gl. (9) liefert mit den obigen GroBen:
u = —m; 715 ug = (my + mg)~1; ug = 0;

— m

vy = r cos g3

my + mg
Damit ergibt sich aus Gl. (11) der auf den Pfahl iibertra-
gene Impuls zu

- my (mg +mg) .
Po = —(I*K)m((m —q)
Die Geschwindligkeitsinderungen und der Drehimpuls
bestimmen sich aus Gl. (8) zu:

A §y = — po/my; Ady = py/(my + mg);

Po
= ———— r°cos
P mg + mg 3

3.2. Hybrides System

Ein Spezialfahrzeug besteht im wesentlichen aus einem
langen Triger mit gleichmiBiger Masseverteilung, der
sich auf vorgespannte Federn abstiitzt. Die Verschie-
bung und Verformung des Triigers soll durch 3 Koordi-
naten, qj, g9, q3, beschrieben werden, wobei eine sinus-
formige Durchbiegung des Trigers vorausgesetzt wird.
Die Anderung der verallgemeinerten Geschwindigkeiten
und der StoBimpulse sollen fiir den Fall berechnet wer-
den, in dem das Spiel am linken Balkenende nach zeit-
weiliger Uberwindung der Federvorspannung verschwin-
det.
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Bild 2
Es gilt mit den gegebenen Massewerten: l
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0 0 0 m
W = [1; 0; 0; ~1]
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Die Aufldsung von Gl. (9) liefert

mu; = 0,690; muy =0,190; mug = — 0,560; muy = —1
Daraus folgt mit den Gln. (11) und (8):

po = — 0592 (1+ k) m(q; —dqa);

Aqy =—0408(1+k) (41 —9q4);

Aqp =—0,112(1+k) - (91 —d4);

0,331 (1 +«) * (91 — d4);

0,592 (1 +«) - (q1 —d4)

Aqz

Aqy
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