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Zum Verhalten der Mehrachsigkeitszahl in RiBspitzenumgebung*)

K.-F. Fischer
1. Einleitung

Eine wichtige Aufgabe der RiBbruchmechanik ist die
Untersuchung charakteristischer Groen zur Rifbeurtei-
lung. Damit sind Aussagen zur Riistabilitit méoglich,
vgl. [1], [2].

Neben Spannungs- und Energiegréfen werden zuneh-
mend auch andere Feldgroben in Ribspitzenumgebung
auf ihre Brauchbarkeit als RiSbruchkriterien unter-
sucht [3].

Gegenstand der folgenden Ausfihrungen ist eine Be-
schreibung des Verhaltens einer von Kochendérfer und
Scholl [4] eingefithrten Mehrachsigkeitszahl. Wir wollen
uns dabei auf statische Belastung und linear elastisches
Materialverhalten beschrinken.

Der Autor dankt Herrn Prof. Dr.-Ing. habil. H. Géldner
und Herrn Dr.-Ing. W. Giinther fiir die anregenden Dis-
kussionen zur Problematik.

2. Formulierung der Mehrachsigkeitszahl

Kochendérfer und Scholl schlagen in [4] als Kennzeich-
nung der Mehrachsigkeit des elastischen Spannungsfeldes
den Ausdruck

v+3
g-1-Y3% 1)
01
vor, wobei

0, 01*0, 02:03=0
Q =
1, 0y=09=03%0

(In [4] konnte experimentell ein umgekehrt proportio-
naler Zusammenhang zwischen dieser Mehrachsigkeits-
zahl und der ,,Reifispannung” des untersuchten Materials
nachgewiesen werden.)

Dabei bezeichnet J5 in Gl. (1) die zweite Invariante des
Spannungsdeviators und 0y die grofite Hauptnormal-
spannung, wobei gilt 0; > 09 > 03.

Beschriinken wir uns im weiteren auf den ebenen Verzer-
rungszustand. Dann geht Gl. (1) mit

+5 ]y =@} +02)(A—v+12) 0y 0y (1 +20 - 2:2)

und

A: = 0'2/01

iiber in: 1

Q=00 ») =1 - [(LA2)(1—p+12 )—A(L+20—22) 2. )

v bezeichnet dabei die Querkontraktionszahl.

Aus Gl. (2) erhilt man:

Q= 2v, A =1 3
1= VIDve2 , a=0] . ¢

Von Interesse ist auierdem die Berechnung des Maximal-
wertes pay = Syax (V) bei vorgegebener Querkontrak-
tionszahl.

Aus
29

=0 g <0 @)
A | A=),

ergibt sich fiir das Spannungsverhiltnis A, bei dem die
Mehrachsigkeitszahl den Wert Qyy,, annimmt, die Bezie-

hung:
N = (5 + p=B)/(1-vei?), ©)

wobei 0 <» <0,5. In Tabelle 1 sind einige Werte zusam-
mengestelit.

Tabelle 1

Abhingigkeit ausgewihlter Kenngréfen von der Querkontrak-
tionszahl

v
\ 00 01 02 03 04 05

N 05 0648 0,786 0899 0974 (1.0)
ax () 0134 0274 0433 0610 0801 (1,0)
(]
1
1? 9, 38,9° 246° 138° 6,12° 1,53° 0°
180° o o o ° o o
—ra@)  436° 568" 67.3° 759° 833° (%)
(= ]
103 - £ 155 684 237 517 0346 (0)
3,98 3
10°- - 10%/3 141 480 104 0,693 (0)

3. Mehrachsigkeitszahl an der Rifispitze

Aus Gl (2) ist zu entnehmen, daf die Mehrachsigkeits-
zahl aufier von der Querkontraktionszahl nur vom Ver-
hiltnis der Hauptnormalspannungen abhingt.

#) Prof. Dr.-Ing. H. Giinther zum 50. Geburtstag gewidmet.
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Es ist moglich, das Spannungsfeld in RiBispitzenumge-

bung stets in der Form (k - *°):
n
k k-1 R I g1
"ij:.?:l 2 (a8, 9) ©)
anzugeben.

Die Groben al:, a:l bezeichnen die verallgemeinerten
Intensititsfaktoren (vgl. [5]), r und ¢ sind Polarkoordi-
naten, Bild 1. In unmittelbarer Nihe der Riispitze ge-
niigt es meist, nur das erste Glied der Reihe (6) zu be-
riicksichtigen. Fiir die Hauptnormalspannungen erhilt
man:

1 Ky . 2
= 1+cos9)—4Msind+2M2(1 —cosd)
012 N {\A( 8 (1 —cos

@)

2
+ \/é (1 —cos2|9)+2Msin219+L2{—(5 +3c0829) }

Bild 1

Griffith-RiB in der unendlichen Ebene unter schriger Zugbelastung

Hierbei bezeichnen K; den Spannungsintensititsfaktor
fir symmetrische Rifbelastung (Mode I) und M den
Symmetriefaktor mit M = Ky;/Kj, vgl. [1]. Damit la6t

sich das Hauptnormalspannungsverhiltnis A formulieren:
A= (-1/0+), ®
wobei

2(1 + cos¥) —4Msind + 2M2 (1—cosd) 2

%(l—coe2|9)+2Msin2t9+N2i2(5+3cos20)

Entsprechend berechnete Mehrachsigkeitszahlen fll an
der RiBspitze sind fiir verschiedene Werte von M und »
in den Bildern 2, 3 und 4 dargestellt. Ordnen wir den
Verliiufen als konkretes Rifimodell den Griffith-Rif der
Linge 2a in der unendlichen Ebene unter schriger Rif-
belastung zu (Bild 1), dann gilt M = cota.

Aus den dargestellten Verlidufen lassen sich eine Reihe
von Besonderheiten ablesen. Bei M = 0 (symmetri-

1) Der hochgestellte Index verweist auf die Anzahl der beriick-
sichtigten Glieder der Reihe
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Bild 2 1
Abhiingigkeit {2 = §) (9) fir M=0
M —a=o00
04 EVZ
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Bild 3 1
Abhingigkeit §2 = S‘Z(ﬂ)ﬁirM-»oo



M=
EVZ
V=05
- /\
- A T
2 e
Hi
05+
08
Bild 4

Abhingigkeit §2 = $4(3) fir M=1

1
sche RiBbelastung) erreicht {2 den Wert $2y;,, bei
¥ =+ J_. Es ergeben sich die in Tabelle 1 zusammenge-
1
stellten ¥ -Werte.

Die groite Mehrachsigkeit tritt damit nur bei » = 0,5 in
RiBrichtung auf.
Fiir M — e wird ), an der Ribspitze nicht erreicht.
Aus Gl. (8) erhilt man:

1

TM—>oo = 2[(1 —cosd)/(5+3cos29) ]E . 9)

1 1
Hieraus _crrechnet sich der Winkel 0°lM—>°°’ bei dem {2

1 - -
einen Maximalwert §2 erreicht mit

max|pj—>oo

2
(MMoee)” = 1+ 3 V3

bzw.

Koo = W3 +1)—v/3+2V3 =0,189%
zua:

1go°. Do ygaee = £ 9889

1190 M >0 ist bzgl. v invariant.

| 1
Bei M=1 erreicht Sll fiir » = 0 in zwei Richtungen 1901,
50 <0 den Wert 2y, 4 Es ergeben sich:

180° — 66,32

w

1

bt cc'an-l

e

" — 53,13

1 1 1
Dabei durchlduft £ im Intervall (3, _, 9, 2) ein flaches
1

11
1
Minimum ;.. Fir v = 0 errechnet man: {,,;, =

0,99999 Ry, -
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Bild 5

1
Abhingigkeit 3, = 3, (&, V)

Ubersichtlich li6t sich dieser Sachverhalt in einer weite-
ren Darstellung (Bild 5) veranschaulichen. Hier ist der
Winkel ‘190 (bzw. l1901 ) l1902 ), bei dem die Mehrachsig-
keitszahl 512 einen Maximalwert Sllmax (Sllmax < Qpax)
annimmt in Abhingigkeit vom Lastangriffswinkel fiir
verschiedene v-Werte dargestellt.

Man erkennt, dab fir « > clxo (v) der Wert . . in zwei
Richtungen 11901 , tl9o 5
Eine genauere numerische Untersuchung dieses Sachver-

erreicht wird, wobei 0 <v < 0,5.
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1 . .
haltes zeigt, dafi die GroBe a, (v) einen Verzweigungs-
punkt des Problems darstellt. Es gilt:

1
1 Sllumx(‘x’”)<QMM’0<‘1<"‘0(")
Q =

max

o, & W) <@<T2 10y

In Tabelle 1 'sind einige numerisch ermittelten Werte von
4110 () zusammengestellt, vgl. Bild 6.

TQO
&t
‘70—
60 +
50 |-
40 1 1 1 1
0 07 Qg2 03 04 Qg5
Y——
Bild 6 1

1
Abhingigkeit der Verzweigungspunkte &, = &, (V)

4. Mehrachsigkeitszahl als Ribruchkriterium

Bemerkenswert wird die oben gezeigte Eigenschaft des

Verhaltens von fll, wenn man die durch die GIn. (1) und
(8) beschriebene Mehrachsigkeitszahl zur Formulierung
eines Rifbruchkriteriums heranzieht. Wir benutzen dazu
die folgenden beiden Grundhypothesen:

Hypothese 1: Die Ribausbreitung erfolgt radial vom Rif

1
in die Richtung 9, , in der die Mehrachsig-
keitszahl zu einem Maximum wird, d. h.

1
a‘1’—0 29
TR ,
9=29

o °

1 1
Hypothese 2: Der Rifs wird dann instabil, wenn Ky (3,)
einen kritischen Wert K;¢ erreicht, wobei

K, 3) = K1 * (@an/atan) 12
Kv(o)_l(max Max|ﬂ=t]9.()

o

Fiir das verwendete Rimodell gilt: K; = pv/7a sin?a.
Aus den in Bild 5 dargestellten Verldufen is.t ersichtlich,
daB sich bei 0 <a < ¢1::0 (v) fiir alle v-Werte der gleiche
Rifausbreitungswinkel J,, ergibt. Im Bereich &, (v) <a
< 7/2, 0 <v < 0,5, existieren stets zwei mogliche Rif-
34

1 1
ausbreitungsrichtungen 001 y Y 9

.11 !
Dabei gilt: (3, ) = €2 (35,,) = Dux:

Eine derartige Besonderheit in der Aussage aus Hypothe-
se 1 gibt es bei den bisher bekannten RiBbruchkriterien
nicht. Weiterhin ist erwihnenswert, daf bei M=0 fiir
0 <» <0,5 die Rifausbreitung nicht in Rifirichtung er-
rechnet wird.

Aus Gl. (12) ld6t sich die kritische Belastung p, ermit-
teln:

Kic Sy,
vl 2 (13)
a max ° sina l9 = 390.

Die entsprechenden Verlaufe p, = p, (@) sind fiir ver-
schiedene »-Werte in Bild 7 dargestellt. Sie gleichen qua-
litativ den aus anderen RiBbruchkriterien (z. B. SIH-Kri-
terium, vgl. [6]) erhaltenen Verliufen.

o Yia' T
Kre v=00 03
[ |

3

/—‘a

o
ol
wly

I
480”‘

o

Bild 7
Verliufe p, = p, (@, V)

Weiterhin soll knapp das Verhalten von Q in Rifispitzen-
umgebung vorgestellt werden, wenn man anstelle des

|
Hauptnormalspannungsverhiltnisses A (Gl. (8)) das Ver-

©0 oo
hiltnis A benutzt. Dabei resultiert A aus dem Verhiltnis
der Hauptnormalspannungen in RiBispitzenumgebung bei
Verwendung der exakten Lésung fiir das Spannungsfeld.
Wir wollen uns auf M =0, 9 =0 beschriinken:



L ] rt+a
% Vo
- + 2ra (14)
P
z _rta
2 Ve +2ra
Damit erhiilt man
- -]
A=1—+/r Vvi+2a/(r+a) (15)
und die Grenzwerte:
o0
imA =1,
IimA =0
r—~>co

Aus Gl (5) bzw.. Tabelle 1 ist ersichtlich, daB £ nur bei
v = 0,5 den Wert Sy, fiir A, = 1 annimmt (r - 0).

D. h., fiir 0 < » < 0,5 liegt die Stelle, an der & () =
Qpax (V) gilt, 1, von der Riispitze entfernt. Aus Gl
(15) ergibt sich die Beziehung: .

?o = {1/[1 —(1 _)‘0)2]}E -1 (17)

e %
wobei £O:=a— und A, =}, (V).

Entsprechende Werte von OEOO sind in Tabelle 1 zusam-
mengestellt, vgl. auch Bild 8.
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Bild 8
Abstand der Initialpunkte der RiBausbreitung von der Rifspitze

2,0, Eyimrala

1
Erweitert man das $2-Rifbruchkriterium in der in [7],
[8] beschriebenen Weise, lauten die Hypothesen:

Hypothese 1: Die RiBausbreitung erfolgt yom Punkte
k k k k
Py (95, &) aus, wo §2 = Qg+ gilt, in die
k
Richtung 3,

Hypothese 2: Der Rif wird dann instabil, wenn kV
k k
(J5, &) einen kritischen Wert Ky er-

reicht, wobei

k k k k k
KV (00’ Eo) = Kl (Qmax/QMax)l = so
k

t9=t9° .

Damit lassen sich die durch Gl. (17) gegebenen Wertez,
als Abstinde der Initialpunkte der RiSausbreitung vor
der Rifispitze bei Mode I — Rifibelastung interpretieren.
Eine qualitativ dhnliche Abhingigkeit des Abstandes der
Initialpunkte vor der RiBispitze von der Querkontrak-
tionszahl findet man beim erweiterten SIH-Kriterium,

vgl. [7]. Es gilt:
L13 &5, »=0

(- -]
g =

ol =0, v=05

Aus den gezeigten Ergebnissen sieht man, daB bei sym-
metrischer Rifibelastung (M =0) mindestens drei Initial:
punkte in Rifispitzenumgebung existieren.

Um allgemeingiiltige Aussagen zu dieser Problematik zu
erhalten, sind weiterfithrende Untersuchungen notwen-

dig.
5. Beriicksichtigung der Mikrostiitzwirkung

AbschlieBend wird kurz erldutert, welchen Einfluf die
Beriicksichtigung der Mikrostiitzwirkung auf das Verhal-
ten der Mehrachsigkeitszahl nimmt. Wir wollen uns dabei
auf M=0, 3=0 beschrinken. Die Mikrostiitzwirkung
wird mit der von Neuber [9] vorgeschlagenen Mittelwert-
bildung iiber eine Ersatzstrukturlinge p~ erfait:

*

p
1 £ oar. (18)

p
Aus den Gln. (12) erhilt man dann:

0i=

% \ /pi-ﬁ _';2ap§
- % (19)
o Vp*Z +2a0* - p"

oo
Damit ld6t sich eine Mehrachsigkeitszahl © formulieren:
22
5 = 1-[Q+N )Q-v+p2) —
’ 1

_Na+aw-22)F, 20)

wobei
- -]

1
X o= 1-[8/¢+2))?

(21)
und
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§:=p%/a.

Mit den Gln. (5) und (21) ist es moglich, & so zu bestim-
men, dal

= QMax

gilt.
Man erhilt die Beziehung:

5=2( -2 /A, 2-2,)]. (22)

In Tabelle 1 sind entsprechende Werte fiir § in Abhingig-
keit von der Querkontraktionszahl zusammengestellt,
vgl. auch Bild 9.

Die Abhingigkeit § = § (v) gleicht qualitativ der Abhiin-

. . ©o o0
gigkeit £ = £ (v).
Die hier errechnete Ersatzstrukturlinge (ebener Verzer-
rungszustand) ist nur von der Querkontraktionszahl des

Materials abhingig.
1

0,5

0,4

03F

0 50 100 150

103g ——

Bild 9
Abhiingigkeit der Ersatzstrukturlinge 6 =8 (), 6:=p%/a

6. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit erfolgt eine Untersuchung der
Mehrachsigkeitszahl € in Rifspitzenumgebung. Die Be-
trachtungen beschriinken sich auf linear elastisches Mate-
rialverhalten, statische Belastung und den Sonderfall des
ebenen Verzerrungszustandes. Verwendet man zunichst
zur Formulierung von $ nur das erste Glied einer Nihe-
rungslésung fiir das Spannungsfeld in RiBspitzenumge-
bung, beobachtet man u. a., daf die maximale Mehr-
achsigkeit der Spannungen bei symmetrischer Rifibela-
stung fiir 0 <» < 0,5 nicht in Riirichtung auftritt. Es ist
mdglich, die Mehrachsigkeitszahl zur Formulierung eines
RiBbruchkriteriums heranzuziehen. Die dabei benutzten
Grundhypothesen liefern Aussagen zur Rifiausbreitungs-
richtung (Hypothese 1) und zur Rifistabilitit (Hypothe-
se 2). Aus der Hypothese 1 erhilt man bei Verwendung
des Griffith-Risses in der unendlichen Ebene unter schri-
ger Zugbelastung die Existenz zweier gleichberechtigter
RiBausbreitungsrichtungen, falls der Lastangriffswinkel
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einen Wert %zo itherschreitet. Der Wert tlxo ist von der
Querkontraktionszahl v des Materials abhingig und bil-
det einen Verzweigungspunkt. Eine Erweiterung des Kri-
teriums fiihrt bei symmetrischer Rifbelastung auf die
Vorhersage von Initialpunkten der RiBausbreitung vor
der RiBspitze. Die Beriicksichtigung der Mikrostiitzwir-
kung ermoglicht eine Berechnung der Ersatzstruktur-
linge.
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