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Zur Losung des ebenen und axialsymmetrischen FlieBens eines
viskoplastischen Kérpers mit Hilfe der FEM

H. Gliser, R. Vogel

Viskoplastische Korper iibertragen im Gegensatz zu den
viskosen Fliissigkeiten im Ruhezustand Spannungen mit
nicht verschwindendem Deviator. Fiir kleine Geschwin-
digkeitsgradienten jedoch endliche Geschwindigkeiten
soll.das von Prager/Hohenemser verallgemeinerte Stoff-
gesetz nach Bingham gelten. Dieses verkniipft gemak (1)
das viskose und das plastische Fliefen, d. h. den Newton-
und den Levy-Mises-Kérper in additiver Weise:
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Darin bedeuten p die Zihigkeit im Fliebzustand, Iy die
zweite Invariante des Deviators der Verzerrungsge-
schwindigkeiten und k die Schubfliefgrenze.

Den Startvektor fiir dieses nichtlineare Problem bildet
nach dem Iterationsverfahren von Schliissler [1] die Lo-
sung des zihen, stationiiren Fliebens eines inkompressi-
blen Kérpers, dem der nichtlineare Term der plastischen
Losung auf iterativem Wege iiberlagert wird.

Zuniichst zur Lésung des inkompressiblen, viskosen Pro-
blems. In diesem Fall ist der Vektor der deviatorischen
Spannungen mit dem der Verzerrungsgeschwindigkeiten
durch die Zihigkeitsmatrix D’ fiir den ebenen Deforma-
tionszustand und den axialsymmetrischen Spannungszu-
stand nach [2] verbunden.
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Mit Hilfe des angegebenen isotropen Druckes lassen sich

die Komponenten des entsprechenden Spannungstensors
berechnen.
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wobei gilt ﬂ
m! =(1,1,1,0) 3)

Der Zusammenhang zwischen den Verzerrungen und den
Verschiebungen bzw. ihren Geschwindigkeiten heifit mit
den bekannten Differentialoperatormatrizen L
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Es ist erkennbar, daB die fiir eine isotrope, inkompres-
sible Fliissigkeit definierte Zzhigkeit u eine Schubmo-
dulG in der Elastizititstheorie analoge Stellung ein-
nimmt.

Im Hinblick auf die Anwendung der FEM verwenden wir
die dem Gleichgewicht dquivalente virtuelle Arbeitsglei-
chung (5), die mit der Kontinuititsgleichung (6)
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die Grundlage der Lésungsmethode fiir inkompressible
elastische Festkorper (u, G) bzw. fir inkompressible,
viskose Fliissigkeiten (v, u) darstellt.
Die angeschriebenen Beziehungen machen die formale
Analogie zwischen den inkompressiblen elastischen Pro-
blemen und denen des viskosen inkompressiblen statio-
niren FlieBens deutlich. Damit kénnen nach Zienkie--
wicz [2] die fir inkompressible elastische Festkorper
entwickelten Losungsmethoden zur Lésung des visko-
sen, inkompressiblen, langsamen FlieBens bei Weglassen
der konvektiven Terme, denn nur unter dieser Voraus-
setzung ist die Dualitit vollstindig, herangezogen wer-
den. Die zutreffenden, bekanntesten Losungstechriken
sind: :

1. Das sog. u-p-Verfahren: u bzw. v und p werden als
Variable angesetzt, wobei der Druck p wie ein
Lagrange’scher Multiplikator in die Variationsglei-
chung eingeht.

2. u bzw. v wird als einzige Variable angenommen und
die Kontinuititsgleichung wird als Straffunktion an-
gesetzt.

Einige Bemerkungen zu den genannten Losungsverfah-
ren des inkompressiblen Problems.



Im Zusammenhang mit der Diskretisierung werden beim
u-p-Verfahren die unabhiingig variable Verschiebungsge-
schwindigkeit und der Druck p iiber die jeweiligen
Matrizen der Ansdtzfunktionen NY, NP durch den Vek-
tor der Knotengeschwindigkeiten a¥ bzw. durch den
Druck in den Knotenpunkten aP ausgedriickt.

v=N-a p = NP-aP

Hiermit liefert die virtuelle Arbeitsgleichung nach (5)
folgende Steifigkeitsgleichung (8) fir den Vektor der
Knotengeschwindigkeiten und den isotropen Druck in
noch zweckmiBiger Weise auszuwihlenden Knotenpunk-
ten, wobei auBierdem mégliche Massenkrifte unberiick-
sichtigt blieben.

Ka' + KPaP + f = 0 1)

K gewdhnliche Steifigkeitsmatrix aus dem deviatori-
schen Spannungszustand

KP  Druckmatrix infolge des isotropen Druckes

f¥  Kriftematrix (Volumen- und Oberflichenkraft)
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Die zur Bestimmung des Vektors der Knotengeschwin-
digkeiten und des isotropen Druckes in den Knoten-
punkten notwendige zweite Matrizengleichung folgt auf-
grund der geforderten Zwangsbedingung aus dem Forma-

lismus des Galerkin-Verfahrens, indem man die mit dem
Druckansatz p = NP §aP multiplizierte Kontinuititsglei-
chung fiir den Fall der Inkompressibilitit integriert und
null setzt.
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Hieraus folgt mit
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die schon genannte Druckmatrix darstellt.

Die Steifigkeitsgleichung (8) und die aus der Kontinui-
titsbeziehung resultierende Gleichung (9) lassen sich in
der Matrizengleichung (10) zusammenfassen,
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bzw. in kompakter Form geschrieben (10)

K(a)a+f=0

Die Matrizengleichungen (10) nehmen fiir den ebenen
Deformationszustand und den axialsymmetrischen Span-
nungszustand folgendes Aussehen an.
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Soweit stellen die Gleichungen (10) das Analogon zur
Lagrang’schen Form der inkompressiblen elastischen
Gleichungen dar. Im Zusammenhang mit der FEM-Dis-
kretisierung ist hierbei zu beachten, daf geniigend Frei-
heitsgrade zur Beschreibung eines realistischen Ge-
schwindigkeitsfeldes verfiighar sind, um die Nebenbedin-
gungen (p als Lagrange’sche Multiplikatorvariable) zu er-
fiillen.

Verschiedene Autoren [3], [4], [5], fiihren an, dak sich
nur dann Lésungen angeben lassen, wenn fiir die Form-
funktion des Druckansatzes folgende Bedingungen emge
halten werden:

Der Polynomansatz fir p muf um mindestens eine
Ordnung niedriger sein als der Ansatz fiir v.

Der Polynomansatz fiir p darf hochstens eine lineare
Funktion sein.

Die mit dem u-p-Algorithmus realisierten Rechnungen
haben zu instabilen Gleichungssystemen gefiihrt.

Eine weitere Losungsmaglichkeit besteht darin, die In-
kompressibilitit mcht in jedem Integrationspunkt, son-
dern entweder

im Durchschnitt iiber das Element oder

im Durchschnitt iiber das gesamte Gebiet
zu erfiillen.
Beide Ansitze filhren dazu, dab die Inkompressibilitit
zwar im Durchschnitt erfiillt wird, aber értlich erheblich
gestort sein kann [6].
Das Gleichungssystem ist hiernach nur'dann lésbar,
wenn auf eine vollkommene Inkompressibilitit verzich-
tet wird. Ein entsprechender Algorithmus ist das
Penalty-Verfahren.

Dabei wird ¥ Tu= % gesetzt. Die Zahl « sollte so grof

gewihlt werden, da6 Y T u gegen Null geht.
Aus einem formalen Vergleich mit der Elastizititstheo-
rie folgt hierfiir:
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K Kompressionsmodul

Damit folgt aus dem Gleichungssystem (10) die Itera-
tionsvorschrift (11).

K +KPa KpT) a'(m+l) = g
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Wird a sehr grob gewihlt (fir » = 0,49995 wird % =

9999), so hat die Iteration nur die Aufgabe einer Regu-
larisierung. Fiir kleine a-Werte sind dann entsprechend
viele Iterationsschritte fiir eine inkompressible Losung
notwendig.

Dieses Verfahren hat gegenilber dem u-p-Ansatz zwei
entscheidende Vorteile:

1. Pro Knoten existieren nur 2 statt 3 Freiheitsgrade.

2
Dadurch verringert sich der Speicherplatz auf ca. 3
gegeniiber dem u-p-Ansatz
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2. Durch den Wegfall jeder 3. Gleichung verringert sich
die Rechenzeit.

Obwohl der Penalty-Ansatz stets zu divergenzfreien Lo-
sungen fithrt, miissen die assoziierten Geschwindigkeits-
verteilungen nicht immer mit physikalisch moglichen
Feldern vertriglich sein. Dies liegt an der sehr unter-
schiedlichen Grofenordnung der Faktoren im Produkt
aVTy

Diese Schw1erigkeiten lassen sich umgehen, wenn in die
Iterationsvorschrift die Berechnung des isotropen Druk-
kes p aufgenommen wird. Der entsprechende Algorith-
mus wurde von [7] angegeben:

(K + KP gKPT) gv(m+1) _ ¢ gp ,p(m)
(12)

aP(m+1) = ,p(m), ggpT v(m+1)

Dabei sind fiir die Berechnung des isotropen Druckes die

gleichen Bedingungen zu erfiillen, wie sie bereits fiir den
u-p-Ansatz dargelegt wurden.

Der Wert f8 sollte dabei so grofs gewihlt werden, daf bei

der Berechnung von VT u nicht die Differenz zweier

gleich grofer Zahlen gebildet werden mus.

Fiir Z— = 10 wird beispielsweise v = 0,454 und fiir
g = 100 ergibt sich » = 0,495.

Mit der Losung des inkompressiblen elastischen Pro-
blems nach einer der genannten Techniken liegt auf-
grund der erwihnten Analogie die Losung des ebenen
bzw. axialsymmetrischen, inkompressiblen, viskosen
FlieGens vor, die den Startvektor fiir das Iterationsver-
fahren zur Losung der viskoplastischen Aufgabe nach
Schliissler darstellt. Aus dem jeweiligen Gleichungs-
system (10), (11) oder (12), das nun fir die gesamte
vernetzte Struktur aufzuschreiben ist, ergibt sich unter
Beachtung der Randbedingungen der Vektor der Kno-
tengeschwindigkeiten.

Daraus berechnet man mit dem Geschwindigkeitsfeld die
2. Invariante der Verzerrungsgeschwindigkeiten, die fiir
den ebenen Deformationszustand und den axialsymme-
trischen Spannungszustand angegeben ist, und baut mit
der SchubflieBspannung die Stoffmatrix D° fir den
1. Iterationsschritt auf. Die neue Stoffmatrix findet iiber
die gewdhnliche Steifigkeitsmatrix Beriicksichtigung im
obigen Gleichungssystem. dessen Lésung unter der
Randbedingung einen korrigierten Vektor aer Knoten- ’
geschwindigkeiten al liefert.

Dieser bildet wiederum die Basis fiir eine weitere, ver-
besserte Stoffmatrix, die im fortgesetzten Wechsel mit
der Losung des Gleichungssystems sukzessive die Ge-
schwindigkeitsdifferenzen von Schritt zu Schritt kleiner
werden lift, bis eine gewiinschte Genauigkeitsmarke €
nicht mehr iiberschritten wird. Die allgemeine Itera-
tionsvorschrift zeigt die Formel.

am+], - _ (K(am))_l o f

Aa = aV*l _aV< ¢

(14)
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Bild 1

Viskoplastisches VorwirtsflieBpressen mit plotzlicher
Querschnittsinderung und 50 % Dickenreduktion

i
|

Die Bilder 1 und 2 zeigen numerisch ermittelte Ge-
schwindigkeitsverteilungen fiir den ebenen Deforma-
tionszustand eines viskoplastischen Materials (superpla-
stische -Blei-Zinn-Legierung). Dabei zeigte es sich, daf
nach wenigen Iterationsschritten (5 — 8 Schritte) der
Losungszuwachs in einer GroBenordnung von 105 lag.
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