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Konstruktion und Anwendung hybrider RiBspitzenelemente
fur dreidimensionale bruchmechanische Aufgaben

Meinhard Kuna

0. Einleitung

Die bruchmechanische Abschitzung der Betriebssicher-
heit oder Lebensdauer eines technischen Bauteils mit
einem Rif fithrt in vielen Fillen unumginglich auf eine
komplizierte dreidimensionale (3D) Aufgabe der Konti-
nuumsmechanik, fiir deren Losung ausschlieBlich nume-
rische Verfahren in Betracht kommen. Zur Behandlung
von Rifiproblemen nimmt gegenwirtig die Methode der
finiten Elemente (FEM) eine fiihrende Stellung ein.
Einen Uberblick geben die Tagungsbinde [1] und die
Arbeit [2]. Der vorliegende Beitrag beschriinkt sich auf
Aufgaben der Elastostatik.

Die generelle Schwierigkeit bei der Anwendung der FEM
auf Rifprobleme besteht in der Beriicksichtigung der an
der RiBispitze auftretenden Spannungs- und Dehnungs-
singularititen. Aus diesem Grunde bemiiht man sich um
die Entwicklung spezieller Sonderelemente, bei denen
die analytisch bekannten Singularitéten in die Formulie-
rung der Ansatzfunktionen mit einbezogen werden.
Diese sogenannten RiBispitzenclemente werden um die
Rifispitze angeordnet, wihrend man den verbleibenden
Teil des Kérpers mit herkommlichen Standard-Elemen-
ten modelliert. Eine sehr gute Moglichkeit zur Konstruk-
tion von Rifispitzenelementen bieten hybride Variations-
prinzipien, da hierbei fiir die Feldgréfen im Element rif-
spezifische Ansitze gewihlt werden konnen, zugleich
aber ein stetiger Ubergang der Feldgrofien auf den Rin-
dern zu den angrenzenden Standard-Elementen gewihr-
leistet wird. Man kann drei hybride Formulierungen
unterscheiden, die geeignet sind, um Sonderelemente zu
erzeugen, deren Randverschiebungen mit denjenigen ge-
wohnlicher ~ Standard-Elemente  kompatibel  sind:
L. Spannungs-Modell, 2. Verschiebungs-Modell, 3. ge-
mischtes Spannungs-Verschiebungsmodell (Zweifeldfor-
mulierung). Diese drei Varianten wurden von Pian u. a.
[4], Atluri u. a. [5] und Tong u. a. [6] zur Generierung
von hybriden Rifispitzenelementen fiir zweidimensionale
Aufgaben herangezogen. Wie durch eigene Erfahrungen
bestitigt wurde [7], [8], erweist sich die 3. Variante als
besonders giinstig, da man direkt von RiB-Eigenfunktio-
nen Gebrauch machen kann, wodurch sich eine Integra-
tion der Singularitit iiber das Elementvolumen eriibrigt.
Da fiir raumliche Rifkonfigurationen bisher keine Eigen-
funktionen bekannt sind, kann die 3. Variante leider
nicht realisiert werden. Die von Atluri und Kartiresan
[9] und Pian und Moriya [10] entwickelten 3D hybriden
RiBspitzenelemente basieren deshalb auf dem Verschie-
bungs- bzw. Spannungs-Modell. In der vorliegenden Ar-
beit wurde dem Spannungs-Modell [10] der Vorzug ge-

geben, da es gegeniiber dem Verschiebungs-Modell mit
einer GroBe weniger auskommt. Im Rahmen der koordi-
nierten Zusammenarbeit zwischen der TH Magdeburg,
WB Festkorpermechanik und dem IFE Halle bei der An-
wendung der FEM in der Bruchmechanik konzentriert
sich das IFE hauptsichlich auf die Entwicklung hybri-
der RiBspitzenelemente, wihrend die TH Magdeburg
an der Erstellung von Standard-FEM-Programmsystemen
und modifizierten Verschiebungselementen fiir Rifipro-
bleme arbeitet [2].

1. Das hybride Spannungsmodeli

Grundlage der Betrachtungen ist das von Pian [11] aufge-
stellte Variationsprinzip fiir ein hybrides Spannungsmo-
dell.
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Die Summation (Index n) erstreckt sich iiber alle finiten
Elemente des Korpers. Die Spannungen 0;; im Element-
volumen V,, und die Verschiebungen U; auf dem Ele-
mentrand S5; werden als unabhingige Feldgrofen vari-
iert. Der Rand S, des n-ten Elements setzt sich zusam-
men aus dem Teil Sy,, auf dem die Verschiebungs-
werte U; vorgeschrieben sind, dem Teil Sy, wo Rand-
spannungen T; angreifen und dem verbleibenden Teil S ,,
entlang dessen das Element an Nachbarelemente an-
grenzt. T; = 0y n; stellt den Spannungsvektor auf S, dar
(n; — Normalenvektor), Cyjy ist der inverse Hooke’sche

Tensor und €; bezeichnet Anfangsdehnungen. Der

Spannungsansatz mub die Gleichgewichtsbedingungen
erfilllen (p — Volumenkrifte).
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Von den Randverschiebungen wird verlangt, dak sie auf
Syn die vorgeschriebenen Werte 1; annehmen. Mit die-
sen Nebenbedingungen und bei Voraussetzung des
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Hooke’schen Gesetzes liefert die stationire Bedingung
des Funktionals 6 7y =0 die Euler’schen Gleichungen:

A= 1
Cuklokl “=eu=—2-u ty;) inVy (4a)
Y = auf S, (4D)
oy =T;=T; auf Sy, ®)

znsfn'rau,ds 0 @ T+ TM™M=0afS ). (6)

Gl. (4) stellt die Kompatibilititshedingungen dar, Gl. (5)
bedeutet das Spannungsgleichgewicht mit den dufieren
Belastungen T; und Gl. (6) sagt aus, daf 3 das Spannungs-
glelchgemcht auf den Kontaktflichen S(nm) zwischen
jeweils zwei Nachbarelementen n und m durch das Funk-
tional erzwungen wird, allerdings in abgeschwichter,
geniherter Form.

Die Spannungen im Elementvolumen werden in der fol-
genden Form angesetzt, wobei die Matrizenschreibweise
verwendet wird:

g =Pg+Pgpp. )
Die Randspannungen ergeben sich nach Gl. (5).
T=Ng=RpB+RpBp. ®)

Der Spannungsansatz enthilt die M unbekannten Koef-
fizienten B. Das zweite Glied beriicksichtigt die &uBere
Belastung und stellt eine partikulire Losung der Gleich-
gewichtsbedingungen Gl. (2) fiir die vorgeschriebenen
Volumenkrifte p; dar. Pg 8p kann auch Terme enthal-
ten, die etwaige Randspannungen nach Gl. (5) a priori
erfilllen (siehe [12]). ZusammengefaBit sind folgende Be-
dingungen an die Anteile des Spannungsansatzes zu stel-
len (D bezeichnet den Differentialoperator fiir die Diver-
genzbildung von 0):

DP=0 inV, )
D PB EB = ——F in Vn ' (10)
NPgBp=T auf Sy, . (11)

Die Verschiebungen @auf der Elementoberfliche werden
mittels der Interpolationsfunktion L durch die Knoten-
verschiebungen q ausgedriickt.

iW=Lgq aufS, . (12)
Damit schreibt sich das Variationsprinzip (1) wie folgt:
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mit den Abkiirzungen:

H=fPTCPdv = HT

Vn
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Die Variation: beziiglich § liefert fiir jedes Element eine
Relation zwischen den Koeffizienten des Spannungsan-
satzes und den Knotenverschiebungen.

=H-1(Gq-Hppp - H) (14)

Hiermit kann § aus Gl. (12) eliminiert werden und an-
schlieBende Variation nach q ergibt die gesuchte Steifig-
keitsbeziehung fiir ein hybrides Element.

kq=f (15)
mit der Steifigkeitsmatrix

k=GTH-1¢ (16)
und dem Lastvektor

t=GTH- l(HBﬁB+H) G ﬁB+f TLds. (17)
STn

Da Gl. (15) nur Knotenvariable enthilt, kann die Assem-
blierung der Elemente zum Gesamtsystem in der iibli-
chen Weise durchgefiihrt werden. Auierdem ist eine be-
liebige Kombination von Verschiebungs- und Hybridele-
menten erlaubt, vorausgesetzt, die Verschiebungsfunk-
tionen auf den Kontaktflichen sind identisch.

2. Die Rifspitzenelemente HCR 60

Die RiBspitzenelemente besitzen die Form eines Hexae-
ders mit 20 Knoten, dessen Flichen quadratisch ge-
krimmt sein konnen. In der bisherigen rechentechni-
schen Version wurden vorerst nur ebene Elementflichen
betrachtet. Der Verlauf der Ribfront im Kérper wird
durch ein Polygon approximiert, wobei um jedes Gera-
denstiick eine Gruppe von vier Riispitzenelementen an-
geordnet wird, siche Bild 1. Der restliche Teil des Kor-
pers wird mit Standard-Elementen vernetzt. Jedes der
qualitativ unterschiedlichen Hybrid-Elemente hat eine
Kante mit der Ribfront gemeinsam. Es wird ein riBbe-
zogenes Koordinatensystem (n, v, t) eingefiihrt, wobei t
tangential zur Riffront verlduft und v senkrecht zur Rif-
ebene (n, t) liegt, wie fiir den Typ A in Bild 2 gezeigt.
Zur Formulierung der Ansatzfunktionen und zum
Zwecke der numerischen Integration wird das Element
mit Hilfe der bekannten quadratischen isoparametri-
schen Formfunktionen auf den Einheitswiirfel (—1 <,
7, § < 1) transformiert.

Der Spannungsansatz P besteht aus Mr reguliren Poly-
nomtermen P, (n, v, t) mit den unbestinmten Koeffi-

zienten by, und dem rifispezifischen Teil P (r, ¥) mit
den Koeffizienten KI’ Kn und KHI'

T
P8 =[P P,] {by. by, ... by, Ky Kpp, Kyyp }° (18)
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Bid 2
Koordinatensysteme fiir die Riispitzenelemente

Zur Aufstellung von P, wurde fiir jede Spannungskompo-
nente ein unvollstindiges Polynom 3. Ordnung in (n, t,v)
angesetzt, das sich durch die Gleichgewichtsforderung
(9) auf M, (= 54 fiir die Elementarten A und A’) Koef-
fizienten reduziert.

Fiir die Elementarten B und B’ wurden nur solche Span-
nungszustinde ausgewihlt, die keine Randspannungen
auf den Ribufern verursachen (M, = 60). Aus Platzgriin-
den mub auf eine vollstindige Angabe von P, verzichtet
und z. B. auf [12] verwiesen werden.

Die grundlegenden Kenngrofien der linear-elastischen
Bruchmechanik sind die Spannungsintensititsfaktoren
Ky, Ky und Kjyy, deren Bestimmung und Verteilung
entlang der RiBfront Hauptziel der FEM-Rechnungen
sind. Aus analytischen Untersuchungen ist bekannt
[3], daB fiir einen vollstindig eingebetteten 3D Rif die
Spannungen und Verschiebungen bei Anniherung an die
Riffront (d. h. r - o) die asymptotischen Lésungen
Gin. (19), (20) besitzen, wobei (r, ¢) Polarkoordinaten
in der (n, v)-Ebene bezeichnet. Die GIn. (19), (20) ent-
sprechen genau der RiBispitzenlosung fiir den ebenen
Dehnungezustand mit dem Unterschied, daf die Span-
nungsintensititsfaktoren im 3D Fall insbesondere von
der t-Koordinate und dem lokalen Krimmungsradius
der Riffront abhiingen. Problematisch wird dieser An-
satz jedoch fiir einen RiB, der zur K&rperoberfliche
durchstoft, wo quasi ein ebener Spannungszustand be-
steht. Die Natur der Spannungssingularitit am Schnitt-
punkt des Risses mit der Oberfliche wird gegenwirtig
noch nicht ausreichend verstanden, weder mit analyti-

schen [22] noch mit numerischen [23], [1] Methoden.
Im allgemeinen wird angenommen, daf es eine Uber-
gangsschicht nahe der freien Oberfliche gibt, auBerhalb
derer die Lésung (19), (20) giltig ist. In den hybriden
Rifielementen wurde deshalb fiir P, G1. (19) gewiihit, wo-
bei die Spannungsintensititsfaktoren im Element in
t-Richtung als konstant angenommen wurden.
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Die entwprechenden Verschiebungen lauten:

w, = Kyul + Kyul)/u/327
= (Klui + Knu?)/ﬂ'\/ R2n
¢
y = vr Ky 8sin§/y\/321r (20)
u:l = /r [(5—8v)cos—g - cosg 4

i

sinlf;- 4]

ul = 1 [(9-8v) sing 3

o+

Vr [(7—8V)sin—g - sing 3]

=
< et
1}

ul = Vr [8v —3) cos—g cos%ﬂ]

M — Schubmodul, v — Poisson-Zahl .

Der Spannungsansatz Gl. (18) erfiillt somit die Gleich-
gewichtsbedingungen (9) als auch die Normalspannungs-
freiheit -auf den RiBflichen. Er geniigt auch der Forde-
rung ([11], [12]), dab die Koeffizientenzahl M = M, + 3
grober als die Zahl der Knotenfreiheitsgrade My = 60
minus der Starrkorper-Freiheitsgrade Mg = 6 ist.

Bei der Festlegung der Randverschiebungsansitze Gl.
(12) wird in drei Flichenarten unterschieden, die im fol-
genden durch die Richtung ihrer Flichennormalen in
Bild 2 gekennzeichnet werden.
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a) Flichen{=1und{ =1:

Auf diesen Flichen grenzen die Rifispitzenelemente an
Standard-Elemente an, weshalb fiir L die iiblichen qua-
dratischen isoparametrischen Formfunktionen in (¢, 7,
¢) fiir eine 8-Knoten-Fliche [21] benutzt wurden. Uber
die vier anderen Flichen sind nur die RiBspitzenele-
mente untereinander verbunden. Die Interpolationsfunk-
tionen dieser Flichen wurden an das Verschiebungsfeld
Gl. (20) der Rifispitzenlosung angepait.

b) Flachenn =1 undn = —

Diese Flichen schneiden die Rifront in einem Punkt, so
dab hier neben sechs Polynomtermen die gesamte (r, 9)-
Abhingigkeit nach Gl. (20) verwendet wird.

A =a1+azs+a3r+a4s:+assz+a3r‘~’ +
+ a7u +38“n

T, =agtagbtay frapEltaggtltayd? ¢

1 i
t ajgu, tagu,

Ty sayztajghtangl vag 8 tay £ vayyte

D4
+ 323\/;sin-2— +a24\/?sin—2-t9

c) Flichent =—lund { = - 1:

Diese Flichen haben eine Kante mit der RiBfront ge-
meinsam, weshalb hier nur die r-Abhingigkeit von Gl.
(20) zum Tragen kommt.

?"n:al+32\/?+3372+a4\/}_n+a5r+a6n2 +

tayrn+ag /T 7% und analog U, und T .

In den Fillen b) und c) miissen die 24 Ansatzkoeffizien-
ten a durch die 24 Knotenvariablen § der Fliche sub-
stituiert werden. Dazu berechnet man aus dem Ansatz
U= A a die Verschiebungen an den Knotenkoordinaten
q = M a und invertiert dieses lineare Gleichungssystem,
woraus sich die Interpolationsformel fiir die Fliche er-
gibt:

i=AM-1gq. (21)

Gl. (12) setzt sich somit aus derartigen Beitriigen der
sechs Flichen zusammen. Entlang solcher Kanten, wo
die Flichenart a) mit den Arten b) und c¢) zusammen-
stofit, ist die Stetigkeit der Verschiebungen allerdings
nur in den Knotenpunkten gewihrleistet. (Fiir diesen
Hinweis bin ich Prof. G. Landgraf zu Dank verpflich-
tet.) Dieser Nachteil liefie sich nur vermeiden, wenn
man auf die rifispezifischen Terme bei den Flichen b)
und c) verzichtet, was jedoch die Leistungsfihigkeit
des Elementes erheblich beeintrichtigt.

3. Rechentechnische Implementierung

Die rechentechnische Realisierung erfolgt im wesentli-
chen wie bei gewshnlichen hybriden Spannungselemen-
ten [12]. Die numerische Integration zur Erstellung der

40

Matrizen H und G w1rd jedoch durch die singuliren Rifs-
terme ( ~r =1~ )sehr erschwert. Die Vielzahl ver-
schiedenartiger Integranden macht eine analytische Auf-
bereitung aussichtslos, so daf mit einer Gau-Produki-
formel und Subelementschachtelung gearbeitet wurde.

Die Moduln zur Berechnung der Steifigkeitsmatrizen der
Rifspitzenelemente HCR60 wurden mit dem 3D FEM-
Programm von Wiltinger [13] vereinigt, woraus die Pro-
grammvariante CRACK 3DH entstand. Als Standard-
Flemente werden isoparametrische Hexaeder- und Pen-
tacderelemente (20 bzw. 15 Knoten) mit quadratischem
Verschiebungsansatz verwendet. Die Modellierung eines
Kérpers mit Rif geschieht, wie oben erldutert, mittels
HCR60- und Standard-Elementen. Das globale FEM-
System wird wie iiblich assembliert und geldst. Aus den
erhaltenen Knotenverschiebungen der HCR60-Elemente
lassen sich iiber Gl. (14) die Koeffizienten § von Gl. (18)
errechnen. Somit erhilt man fiir jedes Segment der Rif-
front einen Wert der Spannungsintensititsfaktoren. Bei
Bedarf konnen mit Gl. (18) die Spannungen ermittelt
werden.

4. Anwendungsbeispiele

Die Riispitzenelemente wurden zunichst isoliert einem
Selbstkonsistenztest unterzogen, d. h. ihren Knoten wur-
den Verschiebungen nach Gl. (20) aufgezwingt mit vor-
geschriebenen Werten von Ky, Kj; und Kyjy und mittels
Gl. (14) daraus die Ansatzkoeffizienten errechnet. Die
somit erhaltenen Spannungsintensititsfaktoren Kj’
Ky’ und Kyjp’ stimmten in allen Fillen besser als 2 %
mit den vorgegebenen Werten iiberein, womit die Funk-
tionsfihigkeit der Elemente HCR60 zur Reproduktion
der Ribsingularitit belegt wird.
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Bild 3
Zylindrisches Rohr mit umlaufendem AuBenrif unter Zug (links).

FEM-Netzwerk fiir ein betrachtetes Segment mit 46 Hexaederelementen,

2 Rifispitzenelementen und 409 Knoten (rechts)



fm nichsten Schritt wurde das FEM-Programm CRACK
3DH anhand geometrisch einfacher Rifprobleme, deren
Losungen bekannt sind, getestet. Ein Beispiel ist das in
Bild 3 dargestellte Rohr unter axialem Zug ¢ mit umlau-
fendem AuBenrif, dessen Tiefe ¢ = 50 mm der halben
Wandstirke t entspricht. (Innenradius R; = 400 mm,
Aubenradius R, = 500 mm, Rohrlinge L = 2R,). Dieses
axialsymmetrische Problem wurde durch ein 3D Netz-
werk fiir ein keilformiges Segment ( & = 2,3°) modelliert,
wobei die Verschiebungen normal zu den Seitenflichen
verhindert wurden. Bild 3 zeigt das verwendete Netz-
werk fiir die obere Hilfte des symmetrischen Segments.
Um die Rifispitze wurden zwei HCR60-Elemente vom
Typ A und B angeordnet (schraffiert) mit einer Grobe
von 1/5 der RiBlinge. Der berechnete Spannungsinten-
sititsfaktor Kj/o 4/ 7 ¢ = 1.634 befindet sich in guter
Ubereinstimmung mit dem Resultat Ky/o +/ 7 ¢ =

1.6817 der analytischen Losung von [14] fiir dasselbe
Riproblem, allerdings im unendlich langen Zylinder.

H-12W

Bild 4
Kompakt-Zug-Probe (Dicke B = 0.5 W, RiBitiefe ¢ = 0.5 W)

Bild 5
FEM-Netzwerk CT—R 425 (30 Hexaederelemente,
10 RiBspitzenelemente, 297 Knoten)

(Kp und Kyyy sind aufgrund reiner Zugbelastung und
Symmetrie Null).

Ein echt riumliches Berechnungsbeispiel ist die fir
Bruchzihigkeitsmessungen verwendete Kompakt-Zug-
Probe (CT-Probe, Bild 4). Die Probe enthilt einen ge-
rade durchgehenden Anrif der Linge ¢ = W/2 und wird
durch die Zugkraft F im Mode I belastet (Ky; Kypp = 0).
Aufgrund der doppelten Symmetrie geniigt die Betrach-
tung eines Quadranten. In vereinfachter Weise wurde der
Bereich um das Kraftangriffsioch modelliert, so daf eine
FEM-Vernetzung des in Bild 4 schraffierten Teils erfor-
derlich war. Das grobmaschigste der verwendeten Netz-
werke ist in Bild 5 abgebildet. Die halbe Dicke wurde
in fiinf Elementschichten unterteilt, wobei die Rififront
in jeder Schicht von zwei Rifispitzenelementen umgeben
ist. Als das wichtigste Berechnungsergebnis wurde die
Verteilung des Spannunggintensititsfaktors Kj iiber die
Dicke der Probe (z-Koordinate) in Bild 6 zusammenge-
stellt. Zum Vergleich dienten die 2D Léasung [15]
(Strichlinie) und die als am genauesten eingeschitzte 31
Berechnung von Yamamoto & Sumi [18] (Vollinie) nach
einer FEM-Superpositionsmethode ( ~780 Knoten). Mit
unserem feinmaschigsten Netzwerk CT—-R645 (733
Knoten) wurde ein Ergebnis erzielt, das sehr gut mit
demjenigen von [16] im Einklang steht. Aber auch die
groberen Netzwerke CT—-R425 und CT—R643 (nur
drei Elementschichten iiber die Dicke) lieferten noch
eine beachtliche Genauigkeit.
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Bild 6
Verteilung des normierten Spannungsintensititsfaktors Ky iiber die
Dicke der Kompakt-Zug-Probe (v = 0.3)

In Bild 7 ist ein typisches Rifproblem aus der techni-
schen Praxis dargestellt, das sich durch die echte 3D
Natur und die gekriimmte RiBifront auszeichnet. Es han-
delt sich um einen dickwandigen Behiilter unter Innen-
Druck p mit AuBenrifi von der Form eines Kreisabschnit-
tes. Die Rifitiefe b betrigt 1/3 der Wanddicke und das
Verhiltnis R,/R; ist 1.3, vgl. [17]. Bild 7 zeigt das Netz-
werk fiir ein Viertel des Bauteils und in Bild 8 ist die
Vernetzung in der Nihe des Risses vergroBert herausge-
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hoben. Die RiBspitzenelemente sind durch Schraffur
gekennzeichnet. Auch hier tritt nur Ky auf, dessen Ver-
teilung entlang der Rififront (als Funktion der Weglinge)
Bild 9 wiedergibt. Analysiert wurden die folgenden drei
Belastungsarten: (a) Druckbehilter mit kriftefreien
Stirnseiten, (b) Stirnseiten sind mit massiven Boden-
platten verschlossen, (c) an den Stirnseiten gzrelft eine
axiale Zugspannung der GroBe p * R? /(Rf —R{) an
Weitere Anwendungsrechnungen mit hybriden Rif-
spitzenelementen enthalten die Arbeiten [18] bis
[20].

Bild 7

FEM-Netzwerk fiir einen zylindrischen Behilter mit kreisférmigem
AuBenrif§ (schraffiert) unter Innendruck (140 Hexaederelemente,
8 Rifispitzenelemente, 895 Knoten)
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Bild 8
Detail des Netzwerkes von Bild 7 in Rifnihe
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A Ort entlang der RiBfront 8

Inmen

Bild 9
Verteilung des Spannungsintensititsfaktors entlang der Riffront fir
den Druckbehilter mit AuBenrif

5. Diskussion

Verglichen mit solchen 3D Rifispitzenelementen, die auf
der Verschiebungsmethode beruhen (siehe [1], [2]),
zeichnen sich die hier vorgestellten hybriden Rifispitzen-
elemente durch zwei Vorziige aus: (a) Das analytisch be-
kannte Verhalten der Spannungen und Verschiebungen
wird in seiner Radial- und Winkelabhingigkeit vollstin-
dig einbezogen. (b) Alle drei Ri6ffnungsarten I, II und
III werden beriicksichtigt und die Werte der Spannungs-
intensititsfaktoren erhilt man direkt. Die sonst erforder-
liche, nicht immer zweifelsfreie Auswertung des Ver-
schiebungsfeldes entfillt somit bzw. kann als zusitzliche
Bestitigung dienen.

Die Nachteile sind: (c) die Integration der Steifigkeits-
matrix eines HCR60-Elementes dauert etwa zehnmal so
lange wie die eines 20-Knoten Standard-Elementes. Da-’
fiir reduziert sich jedoch die Zahl der erforderlichen Ele-
mente in Rifinihe und die der globalen Freiheitsgrade.
(d) Entlang der RiBfront innerhalb eines Elementes wer-
den die Spannungsintensititsfaktoren als konstant ange-
setzt. () Die in Abschnitt 2 geschilderte schwache Ver-
letzung der Verschiebungskompatibilitit entlang einiger
Elementkanten muf vom theoretischen Standpunkt aus
als unbefriedigend angesehen werden, praktisch konnten
jedoch keinerlei negative Folgen bemerkt werden.

Die Problematik der angesetzten Rifispitzenldsung und
ihrer Berechtigung am Durchstofpunkt der RiBfront
zur Korperoberfliche wurde in Abschnitt 2 bereits dis-
kutiert. Sie betrifft aber alle derzeitigen 3D Rifispitzen-
elemente in gleicher Weise.

Die praktischen Erfahrungen mit den HCR60-Elemen-
ten konnen als sehr gut bewertet werden. Die angefiihr-



ten Berechnungsheispiele bestitigen ihre Leistungsfihig-
keit bei der Bestimmung der Spannungsintensititsfak-
toren fiir riumliche RiBprobleme. Mit vergleichsweise
groben Netzwerken (z. B. Bild 5) konnten zufrieden-
stellende Genauigkeiten erreicht werden. Auf einen aus-
fiihrlichen Vergleich mit anderen Rifispitzenelementen
wird hier bewuBit verzichtet und dazu auf die Arbeit
[20] verwiesen.

Bigher wurden nur Beispiele von zugbelasteten Rissen
(Mode I) untersucht, obwohl die Rifelemente und das
Programm CRACK 3DH auch die Behandlung von Ris-
sen unter Scher- und Torsionsbeanspruchung (Kp;,
Ky # 0) erlauben. Die Beriicksichtigung von thermi-
schen Dehnungen, Volumenkriften und Belastungen der
RiBufer bereitet ebenfalls keine Schwierigkeiten (vgl.
Abschnitt 1). Eine offene Frage ist noch die Wahl der
optimalen GroBe der Rifispitzenelemente.
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