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Modellgleichungen fiir Manipulatoren

Peter Maifier
0. Einleitung

Numerische Integration und Untersuchungen zur optimalen Steuerung von Manipulatoren gestalter: sich besonders dann
effektiv, wenn die Modellgleichungen (Bewegungsdifferentialgleichungen) Normalform (x = f(x, t)) besitzen. Das ist
aber fiir ein Starrkorpersystem — als mechanisches Modell eines Manipulators — im allgemeinen nicht der Fall, wenn die
Bewegungsdifferentialgleichungen nach der synthetischen Methode mittels Impuls- und Drehimpulssatz oder nach der
analytischen Methode in Form der Lagrangeschen Gleichungen ermittelt werden. Die so gefundenen Modellgleichungen
sind im allgemeinen in beiden Fillen durch Auflésen nach den hochsten Ableitungen mit vertretbarem Aufwand prak-
tisch nicht in Normalform iiberfiihrbar. Sie besitzen jedoch unterschiedliche Transformationseigenschaften. Wihrend die
Newton-Euler-Gleichungen galileiinvariant sind, transformieren sich die Lagrangeschen Gleichungen kovariant bei belie-
bigen Punkttransformationen im Konfigurationenraum R (Riemannscher Raum). Die Boltzmann-Hamel-Gleichungen
sind forminvariant gegeniiber linearen Transformationen im affinen Tangentialraum, und die kanonischen Gleichungen
sind invariant in bezug auf kanonische Transformationen.

Bei der Untersuchung der Dynamik konkreter Manipulatoren im Rahmen des Lagrange-Formalismus zeigt sich, daB be-
stimmte wiinschenswerte Eigenschaften der Metrik (z. B. Orthogonalitiit) durch Punkttransformationen im Konfigura-
tionenraum nicht, wohl aber durch Transformationen im Tangentialraum erzwungen werden kénnen. Beispiele fiir in
diesem Sinne ,,zweckmiiBiige” Koordinaten finden sich in der Literatur zur theoretischen und analytischen Mechanik.
Thre Anwendung auf drei wichtige Klassen von Manipulatoren soll hier demonstriert werden. Die Bewegungsdifferential-
gleichungen erhalten dabei die gewiinschte Normalform, so da sie miihelos mittels programmierbarer Taschenrechner
‘ntegriert werden konnen.

1. Die Boltzmann-Hamel-Gleichungen
Die Boltzmann-Hamel-Gleichungen, kurz auch B.-H.-Gln.,

0T " — 3,T" + b, T" AY w*' = Q, (L.1)

sind verallgemeinerte Lagrangesche Gleichungen in dem Sinne, da8 sie forminvariant sind gegeniiber linearen Transfor-
mationen im affinen Tangentialraum

§* > wt = (g ¢ (1.2)
mit det (f“;) # 0 in einem gewissen Gebiet des R, vgl. [1], [2]. Dabei gilt fir die kinetische Energie

T* (w.9) = T@ @, 9,T"=3T"/dw®, 8,T"=03,T"f2, (1.3)
(f'.,:f‘; Pb’ =6;',», f". fb., = 8:) und fiir die generalisierten Krifte

Q.’ = Qa ?a' . (1'4)

A @ = 28,0 ,0 ) (15)

sind die Koordinaten des in den unteren Indizes schiefsymmetrischen Anholonomieobjektes. Es ist identisch Null genau
dann, wenn die w* holonom sind.

Die Bewegungsdifferentialgleichungen eines Manipulators sind dann durch die expliziten B.-H.-Gln. (vgl. [2]) und die
Transformationsgleichungen (1.2) angebbar in der Form:
Bap (@ @ + Aypey (@ W' = Qy (1.6a)

P = f(qw. (1.6Db)



Dabei ist
Bty (D 1 = gap (@ £, (@) Pp (@) 1.7

die durch die Transformation (1.2) im Tangentialraum induzierte Metrik,und
d’ 1 d
Aa'b'c' (q) = l-‘a’b’c’ + gd'(c' Ab' )a' + 35 ga'd'Ab'c’ (1.8)

sind verallgemeinerte (beziiglich der letzten beiden Indizes asymmetrische) Christoffel-Symbole 1. Art
(T'y'p’ ¢ - Christoffel-Symbole 1. Art im neuen Koordinatensystem).

2. Die kanonischen Gleichungen in anholonomen Koordinaten

Mit der Lagrange-Funktion A™ (w; q) : = T* (w,q) — U(q) und den generalisierten Impulsen

Pyt = oA @2.1)
ist H (w,q) : = w? 8, A" — A"

die zugehsrige Pra-Hamilton-Funktion, und mit (2.1), w® = w®(py,q), A" (Py» @) = A* (¥ (py, ), )

wird die Hamilton-Funktion

B (b, q): = wi'py — A" 22)
definiert. Damit folgen aus den B.-H.-GIn. (1.1) die kanonischen Gleichungen in anholonomen Koordinaten

by = — 0" —py AL, 0 H" + Q. Q= Q, + 2,U, 2.32)
w?= 3@ H", (2.3b)

bzw. — mit Riicksicht auf die Transformationsgleichungen (1.2) —
g* = £ (@ H @2.3¢)
anstelle von (2.3 b), (92 =.3/3 p,.).

3. Manipulator in Zylinderkoordinaten
3.1. Lagrange-Modell

Vereinbarung: {0, e(i)} sei stets Inertialsystem mit orthonormierter Basis. Sy bezeichne den Massenmittelpunkt des
Korpers k, { Sy, El} sei korperfeste orthonormierte Basis. ?il seien die Koordinaten des Triigheitstensors beziiglich

eben dieser Basis, my_die Masse des-Korpers k. O-)Sk = 1y sei der Ortsvektor des Massenmittelpunktes.
: E. " . 3 ij = 1 ¥ = .
Voraussetzung li:‘ I ]2'31 I gll ; ?‘ 0, i#¥j, k=1,2,3

Der Freiheitsgrad des Manipulatorsist n = 3; ql = ¢, q2 : = £, q3 : =r sind seine generalisierten Koordinaten. Damit
folgt fiir die kinetische Energie

. 1 9 M, - TR
T@a =500 + 5 & +mg (5 + Af ¢) mit
2
0): = 0%+ @3+ 03+ my A 4 my (A242), M: = my .

Die generalisierten Krifte Q, folgen aus der virtuellen Arbeit

§A = Myby + Ky — M)t + K. 5r = Q,8q2

Die expliziten Lagrangeschen Gleichungen g (@) b + T, (@ 4P §° = Q, lauten dann konkret fiir den Manipula-
torin Bild 1:
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My 19(3) €.
§N
Bild 1
0 / - e(l) Manipulator in Zylinderkoordinatsn
O(r)¢+ mg AF + 2mg o = My ,
ME = K¢ — Mg, (3.1)
mgAg+ myi — mygre2 =K

Diese Modellgleichungen besitzen nicht die gewiinschte Normalform, denn die Metrik des Konfigurationenraumes R3
O() 0 mgA

@@= [0 M 0
m3A 0 mg

ist nicht orthogonal. (Sie ist orthogonal genau dann, wenn A = 0.)

3.2. Boltzmann-Hamel-Modell

Es entsteht die Frage nach der Orthogonalisierbarkeit der Metrik durch Koordinatentransformation, d. h., vermage
einer Hauptachsentransformation der kinetischen Energie T. Das kann mittels einer linearen Transformation im affinen
Tangentialraum gemif (1.2) erreicht werden. Z. B. fiihrt die Transformation

wll = - A (p ) ‘P = - }X wll )
A N w? (3.2a-b)
wa' - AQb + l‘_ , i = ml' + w3:



also

1
_ 0 _ 2
A 0 i 0 0
@@ = |0 1 0, . (@) = 0 1 ]
A 0 1 1 0 1
zu
q - 1 e(r) ’ ’ ’ — 1 ’ ’
T (w,q) = 3 (F —-m3) (w!')? + M(w?')? + mg (w3')? = 3 8ypy (D ¥ Wb (3.3)
mit der orthogonalen Metrik
(r)
—-—Az - i’ﬂs 0 0
G (@) = 0 M 0
0 0 m3

(3.2) beschreibt eine holonome Koordinatentransformation. Folglich ist das Anholonomieobjekt identisch Null, und
die Bewegungsdifferentialgleichungen des Manipulators in Bild 1 lassen sich mit den B.-H.-Gleichungen (1.6 a) und den
Transformationsgleichungen (3.2 b) in der gewiinschten Normalform

R GO él() { A2, —AM, —myr [@1)? + 2 1 0?1},
r
. K
- 2 32 - E
£ W, w M g (3.4)
Po= owl+ w¥ (.o:‘)=mg+i—2-(1)2

schreiben (@ (r): = O(r) — mg A2).

3.3. Kanonisches Modell

Mit T* gemifs (3.3) und der potentiellen Energie U = Mg§ ist

A (@,q) = T ~U=1 {(9") ~mg) + (@!)2 + M (@22 + my (w3'>2}—Mgz :

A2
( e(r)

Folglich sind py- = A mg) wl', pgr=Mw?, p3'=mj w3

die generalisierten Impulse (im neuen Koordinatensystem), und mit

_ 1 A2 2 1 2.1 2
A* (P> @) = { G)(r) + M P +l~n;p3. — Mgé
ist nach (2.2)

_ A2
H* (p,, q) =

1
_— , + — P Je— ., + M
20 P T aM Py "amPy T Ve

die Hamilton-Funktion. Mit Ql =My, 02 =Kg, Q3 =K, und Q .= Qa o’ SOWie 9, A =9, q f“ , und
Ab =0 Va,b, ¢ sind dann zufolge (2.3 a, c)
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<p=—Ap' i,_A2m3r 2, IM
5p) IR -1y I S
-1 Py = Kg — M (3.5)
£ = 4P v P2 = Rg = Mg, :
A2 1 . Amgr
= = '+ — ’ ) "= -_————p ’
8@ Ty 3 N Ty

die kanonischen Gleichungen. Die beiden Gleichungssysteme (3.4) und (3.5) sind natiirlich dquivalent.

4. Manipulator in sphirischen Koordinaten
4.1. Lagrange-Modell

Es gelte die Vereinbarung von Abschnitt 3.1. Der Freiheitsgrad des Manipulators in Bild 2 istn = 4;q! : = 9, q2: =y,
q3: = ¢ (Cardan-Winkel), q: = r sind seine generalisierten Koordinaten. Fiir die Winkelgeschwindigkeiten

-

S = ol E; (k=1,2,3)git:

R S S
?2 =¢i,2,50, (5,2:%;2=—sin19'l'1/,
'O R AT L TR L 2
%,1 = (glz—cos‘pt'?——simp sindy |

%,2 = (§;2= singpté — cosy sin & ¥ ,
%,3’=¢§,3= cosdY + ¢.

Bild 2
Manipulator in sphirischen Koordinaten

Y- 4(?1.3(1)).
J=<): (Esggs).
?"4 (§1-§1).

e r=S,S,;




Mit (l:)ij =0,1%j; k=1,2,3 folgt fiir die kinetische Energie

DN -

T(q,9 =

k=1

2

2 i

3
2{ £ + O
my kw

k

i

o

= l{ [m2322 + mgr2 + (:;311 cos2y + ?22 sin2p + €2')11]';?2

+ [(mgsy? + mgr2 + ?11 sinZp + ?22 cos?y + ?22) - sin? 9

+(?33 + ?33) cosZ & +€i.)33] y2 +((;?11 _?22) - sin2¢ * sind

+28%3 cosd i § + 033 (p2+m3i'2} .

Sei ?11 = (3'322 . Dann ist

@9 =
+
11 .=
ol (): = g
622 @): = o'l +

Die generalisierten Krifte folgen aus der virtuellen Arbeit

922 + ?33

%{911 (1) 92 + [822 (1) sin29 + ©33 cos2 9] 2

11 11
(<] + (;) + m2s22 + m3r2,

2 ?33 cos ¥ tl'lcb + ?33 P2+ mg 2 } = %gab (9 ¢ qb mit den Abkiirzungen

+ m2822 + myr?, @33 = ?33 + (5)33 + 33

3

O'A =[-Mg+ (mgsy + mgr)g sind] -89 + M‘p'&p+M¢, * 6y +[K, —mggcosd] - 6r =Q, 5 ¢* .

Dann sind

L

= —-M9 + (my sy + myr) gsin¥,

mg I — mgr (192 + sin? 9 1[}2)

Ol (1) J + 2myrid — % [822 (1) — ©33]5in 2002 + @33 sin 99 ¢

[@22 (r) sin? 9 + @33 cos? 9] ;I;+ %‘*)33 cos® Y +2 mgr sind r Y
+ [022(r) —©33]sin29 O -?33 sind 8¢

33 T 33 .. 33 . q
EE;)' cosz9i[/+(5? ga——(:;) Slnﬂl?\P—M‘p,

= K, — mggcos?d

= My, 4.1)

die Lagrangeschen Gleichungen. Diese Modellgleichungen besitzen nicht Normalform, denn die Metrik des Konfigﬁra-

tionenraumes R

{8ab (@) =

ist nicht orthogonal.

F@l 1 (1')

0

0 ©22(r)sin29 + 033 cos? ?33 cosd 0

@33 cos ¥
3

0 -0

e o
3

0 m3

—
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4.2. Boltzmann-Hamel-Modell

Einfiihrung anholonomer Geschwindigkeitskoordinaten gemif

wl' = 9§ , § = b ,
., . _— 1 9
w2 = gnd-y s y = —w ,
sin
W = cosVY+P ¢ = —ctgdw? + ¥ , (4.2a-b)
Wt = r, r = w? ,
also
(1 0 0 0] 1 0 0 0]
) 0 sin ¥ 0 0 0 i 1‘9 0 0
@) = , (B (@) = s (4.3)
0 cos?d 1 0 0 —ctgd 1 0
(o o0 o 1 0o o 0 1]

liefert — fir 81 = ©22 _
3 3

(W, q) = %{ Ol (1) . (wl')? + €22 (r,9) - (W¥)2 + ?33 (wW3')2 + m3(w4")2} = S gp(@ ot W’ (44)

DO =

mit ©22 (r,9) := 022 () + ((i')33 + (;)33) « ctg 9 und der orthogonalen Metrik

™ -

ella@ o 0 0

0 022 r,¥ O 0
(ap (@) =

0 0 @33 0

3

Mit (4.3) folgt fiir das Anholonomieobjekt gemif (1.5)
Ai'z’ = +ectgd, Agzl, = 1, Rest Null 45)

(D. h., durch (4.2) wird ein anholonomer Tangentialraum definiert.) Die Bewegungsdifferentialgleichungen des Mani-
pulators lassen sich mit den B.-H.-Gleichungen (1.6 a) und den Transformationsgleichungen (4.2 b) in der Normalform
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§ = Wl ,

1 9’

V@ © ’
¢ = —ctgr?wz' + W ,
r = w4l )
ol = 1 { - My —2mg r wl'w? +[022(r, 9) ctg? +.;_ 35622 (r, 9)] * (w?)2
gll(r)
- ?33 w2’ w3 +(mg sy + myr) g sin 0} ,
o = 1 AMy 033 wl'wd — M, « ctgd (4.6)
022 (r, 9) sind 3

—[©22(, 9) - ctgd+dy 022 (r,9)] wl'w? —2my rw? w""},
- M, ,

IR

' { K, +mgr - [(@)? + (@%)?] — m3g* cos ‘9}

schreiben.

4.3. Kanonisches Modell
Mit T* gemif (4.4) und der potentiellen Energie U (r, 9) : = (mg sy + mgr)g cosdist
A" (@ q): =T -TU %{ Ol (1) ()% + @22 (r, 9) (22 + 8% (w?) + my (w4')2} —(my sy +m3r)geos V.

Folglich sind

’ ' 33 ' ’
pr' = O (', py=022(, 9)w?, py = o w¥,  py= mywt

die generalisierten Impulse (im neuen Koordinatensystem), und mit

= 1 2 1 2 1 2, 1 2
A*(P', = =Py t —5——py *t ;o ;. — (m +mgr cos ¥
Ty Y™ A 2% 4 " Zmy M4 (mg 52 + myv) g
ist gemiB (2.2)
_ 1 2 1 2 1 2 1 2
H (p,»9) ~ Pyt Py * —zPa t =— P, t (m + mgr) g cosd
@ 2011 (' V' 2022 (,9) 2 2?33 ¥ 2mg 4 2 T

die entsprechende Hamilton-Funktion.
Mit 61:=_M0' szzMw’ Qs::M‘p’ Q4 = KT’ Qa/= Qafaan aa'ﬁ. = aaﬁ* Fa,z

i .
o, H 6, 9 H* 65 und (4.5) sind dann
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1

;9 s —_— ’
il ( M1 ’
; 1
b= -py ,
€22 (r, 9) * sin
. ctgd 1
z o — e b ' ,
r = i '
mg P4 ’
i)l; =_M0+(m232+m3r)gsint9+ 1
822 (r, 9)

{[% 39In©22 (r,9) + ctgd] - P2'2 - P2"P3’} ,

M ,

o = bt PV (h b e etgd] - My otgd,
sind @l (p)

Py = M,

2 2
Py’ Py’

[ [ ]2 ! [€22 (r, 9)]2

]

py = K, —mggcosd + myr

die kanonischen Gleichungen. Die Modellgleichungen (4.6) und (4.7) sind dquivalent.

5. Manipulator in torusihnlichen Koordinaten
5.1. Lagrange-Modell

Es gelte die Vereinbarung von Abschniit 3.1. Der Freiheitsgrad des Manipulators in Bild 3 ist n = 3.
ql = <(|l‘:lv e1) =< (gll , ll:‘.l ), @@ = <t(§1 , gl) seien seine generalisierten-Koordinaten.

Fiir die Winkelgeschwindigkeiten ES = ci(,i E;(k=1,2,3) gilt:

1

= = 1 - = gi ;1 . 1 = gi 2 + g3) gl
@ =91=0, o =g =sngg, . g =q =@+,

2 = = 2 = = —Q 2 = = —(q +'3
W' = wy =0, & = T, Q" = @ (@ +4%),

3 _ -l 3 - -1 3 - 2+ g3yl .
Q= w3 =4l @ = g3=cmg?gl, ¢ = w3 co(@rad)q
Damit folgt fiir die kinetische Energie
TGD=3 3 Im i 400 o 0l-L e @

2 101 m kK B | D) €ab Q) q
mit

L2 L
- 2
g11 = my [B2 + 4—cos2 q?] + m_:,{B2 + [Ly cosqz+2—3 cos (q2 +q3)]2}
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+ @' sin? (2 + ) + 8% cos? (¢ +q¥) + @'%sin2g?
+ @' sin2 (g% + ¢3),

L ) L
g12 = meB 2—2 singq? + myB [Lysing? + ggsin(q2+q3)]

- g12 sin qz _323 cossq2 - ?12 sin (q2 + q3) - g23 cos (q2 + q3) ,

L
B13 = m3B 5° sin(@? + ) — @' sin(g% + %) — @ con(q?+ oY),
3 Ly
g22 = m24—*m3[L§+24'—+L2L3°°8q3]+§22+§22, (.1
L3 3 22
g3 = m3[L22—cosq3 + Z—]+G?? )
2
L
3, 022
g33 = m3 ;~ + €7 .

Durch die Metrik (5.1) ist die Kinematik des Manipulators im Konfigurationenraum R3 vollstindig definiert.
Mit den Christoffel-Symbolen 1. Art

®h 8ac * O¢ gab — 08 Ebe) (5.2)

| =

™l e o=
Labe \W -

&

Bild 3
Manipulator in torusihnlichen Koordinaten

\

Unterarm

S&ule. q;1 - (E‘ @)
@:< (E  E, )

q3'<): (§l| §1 )
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und den aus der virtuellen Arbeit

2 +q3)]}.5q2

5A = M, 8¢ _{ M, +
Ly |
—[M3 + myg o= cos(q® +¢)] - 8¢* =Q, 8¢°

der eingeprigten Kriifte und Momente folgenden generalisierten Krifte lassen sich dann die Bewegungsdifferential-
gleichungen in Lagrangescher Form -

gab (@ "+ Type (@) ¢° 6 = Q, (5.3)

angeben.

Metrik (g,},), Christoffel-Svmbole (T, },,) und generalisierte Krifte (Q,) konnen rationell mittels Rechner (vgl. [3], [4])
ermittelt werden. Wegen der Nichtorthogonalitiit der Metrik lassen sich die Bewegungsdifferentialgleichungen (5.3) durch
Auflésen nach den hochsten Ableitungen mit vertretbarem Aufwand praktisch nicht in Normalform iiberfiihren. Die In-
tegration der Modellgleichungen (5.3) erfolgt dann zweckmiiBiigerweise mit Verfahren fiir implizite Differentialgleichun-
gen. ‘ -

Praktisch wichtiger Sonderfall: B = 0, (Eu =0, i¥j, k=1,2,3.

Dann ist
2 L3 2 4 43112
g11 = m3 [Ly cosq t5-cos(q® g )]

2
L
11 33 olly, 2,92 3 33 , oll 33 A1l 2 2 42
+ + — + — —
? ((g @g ) cos? (q +q)+(»la (-2) +(g CE) tmy o ) cos® g,

gi2 = 213=0,

2

L

= 2 3 22 M2 12 22

g22—m3[L2+4—+L2L3cosq]+? oo rer,
2

L
g23 = m3 [Ly —3 cos g3 + 4_3] ¥ ?22’
Lz

3 22
g33 = m3 © =+ @7,

1 m. m
Mg= 5 (8" -0 - 13 (2 + mg)lsin2q? — 2 Ly Lysin @2 + 3)
2 4 2
1 11 33 M3 _o
"3§ -§ -7 L2,
1 )
T113= — 5 mg Ly Ly cos g2 sin (g% + %) + 1 @' -e* _ 23 L2)-sin2(q? +¢3),
2 2 '3 3 4 3
roo 1 i
223~ — gmg Ly Lysing”,
T211= —Ti12, Tagsz = Tag3, T3pp= —Typ3, T3gp = — T3,

(die restlichen Iy} sind Null), und die Lagrangeschen Gleichungen (5.3) lauten:
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g1 @G+ 2T112 (@ ' 6% + 23 () ¢4 ¢ = Q1
g22 (D2 + 223 (D % + To11 (@ (@2 + 2Ta93 (1) 4% ¢ + Ta33 (1) (@) = Qq, (54)

B32 @ % + £33 @ + Ta11 @ @)? + Tap2 @ @" = -

Dabeiist Q, = T, — 3aU, §; =My, Qp=—-M,, Q3=—M;.

5.2. Boltzmann-Hamel-Modell

Fiir den Sonderfall von 5.1. gilt mit der affinen Transformation

wl'= ¢! g = et ,
W= a@+ P, @ = aw?+ W : (5.5a—b)
W= P+, g8 = W+ dw¥ :
2
L
A 22 3
ade-» A:=€-g +m34—,
2
B L
- - _ 22 2 2
d.-_(1+\/T 1), B:= A-(@" +my =) - mgL3,
d 1 _a _ _ 1)
== = = = = J=ad -1,
a: 8,6. 507 6’8 det (f*,)=a
gemif (1.7) fiir die Metrik

g11° = 811

g22i= algyy + 2agyy + g33 = acosqd + b,
833" = 822 * 2dgyy + dggg = Ccosqd + d,
Gop = 0, aF b

mit gewissen Konstanten a, b, c, d.

Fiir die verallgemeinerten Christoffel-Symbole 1. Art gilt gemi6 (1.8) mit Alc’,' o o¥a, b, ¢:

Ayyg: = asTyyg + Ty Apypgs = Tppp +d-Tyy3;
Agyy: = —alyyg — Tiag, Agga: = a(l+a) - Ty,
Agggt = ad(l+a)-Tgp3, Aggy: = —(1+d)-Tyg3;
Agrnt = —Tiig—d-T13,Ag99: = —ad(l+a)-Tyg3,
Aggg: = (1+d) - T3, Aggg: = d(1+d)-Tep3.

l)Ist922> 922, Ly >La, mo >mg, so folgt B <0, und esist stets 6 0.
2 3 2 3 2 3
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Die restlichen A,y . sind Null. Fiir die generalisierten Krifte gilt gemif (1.4):

Q1'=0Q;, Q=2aQy +Q3, Q3=0Q; +dQ3.

Die Bewegungsdifferentialgleichungen des Manipulators lassen sich nun mit den B.-H.-Gln. (1.6 a) und den Transforma-
tionsgleichungen (5.5 b) in der gewiinschten Normalform

ql =l ,
('12 = aw? + ¥
e = W+ dw?

wl = a {Ql — 2A1'1'2'(q_) O.Jl (02 — 2Al'1'3'(q) wl w3} )

o¥= L { aQp + Q3 ~ Ag11/(@) (W2 — Agyy(a) (w?)?

822’
— 2A993(q) w2 W3 — Agyza(q) (wa')z} ) (5.6)
. 1 ’ '
w¥= P . I Qg +dQ3 — Agyy1/(q) (W1)2 — Agrgg(g) (w?)2
— 2Ag393(q) w? w3 — Agga(q) (w3')2}
schreiben.

5.3. Kanonisches Modell
Mit

T (W) q): = %garbr(q) w? wb’ und der potentiellen Energie
UG ) = g {52+ mg) Ly -sing? + 52 Lysin(a2 + ™) }
o A% @9 = 3 (o @ @02 gy @ @22

-8 { (;3 + mg) Ly sing? + —gl—‘g’— Lg sin (g2 + q3)}
und fiir die Hamilton-Funktion ergibt sich

= 1 2 1 2 1 2 my . mg .
H* (py, t= a—— Pt o— Pyt —— Pa tgl(s= tmy)Lysing? + == Ly sin(q2 +q3)].
b> 9 Se 7 T Zmy P2 T 3gs Py B (3 3) Lo 5~ L3

Mit’(jl; = Ml’ 62 ::—MZ’ 63 ::—M37 Qa,: 63 faa,g

3, H =9, H* faa, folgen dann aus (2.3 a), (2.3 ¢) die kanonischen Gleichungen:
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1 g11 (@ n ’
2 a 1
0 = — Pyt ——=py :
222 @ g33(@ P2
3 1 d
q = — pzr + —_— ’ y
g2'2'(9) g3 @ 2
=M (5.7)
. Ayyer 2 Mgy Ayyy
Py =— aMg—Mj + Pyt 2'2'2 p2’2 _ 2323 p3.2
€11 g2’ &35’

m
g [a(32 + mg) Lycosq? + (1+a) 3 Ly cos(g? + 4],

Mry 2, Ayay 2 Myzy
g pl' 2 p2’ 2 P3’
11 32,2, g3.3,

pyr=—My — dMg +

— 8 [(';—n—z + M3) L2 cosq2 + (1+d) {21_12 L3 cos(q2 +q3)] .

6. Schlubemerkungen

Die zweckmiBige Auswahl eines der drei Modelle: Lagrange-Modell, Boltzmann-Hamel-Modell, kanonisches Modell
hiingt ab von der Kinematik eines Manipulators und vom Ziel der Untersuchung. Das Lagrange-Modell eignet sich be-
sonders fiir die Berechnung von Antrichsmomenten bei bekanntem Bewegungsgesetz, wihrend dem Boltzmann-Hamel-
Modell und dem kanonischen Modell fiir Untersuchungen zur optimalen Steuerung, aber auch fiir die Iirtegration mittels
einfacher klassischer Verfahren der Vorzug zu geben ist. Auf den programmierbaren Taschenrechnern TI 58/59 z. B. er-
fordert das einfachste Prediktor-Korrektor-Verfahren (Trapezregel) bei fester Schrittweite fiir die Manipulatoren in
Zylinder- bzw. in torusihnlichen Koordinaten 98 Programmschritte, wihrend fiir die rechten Seiten der B.-H.-Modell-
gleichungen mindestens 95 bzw. 370 Programmspeicherstellen (abhiingig von der analytischen Struktur der Antriebs-
krifte und -momente) benétigt werden. (Rechenzeit: = 30”"/Integrationsschritt). Fiir den Manipulator in sphirischen
Koordinaten ist der Programmspeicherbedarf etwas hoher (die Ordnung der Modellgleichungen ist 8), der Speicherplatz-
bedarf fiir die rechten Seiten (wiederum abhingig von der analytischen Struktur der Antriebskrifte und -momente) liegt
aber in jedem Fall unter dem Limit des TI 59.
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