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1. Problemstellung

Diinnwandige, in mehreren Richtungen ausgesteifte Systeme besitzen mit zunehmender Bedeutung des Leichtbaus gro-
Be Verbreitung. Es haben sich dabei industriezweigspezifische Konstruktionsformen herausgebildet, wie dies Bild 1 bei-
spielhaft fiir Schiffbau und Briickenbau zeigt.

Obwohl die betrachteten Konstrrktionen ihren Abmessungen nach im allgemeinen als stabformige Gebilde anzuspre-
chen sind, ist auf Grund der durch die Versteifungen vorhandenen inneren Gliederung eine Anwendung von Stabmodel-
len zu ihrer Berechnung iuBerst problematisch. Eine Behandlung nach der allgemeinen Schalentheorie scheidet schon
allein wegen der komplizierten Geometrie aus.

Grundsiitzlich auch sehr erfolgreich anwendbar sind numerische Verfahren, wie die Finite-Elemente-Methode. Werden
dabei, wie dies traditionell iiblich ist, ebene finite Elemente eingesetzt, so ergibt sich, da die Modellierung derartiger
Strukturen sehr feine Netzteilungen erfordert, ein auierordentlich groBer Aufwand.

Die von Wlassow [1], ausgehend von Stabmodellen, entwickelte halbmomentenfreie Schalentheorie erméglicht ganz
speziell eine analytische Behandlung der in Bild 1 gezeigten quer- und lingsausgesteiften dinnwandigen Konstruktionen.
Eine grofie Verbreitung in der praktischen Berechnung blieb dieser Theorie allerdings versagt, da sie im allgemeinen auf
groSe DGl.-Systeme fiihrt, und ihre Behandlung, besonders mit zunehmenden Verhiltnissen von Lingen- zu Querab-
messungen auBierordentlich grofe numerische Schwierigkeiten bereiten kann.

Erst in den letzten Jahren zeichnet sich speziell in der sowjetischen Literatur, vgl. [2] und Schrifttum, ein Wiederauf-
leben dieser technischen Stabschalentheorie ab. Hierzu triigt im besonderen MaBe die Einsatzmoglichkeit leistungs-
fihiger EDVA zur numerischen Behandlung dieses Berechnungsmodells bei.

Als eine sehr aussichtsreiche Moglichkeit, die Anwendung der Theorie der halbmomentenfreien Schale weiterzuent-
wickeln, kann die Einfiihrung finiter Elemente auf der Basis dieser Theorie angesehen werden.

Der vorliegende Beitrag hat deshalb das Ziel, die allgemeinen Grundlagen des Aufbaus der Steifigkeitsmatrizen fiir der-
artige finite Elemente bereitzustellen. Dabei sollen sowohl die sonst bei Wlassow vernachliissigten Querdehnungen in
den Wandelementen Beriicksichtigung finden, als auch stationiire Temperaturfelder in die verallgemeinerten duferen Be-
lastungen mit einbezogen werden.

Typische Formen versteifter diinnwan System
a) Schiffbau o ©
b) Briickenbau
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2. Grundlagen einer verallgemeinerten halbmomentenfreien Schalentheorie

Es werden nur diinnwandige geschlossene Konstruktionen betrachtet, die aus ebenen, in den Kanten biegesteif verbun-
denen Wandelementen bestehen und die in einer Richtung (Lingsrichtung) deutlich grofere Ausdehnungen besitzen.
Die Wandelemente kdnnen in Lings- und Querrichtung versteift sein, Bild 1.

Die Lingsbiegemomente und Torsionsmomente in den Wandelementen werden gegeniiber den Querbiegemomenten ver-
nachléssigt, Bild 2. 0, und 7,4 sind damit gleichmifig und o, linear iiber die Wanddicke & verteilt.

Neben den Schubverformungen der Wandmittelflichen und den Lingsdehnungen werden hier entgegen den Annahmen
Wiassows [1] die Querdehnungen der Wandelemente einbezogen. Dies erscheint insbesondere bei Betrachtung der in
Léngs- und Querrichtung gleich groBen Temperaturdehnungen erforderlich.

AuBere Belastungen treten nur in den Ebenen der Wandelemente auf. Stationiire Temperaturfeldbelastungen sind még-
lich. Das Temperaturfeld wird dabei als Differenzfeld gegeniiber einem spannungslosen Ausgangszustand verstanden.
Uber die Wanddicke werden die Temperaturen als gleichmiifig verteilt angenommen.

Zur Beschreibung des Systems wird nach Bild 2 ein Koordinatensystem z, s verwendet. Der Anfangspunkt der Um-
laufkoordinate s und damit die Lage der Langsachse z sind beliebig. Bedingungen, wie die Ubereinstimmung mit der
Lage spezieller Querschnittspunkte, wie Schwerpunkt und Schubmittelpunkt sind hier nicht zu stellen.

Fiir die Formulierung der Lings- und Querverschiecbungen der Mittelflichen werden nach Wlassow endliche Reihen von
Produktansitzen in der Form

1@ = 2 U@ aE; @9 2 RO M

eingefithrt. Der Ansatz derartiger Produkte aus Funktionen von je einer Verinderlichen fiihrt zu einer Separation des
zweidimensionalen ’roblems und erméglicht seine Beschreibung durch gewéhnliche DGin.

Die ¢; (s) und Yy (s) werden darin als verallgemeinerte Koordinaten der Lings- und Querverschiebungen und die U; (2)
und Vy (z) als die zugehdrigen verallgemeinerten Lings- bzw. Querverschiebungen bezeichnet. Die verallgemeinerten
Koordinaten sind vorzugebende Formfunktionen fiir die Lings- und Querverschiebungen, sie miissen die Kontinuitit des
Querschnitts bei diesen Verformungen beinhalten, kénnen im iibrigen aber in beliebiger Form und Anzahl angesetzt
werden. Die U; (z) und V) (2) sind dann als zugehérige Betonungsfunktionen anzusehen.

Sofern beispielsweise fiir die Langsverschiebungen zwischen den Kanten in jedem Wandelement ein linearer Verieu-
vorausgesetzt wird, ist die Anzahl m der einzufiihrenden verallgemeinerten Koordinaten ¢; (s) gleich der Kantenanzahi
im Querschnitt. Bild 3a zeigt ein Beispiel fiir derartige verallgemeinerte Koordinaten. Durch das Zulassen auch ge-
kriimmter Verldufe der Lingsverformungen zwischen den Kanten erhdht sich die Anzahl der Freiheitsgrade entspre-
chend, wie dies in Bild 3 b exemplarisch fiir ein Wandelement dargestellt ist.

Durch die verallgemeinerten Koordinaten Yy (s) werden die Formen der Querverschiebungen beschrieben. Bei ver-
nachlissigten Querdehnungen zeigen diese bereichsweise konstanten Verlauf, Bild 4 a. Die Anzahl n der unter diesen
Voraussetzungen anzusetzenden verallgemeinerten Koordinaten Y} (s) entspricht den Freiheitsgraden des Querrah-
menmechanismus. Bei Einbeziehen der Querdehnung in den Wandelementen erhéht sich diese Anzahl entsprechend.
So wird beispielsweise bei Voraussetzung einer konstanten Querdehnung in jedem Wandelement fiir dieses ein zusitz-
licher Anteil gemib Bild 4 b erforderlich. Auch kompliziertere Dehnungsansitze sind méglich, Bild 4 c.

Bei der Formulierung des elastischen Potentials fiir die halbmomentenfreie Schale ist dem ebenen Spannungszustand
in den Wandelementen nur der aus den Querbiegemomenten resultierende Biegespannungszustand hinzuzufiigen. Man
hat durch die Einbeziehungen der Temperaturdehnungen zu beriicksichtigen, dab die Normalspannungen nur lings der
elastischen Dehnungen Formiinderungsenergie speichern. Unter diesen Voraussetzungen erhilt man das auch in [3] an-
gegebene elastische Potential.
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Darin sind p und q die in den Wandelementebenen in Lings- und Querrichtung wirkenden verteilten Belastungen.
Fiir das im Energieanteil des Biegespannungszustandes stehende I ist das auf die Lingeneinheit bezogene Triigheitsmo-

ment einzusetzen.

I= 5
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Bei regelmiifiig querversteiften Systemen wird I aus dem Triigheitsmoment I' eines Streifens der Breite b einschlieflich
der in b enthaltenen Versteifungen ermittelt, Bild 5.

I ®
I b

Im Querschnitt angeordnete Lingssteifen konnen auf zweierlei Weise Beriicksichtigung finden. Einmal konnen sie ab-
schnittsweise flichenwirksam auf eine fiktive Blechdicke ' umgerechnet werden. Zu empfehlen ist dies bei zahlreichen
sehr x"egelmiiﬁig angeordneten Liingssteifen, etwa bei den in Bild 1a dargestellten Decksunterziigen. Die in die Quer-

steifigkeit (3) eingehende Wanddicke wird hiervon nicht beriihrt.
Fiir wenige Lingsversteifungen mit relativ groBen Querschnittsflichen, wie etwa in Bild 1 b sind bei der Ausfiihrung der

aus (2) abgeleiteten Integrationen an den entsprechenden Stellen diskrete Summanden mit den Stringerflichen A, an-
stelle & ds hinzuzufiigen.

/ —_—
b Bild 5
| Querversteifungen

In das elastische Potential (2) werden fiir u und v die Ansitze (1) eingesetat. In gleicher Weise werden die Querbiegemo-
mente mit

M () = kzz Vi@ My ) @

durch die verallgemeinerten Querverschiebungen ausgedriickt. Dabei ist unter My (s) das Querbiegemoment im elemen-
taren Querrahmen infolge Vi = 1 zu verstehen. Sein Verlauf kann mit baustatischen Mitteln bestimmt werden.
Hiermit wird das elastische Potential in folgender Form erhalten:
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Die Striche bei U; und V) kennzeichnen darin die Ableitung nach z und die bei ¢; und Yy die nach der Umlaufkoordi-
nate s.

Das Prinzip vom Minimum des elastischen Potentials fihrt auf das Variationsproblem
= £ F G U0 Ui (o). Vi @), Vi (@) do = Min - ©®

Die sugehérigen Eulerschen DGIn. fihren auf ein System von m + n DGIn. Es wird in [3] angegeben.
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Bei Verwendung der Methode der Anfangsparameter lassen sich querschnittsspezifisch allgemeine Losungen dieses
DGL.-Systems angeben. Jedoch bereits bei Querschnitten mit zahlreichen Freiheitsgraden m und n werden diese Losun-
gen sehr umfangreich.

- Treten auSerdem in den realen oder fiktiven Blechdicken & bzw. 8’ Verinderlichkeiten entlang der Stabachse z auf, ist

eine analytische Losung kaum noch vertretbar, so dab fir praktische Anwendungen der Ubergang auf numerische Ver-
fahren zwingend erscheint.

3. Finite-Elemente-Formulierung des Variationsproblems

Es wird ein prismatischer Abschnitt der Schale von der Liinge | als ein eindimensionales finites Element definiert. Seine
lokale Koordinate sei { = #/1, Bild 6.

Der Unterschied zum traditionellen riumlichen Balkenelement besteht darin, daf dieses gegeniiber dem hier definierten
Element nur eingeschrinkte Verformungsmaoglichkeiten besitzt. So sind fiir das traditionelle Balkenelement die Voraus-
setzungen einer starren Querschnittskontur sowie des Ebenbleibens des Querschnittes getroffen, d. h. unter dem Blick-
winkel der hier vorliegenden Theorie, dab nur drei verallgemeinerte Koordinaten der Lingsverschiebungen und ebenfalls
nur drei Koordinaten der Querverschiebungen zugelassen sind. Es sind dies nach Bild 7 die gleichmiBige Lingsverschie-
bung (¢;), die Drehungen des Querschnittes um seine beiden Hauptachsen (g9, ¢3), die Gesamtverdrehung des Quer-
schnittes um die Stabachse (/1) und die Querverschiebungen in beide Hauptachsenrichtungen (¥2, ¥'3).

Auf Grund der wesentlich erweiterten Beschreibung der Lings- und Querverschiebungen (Abschn. 2) erhalten die hier
definierten finiten Elemente erheblich komplexere Knotenvektoren.

Zur Formulierung des elastischen Potentials fiir das Einzelelement in Matrizenschreibweise werden definiert:
Der Vektor der verallgemeinerten Verschiebungen

,’I'//L—--—-____— -
i
' 4 ! = -
Bild 6 Bild 7
Eindimensionales finites Element Verallgemeinerte Koordinaten des traditionellen Balkkenelementes
o - [-... (f)] v )= 0. U@l
w @) uw®) =V ...v, ®] @
und der Vektor der verallgemeinerten Koordinaten
2@ AU CYOR S O)
v = ™
ve | . LACER O CY
der Vektor der Querbiegemomente
ml () = M, @)....... M, ], ®)
der Vektor der verallgemeinerten Knotenverschiebungen
]
v2
C)
"{ = [Ull""Uml Vu ....anl

Vg . [Ulz....Umz vlz....vnzl N

31



die Matrix der Ansatzfunktionen

GE =[G, Gy, (10)

in der I Einheitsmatrizen mit m+ n Zeilen und Spalten und G (§) sowie G4 ({) die gewiihlten Ansatzfunktionen sind,
und mit der naherungsweise der Verlauf der verallgemeinerten Verschiebungen im Element beschrieben wird

u@®) =6 (10)

sowie die Matrizen

1 0
Lo ={0] . =[l:l (11)

wobei die Einheitsmatrizen in L;g m undin Lg; n Zeilen und Spalten haben.
Hiermit wird dann das Potential des Elementes zu

E 1
= — . T 'T T T T ] T ’ , T
, T, T : ,
+ »6T Ly LigwwT Loy Lg; G + » 6T Loy Ly, w' wT Lo L G'18 dsldg v
E 7 ! reTr 1T ww T T,
Yaae Y 1Y [T LygLjg w wT Lo LypG + GT Lyg Ly w w! Ly Ly, G

’ T ’ ’
+ 6T Ly Ly, wwT Lo LT) 6 + 6T Ly LT, wwl Ly, LT 6’1 5 dsldgv

1 1 1 T
Eo 1
_ T ’ T '
= "] $IGTLgLgw+ GT Ly L) w]Tédsld¢
1
- VT 191671y, Ligwp + 6T Lg; LT, wqldslds¢
Eat2 1 2
+ .
=5 $TRdsldg 12)
erhalten.

Die Minimalbedingung fiir das Potential im Element fiihrt auf die Beziehung

ow

= = Kv - f=0
ov
Kv = f (13)
mit der Steifigkeitsmatrix K und dem Belastungsvektor f.
Letzterer ist durch
Eo 1 T
- : T .,
f T Off[GTL10L10w+GTLMLMw]T&dsld;',+
v ] §I6T L LT TL, LT
! 10 Lo wp+ Gl Ly; Ly, wqldsldg (14)

bestimmt. Seine Ermittlung hingt auBier von den konkreten Belastungsfunktionen p (§, s), q (£, s) bzw. dem Tempera-
turfeld T (§, s) auch von den gewiihlten Ansatzfunktionen Gy (§) und G4 (¢) ab.
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Zur vereinfachten Darstellung der Steifigkeitsmatrix

1 , T
K = -EE JIGT Lyg ALY G+ GT Lyy HL], G + »GT Ly DL, 6+ v 6T Ly DT Ly G'11d¢
1-12 0

1 : ' T o 4o T
. Q(TE;-;S(_{[GT L1oBLT G + GT Ly RLY, 6+ GT Ly CLY 6+ 67T Loy €T LT, Gl1d¢
1
+E [ GTLy SLy, Gld¢ (15)
0

wurden die folgenden Matrizen von verallgemeinerten Querschnittswerten eingefithrt:

A = § L wwTLjsds g5i = $400ds

B = ¢ L wwTLjsds by = $¢ ' 8ds

C = ¢ L wwlLydds Gh = $9 ¥y 8 ds

D = § L wwT Lydds dp = § @ ¥y, 8ds

H = § L wwT Lydds by = § ¥p¥; 0 ds

R = § L wwlLy 5ds mk = § ¥y ¥ 8 ds

s bomta SETLL ®

Die Elemente dieser Matrizen entsprechen in der jeweils nebenstehenden Form den in [1] und in [3] eingefiihrten Quer-
schnittsgréfien. Bei ihrer Ermittlung kénnen zur Erfassung cinzelner Lingsversteifungen, wie in Abschnitt 2 dargelegt,
auch diskrete Summanden auftreten.

Die Struktur der obigen Matrizen wird durch die Auswahl der verallgemeinerten Koordinaten entscheidend beeinflufit.
Vollstindig orthogonale Koordinaten y; und Y, bewirken beispielsweise, daé A und R Diagonalmatrizen werden.

4. Aufbau von Steifigkeitsmatrix und Lastvektor
4.1. Aligemeine Ansatzfunktionen

Um die folgenden Matrizenoperationen allgemein durchfiihren zu kénnen, werden die Einheitsmatrizen aus (10) in
Untermatrizen mit den Formaten (m, m) und (n, n) zerlegt. .

L1 <L)
ERESRN)

Mit (17) kann man beispielsweise den ersten Anteil der Steifigkeitsmatrix (15) ausdriicken:

G

17)
¢

k1 - _E

'T T ’

Oy s
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_ E }l x.o IJ I
1-»2 o0 1 I 0] 0
%2 01
BRI
[ GZA 0 6,6)A
__E ) 0o 0 0
I(1-+?) o | GjG,A0 GZ A
| 0 0o o

0
0
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0

1| L fro] 1o
AlLolg Gl[o 1] sz l] 1dg

Werden in gleicher Weise alle weiteren Anteile von (15) entwickelt, so wird nach Zusammenfassung die Steifigkeits-
matrix in allgemeiner Form erhalten. Sie hat stets das Format (2m + 2n, 2m + 2 n) und libt sich aus den Untermatri-

zen Uij zusammensetzen

E

K = ——— « [Us] hj=1,....,4
21(1—p2) =B !
. (18)
262 A | 221G) GiD 26;GyA l2»16;6, D
+(1-)BGIB | +(1-1)16,G)C | +(1-»)12G, Gy B l+(1_v)1clc'2c
| 212 G2 H lopc,c,m
201G, G;DT 1 271G, G, DT 172
1-1)G{2 —¥)G,G;
+(1-v)16;, G} CT +1-9) 6y Rz +(1-1)1G1 G, CT 116Gk
C . E 1 'l+2(1_v2)12cls '+2(1-12) G, G, S |d¢
= f } .
21(1-12) 0 e ; , 2 ,
2G}GyA | 271G, G, D 262 A | 2v1G5 G5 D
+(1-9)PG) 6B | +(1-»)IGG, C ! +(1-») PG> B +(1-1)1G5 G5 C
t
| 912 2
21G,G, H 2
201G} G, DT ! 172 271Gy G DT 2E G, H
+(1-»)G1G, R +(1-») G2
+(1-7)IG, G} CT l+( D616 R ig,eer 1 TAICG R
| +2(1=12) G, G, S| | +2(1-2) R G} §
- l . ]
(19)
Ebenso wird der Lastvektor f aus (14) mit (17) sowie nach Einsetzen von (7) in die Form
Glf
L lG ’
Ea, 1 1y
==y [¢ |G T@,8)8()dsdt
1Gy ¥’
[G1pE9)¢
1 Gl q,9) ¥
t Jf = dsldg¢ 20
0 Gap(i9)y (20)
G2 q@,9) ¥ gebracht.
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Der Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix ist bei den vorliegenden eindimensionalen finiten Elementen recht einfach, so
daB hier darauf nicht eingegangen wird.

Nach Ermittlung aller verallgemeinerten Knotenverschiebungen kann die Spannungsberechnung im Einzelelement vorge-
nommen werden.

Ausgangspunkt dazu ist das Hookesche Gesetz, in_das fiir u(z, s) und v (z, s) die Produktansitze (1) eingesetzt werden.
Mit (7) + (11) erhilt man daraus in Matrizenform

E
9, (8 = lf‘ 5 VT IGT Lo Ly w + » 6T Ly L], w] _1_"‘:, .
_ E
Ogm (§,8) = lf‘ 3 T6TL, L'{OW‘FGT Loy "0T1 w] - l‘—x-tv . T
E o
w9 = 3w VT IGT Lo LTy w + 6T Ly LT, wl

Den Querspannungen 0, sind noch die Spannungen 0}, aus den Querbiegemomenten
M, 8) = vI GT Lg; m

zu iiberlagern.
Nach Beriicksichtigung von (17) erhilt man dann die Beziehungen:

Giy
PlGl W' Ea
- t
G’z-‘e l—p T(" s)
Ple 2'

_E o
1a—)

Oz @€, 9)

B Gy
. 16, ¥’
Ogm (£, 9) v oelp Gap -
Ll Go il'

TG, 9)

1—»

..Gl 2:.
Gy
. Gz ﬁ' '
6oy

‘Tn @,9)

r—o -
Gllll
o (e = 2T .| o0
8bpyax > 21

Gym @1)

4.2. Lineare Ansatzfunktionen

Das elastische Potential (2) enthilt nur erste Ableitungen der Verschiebungen. Es sind deshalb fiir die Funktionen G,
und Gy mindestens lineare Ansitze zu verwenden, vgl. hierzu [4].

Hier wird zuniichst von dieser einfachsten Ansatzform Gebrauch gemacht.

Gy=1-¢t; Gy=¢ \ (22)
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Es gilt deshalb:

1 1 1
2 = 2 :l' = 1
({Gl di’—(})’G2 d¢ 3 ({Gledg‘ 3
L o, 1 o5 r
JCyds = [6lde=1 ({Glczdg- -1
1G Gid 1G'G d 1G God lG God 1
51 1§-512 f‘—{l 25-—52 2§--§’

und damit werden die Steifigkeitsmatrix und der Lastvektor in der folgenden Form erhalten:

12A | _61vD | 124 1' _61vD |
!
+212(1-v)B | =31a-»¢C ; +B(1-1»)B | +311-»)C
|
! | |
_61ypr | 4FH | 61D | i
6(1—1)R —6(1—»)R
~31(1-»)CT i +2( ) {_31(1_v)cTE 6: )
E | +41 (1 -»2)S | 2P (1-?)8
Tl | T e e A
1211-9 ~12A | 61,0 | 124 | 61w
|
+R(1-»B ! -3l1(1-»C +2(1-»)B i+31(1_v)c
[ |
—61»DT i 2P0 | 61»DT i AEH
+311 -»)CT | —6d-»Rr | +31(1 —») CT {+6(1_”)R
B I +212(1-12) 8 | +4R(1-12)S |
19)
= [A-9pE9) ¢ |
—_ov 1 1- :
-2 g MDY g gsasars fg | CTRWEIEL G g
1-v 9 ¢ 0 Ep@e) e
sy Ca9) ¥
— - - - (20")

Bei Ansatzfunktionen hoherer Ordnung ist entsprechend vorzugehen, jedoch sollen derartige Ansitze vorerst zuriick-
gestellt werden.

5. Beispiele

Es soll fiir eine Auswahl von Querschnitten der Aufbau der Steifigkeitsmatrix sowie des Belastungsvektors fiir einige
Standardlastfillle gezeigt werden.

5.1. Einzelliger Kastenquerschnitt mit Querdehnung

Fiir den in Bild 8 dargestellten doppeltsymmetrischen Kastenquerschnitt soll davon ausgegangen werden, daB die Lings-
dehnungen zwischen den Kanten linear verlaufen. Es sind aus diesem Grunde m = 4 verallgemeinerte Koordinaten der
Léngsverschiebungen festzulegen. Hier werden dazu die in Bild 9 dargestellten Funktionen ¢, — ¢4 gewihlt. Sie ent-
sprechen bis auf 4 den Formfunktionen der technischen Biegelehre nach Bild 7. Die Koordinate ¢4 (s) beschreibt
eine Verwolbung des Querschnittes.

Fiir die verallgemeinerten Koordinaten der Querverschiebungen ¥ werden hier n = 8 Funktionen angesetat. Es sind
dies zunichst die den 4 Freiheitsgraden des Querrahmenmechanismus zugeordneten Funktionen y¥; — V¥, die keine
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Einzelliger Kastenquerschnitt
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Verallgemeinerte Koordinaten fiir den einzelligen K astenquerschnitt

Querdehnungen in den Wandelementen beinhalten und von denen die ersten drei die in Bild 7 bereits dargestellten'An-
teile der auch in der technischen Biegelehre enthaltenen Starrkérperverschiebung beschreiben. Die Funktion /4 bein-
haltet die Verformung gegeniiber der rechtwinkligen Querschnittskontur.

Fiir die Querdehnungen in den Wandelementen wird hier vom Ansatz konstanter Dehnungen ausgegangen, und demzu-
folge werden lineare y-Verliufe angesetzt. Diese werden jeweils fiir gegeniiberliegende Wandelemente zu symmetri-
schen und antimetrischen Formfunktionen zusammengesetzt. Bild 9 enthilt auBer den verallgemeinerten Koordinaten
deren Ableitungen nach der Koordinates.

Hiermit lassen sich alle Elemente der Matrizen der verallgemeinerten Querschnittsgrofien nach (16) berechnen. Nur die
verallgemeinerten Querverschiebungen V4, V5 und Vg ergeben Biegemomente im elementaren Querrahmen, so daf
hier der Vektor (8) der Querbiegemomente das Aussehen

m' =[000 Mg My 0 0 Mg]
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hat. Die Verliufe My (S), Ms (s) und Mg (s) werden mit baustatischen Methoden am elementaren Querrahmen ermittelt.
Mit den Querschnittswerten und Abkiirzungen

dy d
A = (Ag +Ag)2; by = —12—2-(d182+d281)
- d; dp
Lx = 5 " (Ast * 3Ag); a1 = —5— *(—dy 8y + dp 8))
& a2 Ag
Iy, = ?'(3ASt+AG); Igs = 3
A Lg2 g df Ase
844-48.1.12; rgg = 3
9
83 8,2
8, = d d H = _1 . =L
44 I_1+_g I iz ° I 12
1 I
2 .y D8 2 .4 48]
26 G5 =3 G )
. 1 2
%55 = —3 ; 88 = —3 3
(dﬁ +3 d_: )2 dz_.81 d )2
3 2 3 <2 ’
d251 82 d182 81
nl=l—v
erhilt man die Matrizen der verallgemeinerten Querschnittswerte:
A 0 0 o 0 0 0 o
A=-|%L 00 ; B - |0 240 0
0 0 L, o 0 0 2Ag0
| 0 0 0 ay 0 0 0 by
0 0 0 0 0 0 0 0] [0 0 0 o0 o 24, 245, 0
0 246 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 dyAg
C-= i D =
0 0 205, 0 0 0 0 O 0 0 0 0 &AgO 0 0
| 1 0 0 by 0 0 0 0] (0 0 0 0 0 0o o o]
0 0 0 0 0 0 0 0] [y 0 0 ¢ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 24c 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 2o, 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0410 0 b440 0 0 0
H = ; R= ’
0 0 0 0 24, 0 0 0 0 0 0 0 r55 0 0 0O
0 0 0 0 0 O 0 © 0 0 0 0 0 rgs O O
0 0 0 0 0 0 o0 O 0 0 0 0 0 0 rgg O
0 0 0 0 0 0 0 2Ag 0.0 0 0 0 0 0 =




© © o o o o o ©

e

o © o o o o o o
o © o o o o o <

0 0

0 0

0 0
844 0

0 855

0 0

0 0

0 0

0 0 0|
0 0 0
0 0 0
0o 0 0
0 0 o
0 0 0
0 0 0
0 0 sgg |

(24)

Nach (19°) liBt sich damit die Gesamtsteifigkeitsmatrix K bilden. Ihr Format ist (24, 24). Sie besteht entsprechend (18)

aus den Untermatrizen:

Upg = Uyy =
0 l2n1AG
0
60 cqy
=1
6
0
0
)
0
L
_ T
U2 = Uy = —Usy = ‘Uzs
0
- 1 0 —-6]!11 AG
6
0
—3Iny ¢cqy
-

12A 0 0 0
121yy
+4Rnj Ag
o 0 121,
+4 n; Ag,
12
0 0 0 4
+2Rn b.,,,,ﬂ
6n1 041 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
6n1 h44 0 0 0
+4]2 Ny 844
81 Ag
0 +6nl 1'55 0 0 0
+412 n2 855
0 0 6!11 l'ss 0 0
0 0 0 6!11 l'as 0
0 0 0 0 +6n1 rgg
+41 ng sgg |
-
0 0 -—12lvAg  —12lvAg, 0
0 0 0 0 —61vdy Ag,
0 -6lvdjAg 0 0 0
—31!\1 b44 0 0 0 0
-
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T T
Uy = Uy = =Ugp = - Uy, =
0 0 0
1 0 61n) Ag 0
"6
0 0 6ln1Ast
3ln1c41 0 0
—
1
Uis = Uy = ¢
Ugy = Ugp =
—6n1 b44 0 0
0 —~12mAg O
21 —6!11 c41 0 0
"6
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

311’11 b44

T_12A

- 6n1 041

—6n byy

+21 Ny 844

0 —121rAg
0 0
—61Vd1AG 0
0 0
0 0
~121,, o
+22n; Ag
0 —121,
+2]2 n) Ast
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
412 Ag
-6!\1 1‘55 0
+21 ng 855
0 —6!\1 l'55
0 0
0 0

—121vAg,
0

0

0

—6m rgg

0
0

0

0
0

—6m rgg
+212 ny 88_8_j

- (25)

Der Lastvektor f wird fir zwei Standardlastfille verteilter Querbelastung und einen Temperaturlastfall entwickelt. In
Lingsrichtung sollen in allen 3 Fillen konstante GréBen vorliegen. Entsprechend Bild 10 liegt im Lastfall 1 eine gleich-
miSige Querbelastung im linken Stegblech und im Lastfall 2 eine solche im oberen Gurtblech vor. Als Temperaturlast-

fall wird eine Erwirmung iiber Eck angenommen.
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5.2. Einzelliger Kastenquerschnitt ohne Querdehnung

q__I:"[O-o 00-dy02-d,00000000—-dy02—dy 000 O]

_ G2dgl
T T a
BTy A by Le 2
2(1—!1) 2 dz dl d1d2
é —Iyy —Ixx 2a44
2 & & djdy

0000 —1Ag 1Ag lAg, —lAg,

0000 —1Ag 1Ag 1Ag —lAg,]

00004 20-d 000000004d; 20-d 00 0 0]

(26)

In diesem Falle entfallen die verallgemeinerten Koordinaten Y5 — ¥g, und die Matrizen der verallgemeinerten Quer-
schnittswerte werden hier mit reduzierten Formaten erhalten, wobei die verwendeten Grofien und Abkiirzungen be-
reits in (23) festgelegt sind. ‘

A 0 0 0 }

0 L, 0 o :

0 0 L, 0

LO 0 0 344_.
[0]; H=[0];

P—b44 0 0 041_1

0 2A6: 0 O )

0 0 2Ag O

cqg 0 0 by

0 0 0

[0

0 2A¢ 0 0
0 0 2Ag O
0

0 0

—

[0 o o0 0|

0 0 2A, O

| a1 0 0  byy

[0 0 o 0]
0 o0 0 0
0o 0 0 0

(0 0 0 sy

27

Mit (25) und » = 0 kann dann nach (19°) die Gesamtsteifigkeitsmatrix gewonnen werden. Thr Format ist (16, 16), sie be-

steht entsprechend (18) aus den folgenden Untermatrizen:

[12A 0
121,
+412 AG

0
0 0
-

0 0

121,
+412 Ag,

O ' 12 a44

+2Pbyy

[ 6by, O O

-0 12Ag 0

Uyg =

[

=U44=— 0 0

(=,

6 041 0 0

6 C41

0

0

6 byy

+412 844
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- R S 3
U2 = Uy = —Upg - -Ug o 0 0 0
T T 1 0 —6]AG 0 0
Uz = Uy = —Usy = —Up % |
0 0 —6lAg ©
—31041 0 0 -—3“)44
[—12A 0 0 0 ]
0 —121yy 0
+212AG
1 ~121,
Ug =Us = = 0 0 *
13 31 6 +2'2ASt
—-12
0 0 0 44
L +]2b44
[ —6byy 0 0 —6cy |
0 —-12A 0 0
1 G
U = U = —_
247 42 7 % 0 0 —12Ag, O
Der Lastvektor f nimmt fiir die drei Standardlastfille entsprech;md Bild 10 hier die folgende Form an:
nr . Gdl
fUT = 70000 —d 02 -dy 0000 —dy 02 —dy]
2)T q2d21
@1 - 2 20 -d 0000 d; 20 —d]
(O - E——_";‘T° [:‘ by ha 2844 g g g A Zhy Zha 204 o] (29)

2 dy & djdy 2 4 4 d1dy

5.3. Einzelliger Kastenquerschnitt mit Schubverwélbung

Bei der Behandlung von sehr breiten Kastentrigern (dg > 2 d; ) wird es erforderlich, zumindest in den Gurtwiinden von
der Annahme eines linearen Verlaufes der Langsdeformationen zwischen den Kanten abzugehen. Bleibt die Beanspru-
chung vorwiegend auf Biegebeanspruchungen des Gesamttrigers in der Stegebene beschriinkt, so kann dies durch Hinzu-
fiigen einer antimetrischen verallgemeinerten Liingsverschiebungskoordinate g entsprechend Bild 11 a Beriicksichtigung
finden. Fiir allgemeinere Belastungen sind zwei unabhingige zusitzliche verallgemeinerte Koordinaten g5 und g nach
Bild 11 b anzusetzen. Dieser Weg soll hier gegangen werden, wobei auf eine vollstindige Orthogonalisierung aller Koor-
dinaten einschlieBlich s und gg verzichtet wird. Gleichzeitig sollen. die Querdehnungen der Wandelemente unberuck-
sichtigt bleiben.

Es ist demzufolge mit den verallgemeinerten Koordinaten ¢; — ¢4 und ¥; — ¥4 nach Bild 9 sowie p5 und yg nach
Bild 11 b zu rechnen. Werden zusitzlich zu (23) noch die Querschnittsgroen

8 2 d |
55 = 15 & Ac; a5 3 d1Ag; bss = —( ) (30)
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ILF1

Bild 10

%

LF2

Standardlastfille

dq
nlEL I

I .|mllll?!llIillllluu...

a)

Bild 11

]

5

TR

b)

'

dy

Verallgemeinerte Koordinaten fiir Schubverwdlbungen mit

quadratischem Ansatz

a) antimetrische Verwdlbung von Ober- und Untergurt
b) voneinander unabhiingige Verwélbung von Ober- und

Untergurt

vereinbart, dann erhilt man hier die folgenden Matrizen der verallgemeinerten Querschnittswerte:

[ A
0

0
0

€41

0 o 0
Iy 0 0
0 L, O
0 0 as,
8
0 —3855 0
8
0 -3-355 0
0 0
2A¢ O
0 0
0 0
0 0
0 0
2A¢ O
0 0

5
0

_8.
5 “95

—3415
0

8
—gass

- r'-o
0
0
) B= O
0
0
D = [0];
(0
0
S =
0
0

0 0

2Ag 0
0 2Ag
0 0
0 0
0 0

H = [0]
0 0
0 o0
0 0
0 o0

0
0
0
bgy
0
0

o 0 |

o o

o o

o o

bss O

0 bgs
C1))
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Hiermit wird nach (19°) mit » = 0 die Steifigkeitsmatrix aufgebaut. Ihr Format ist (20, 20), sie besteht entsprechend (18)

aus folgenden Untermatrizen:

—

—

12A 0 0 0 12815 —12815
121
0 vy 0 0 0 0
+412 Ag
0 o 1214 % 26
. +412 Ag, — 535 — 535
Ujy = Ugg = =
6 12 a4
0 0 0 0
+2 by,
12
1245 0 —% ags 0 a255 0
+212 by
96 12 a5
* 55
[ —12A 0 0 0 ~12a5 1225 |
—121y, |
0 0 0 0 0
+22 Ag
- 121, 96 96
1 0 O x 0 —5355 —5-355
U3 = U3 = ¢ +21 Ag,
—12
0 0 0 44 0 0
+12b44
—12a
—12815 0 —9—2355 0 9 55 0
+1 b55
-12
+F bgs |
T T T _
Upg = Uyp = Upp = Ujp = —Ugy = =Ty =
o 0 0 0 —3lcg O |
- Ugy=—UL, - 1 0 —6lA¢ O 0 0 0
34§ .
0 0 —6lAg, O 0 0
0 0 0 —3lby O 0 |
B 6b44 0 0 6041 7
_1 12A 0 0
Upp = Ugg = ¢ 0 6
0 0 12Ag, 0
6(:41 0 0 6h4;+
[ +4l 544




— —
—61)44 0 0 -—6041
1 —_
Upy = Uy = 5 0 12A¢ 0 0
0 0 —12Ag, 0
—6b
_6041 0 +21244
8,
- 44_| (32)
Fiir die drei Standardlastfille nach Bild 10 wird hier der Lastvektor f:
qf - Wl 00000 g
= 3 —dy 02 —dy 000000 —dy 02 —dyl]
(Z)T _ quZI ]
(@ = 220000004 20-d40000004d 20 -4
(o . EaTo ['i lyy e =284 —2d1A6 | 0000 A =Dy Lo 2044 214 o
2 |2 dy dy dydy 3 2 dy d dydy 3
(33)

5.4. Zweizelliger Kastenquerschnitt

Der in Bild 12 dargestellte einfachsymmetrische zweizellige Kastenquerschnitt erfordert, sofern die Querdehnungen in
den Wandelementen unberiicksichtigt bleiben kénnen und keine Schubverwélbungen der Wandelemente einbezogen
werden sollen (linearer Verlauf der Liingsdeformationen zwischen den Kanten), das Ansetzen von m = 6 und n = 5 ver-
allgemeinerten Koordinaten der Liings-, bzw. Querverschiebungen. Es werden dazu die Funktionensysteme nach Bild 13
ausgewihlt.

Auch hier werden jeweils drei verallgemeinerte Koordinaten ¢ (9] + ¢3), bzw. drei verallgemeinerte Koordinaten ¢
(¥1 — ¥3) verwendet, die einen ebenbleibenden Querschnitt, bzw. eine starre Querschnittskontur beinhalten. Quer-
schnittsverwlbungen werden durch die Koordinaten ¢4 — ¢g, und zwar in symmetrischen und antimetrischen Formen,
beschrieben.

Da nur die den verallgemeinerten Koordinaten /4 und Y5 entsprechenden Verformungszustinde von Querschnittskon-
turdeformationen begleitet sind, existieren nur die Querbiegemomente My (s) und M; (s), d. h. deren Vektor (8) hat
hier das Aussehen:

| 5
—F = UITTRATT .
Ay S
Y, =
% A . g \’5 fe
i < IIIHI::.IIIIIIIHIE
3| P ° =
s | = ot o
L} ‘i ITCET T UITETET €a,
-1 A I 4,— E 1 1 L i £d, 7
I 4 9 = RIS =
. s R H F
I 4,
T g
a K %
TSI g ITRSHITIITIILY 1
Bild 12 £
Zweizelliger Kastenquerschnitt

Bild 13
Verallgemeinerte Koordinaten fiir den zweizelligen Kastenquerschnitt
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ml =[0 0 0 My(s) Ms (5]

Eine vollstindige Orthogonalisierung der ¢; und Y wiirde einen vereinfachten Aufbau der Steifigkeitsmatrix bewirken,
aber gleichzeitig die mechanische Anschaulichkeit der verallgemeinerten Verschiebungen z. T. wesentlich verringern.
Aus diesem Grunde wird hier keine weitere Orthogonalisierung vorgenommen.

Man erhilt dann die Matrizen der verallgemeinerten Querschnittsgrofen in der folgenden Form:

— —

ajp a3 0 0 0 ap 0 0 o o o o
ap ags 0 0 0 0 by 0 0 0 by
A - 0 0 agy as a5 O | L 0 0 byy bgg bgz O
0 0 a34 agy 245 O 0 0 b3y by by O
0 0 a35 agg ags O 0 0 bys byg bgs 0
(o6 226 0 0 0 agq | | 0 by 0 0 0 b |
[0 0 0 0 0]
0 czé 0 o0 0
C= cg1 0 c33 c34 35| ; D=1[0]; H=[0]
a1 0 c43 c44 O
s1 0 c53 c54 O
LO cga2 0 0 0_
1 0 13 1y 0 [0 0 0 0 o0 ]
0 ro O 0 0 0 0 0 O 0
R = rn3 0 r33 r3y 135 ; S = 0O 0 0 o o
r4 0 r34 gy O 0 0 0 s 85
[0 0 155 0 55 | | 0 0 0 845 s55 | (34)

Alle darin enthaltenen Gréfen sind durch die nachstehenden Beziehungen festgelegt.
aj; = A=A1+2A2+2A3+A4+A5

a1 = d[-€ (A +Ag) + (A3 + Ay)]
a6 = €4d)(A;+Ap)
&2
iy = 5 [€2(BA) + 24y + € 2Aq + 3A)]

2

d

; _ %
233 = lyy= 550 (Ap + 6A3 + 6A3 + Ay + Aj)

dy 4
334 = 5 [—€(A) + 3A5) + e(3A3+ Ay)]
4q &
335 = — 5 € (A] + 3Ag)



Yy =

5 =

66 =

-
W
w

|

g

€34 =

€35 =

€41

C44 =

C51

T44

2 2
1d2
12

d

as5 =

—a26 ~

C22

€33 = r3z = Ay tAyt+Ag

= —cg c

C53

ni

bss

34

35

—dy (€94 + Ay + 5 (Ag + Ay)

-1y = —dy (€A + €Ay

[€2 (A} +2A;) + €2 (2A;5 + Ay)]

2 32
d1 d2
12

12 d2

rgg = 2(Ag +Ajy)

= —bgg = cg2 = —2Ay

c43 = —ry3 = dy (€' A +eAy)

C54 = —dl E'Al

2 ;2 2 d2
d) (€9A) + € Ay + 5 (Ag + A)

2

’ 2 2
€2 dl Al +?A2

Ay —Ay

—T55 = —As

2

d
—6'2 di Al +—2A2

2

2(A1 + Ay)

€2 (A + 2Ay)

+ 2A2)

2

2

(35)

F‘r5a

Bild 14
Ermittlung der Koeffizienten s44, 845 und 855

%4 = F (Fuagt Funy ) Se5=2 (Fusg* 451,)"[!‘ 5 Sss=F fs5
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Bei der Bestimmung der Koeffizienten 844, s45 und 855 wird davon ausgegangen, dab sy, auf Grund der Gleichsetzung
innerer und &duberer Arbeiten am elementaren Querrahmen auch als %-fache Stiitzkraft in einem Stiitzstab Sy, infolge

Vi = 1 gedeutet werden kann [1]. Hier ergibt sich daraus ein Vorgehen nach Bild 14.

Die Berechnung der Teilzustinde V4 = 1 und V5 = 1 erfolgt zweckmiBig mit der Deformationsmethode der Baustatik.
Man erhilt dabei auch in einfacher Weise die Momentenverlaufe M (s) und M (s).

Auf die weitere Zusammenstellung der Untermatrizen der Elementsteifigkeitsmatrix entsprechend (18), bzw. (19') soll
hier verzichtet werden. Thr Format ist (22, 22).

6. Zusammenfassung

Zur Berechnung der Spannungen und Forménderungen von stabformigen diinnwandig geschlossenen Systemen, die so-
wohl lings als auch quer ausgesteift sein konnen, werden spezielle finite Elemente entwickelt. Als Grundlage dazu dient
eine erweiterte halbmomentenfreie Schalentheorie.

Gegeniiber ihrer bisherigen, durch Wlassow begriindeten Form werden hier auch die Querdehnungen in den Wandele-
menten einbezogen und auberdem stationiire Temperaturfelder als Belastungen zugelassen.

Ausgehend vom elastischen Potential dieses erweiterten Schalenmodells wird die Finite-Elemente-Formulierung des
Variationsproblems vorgenommen und Elementsteifigkeitsmatrix und Lastvektor fiir einen als finites Element definier-
ten Schalenabschnitt allgemein entwickelt.

Durch die Annahme von Formfunktionen fiir die Langs- und Querverschiebungen in Gestalt der verallgemeinerten Koor-
dinaten werden sehr komplexe Knotenvektoren fiir das im Prinzip eindimensionale finite Element erhalten.

Als Ansatzfunktionen im Element gelangen lineare Funktionen zur Verwendung. Unter dieser Voraussetzung wird der
Aufbau der Elementsteifigkeitsmatrix aus 7 Matrizen verallgemeinerter Querschnittsgrofien sowie der des Lastvektors
entwickelt.

Als Anwendungsbeispiele sind die Elementsteifigkeitsmatrizen fiir den einzelligen Kastenquerschnitt mit und ohne
Querdehnungseinfluf sowie mit Beriicksichtigung von Schubverwdlbungen in einzelnen Wandelementen angegeben. Fiir
3 Standardlastfille werden jeweils die Lastvektoren dargestellt. »

Der Aufbau der Matrizen der verallgemeinerten Querschnittsgrofien erfolgt auch fiir einen einfachsymmetrischen zwei-
zelligen Kastenquerschnitt.

Bei allen vorgefiihrten Beispielen wurden sowohl vollorthogonale als auch nicht orthogonale Systeme verallgemeinerter
Koordinaten verwendet. Der mechanischen Anschaulichkeit der verallgemeinerten Verschiebungen wird gegeniiber der
einfacheren Struktur der Steifigkeitsmatrix der Vorzug gegeben.

Im vorliegenden Beitrag wurde eine Beschriinkung auf die Darstellung der allgemeinen Gleichungen vorgenommen. Uber
die Ergebnisse von Vergleichsrechnungen wird in einer weiteren Arbeit berichtet.
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