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Johannes Beyreuther und Manfred Schumann
1. Niherung der Biegelinie durch Kreishogen

Glatte Kurven konnen in einfacher Weise grafisch durch
Kreisbogenstiicke angenihert werden [1]. Diese Methode
laBt sich ohne weiteres analytisch beschreiben und fiihrt
auf ein numerisches Verfahren zur Ermittlung des Kur-
venverlaufes aus gegebenen Kriimmungsradien.

Bei der Behandlung des Biegeproblems schlanker Triger
(insbesondere im Falle groBer Verformungen) bietet die-
ses Verfahren gewisse Vorteile; denn zum einen ist die
Kriimmungsinderung des Trigers bei gegebenem Stoff-
gesetz fiir jeden Punkt der Trigerachse aus dem Biege-
moment berechenbar, zum anderen li6t sich die fiir die
Formulierung der Randbedingungen erforderliche Bo-
genliinge der Biegelinie auf einfache Weise relativ genau

angeben.
1.1. Interpolation

Auf einer glatten Kurve seien in gewissen kleinen Ab-
stinden die Punkte P; mit den Koordinaten x;, y; und
den Anstiegswerten y} (i=0, 1, ..., n) gegeben. Bild 1
zeigt das Kurvenstiick zwischen den Punkten P; und

P;;1 mit den Kurvennormalen P;Q; und P;,;Q,, die-

sich in Q) unter dem Winkel Ag; schneiden. Mit Qy be-
zeichnen wir den Schnittpunkt des Kreises durch die

Bild 1
Interpolation einer Kurve I durch Kreisbogen
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Punkte P;, P;;;, Q; mit der Mittelsenkrechten der
Strecke Pi Pi+1 .

Zur Interpolation der Kurve zwischen P; und P;,; schla-
gen wir um den Punkt Qo einen Kreisbogen mit dem
Radius p; = -Pl—Qz Dieser schneidet bei monotoner
Kriimmungsabhiingigkeit die gegebene Kurve im betrach-
teten Intervall in mindestens drei Punkten, seine Kriim-

mung K; =% liegt zwischen den Kriimmungswerten der

1
Kurve in den Punkten P; und P, ;.

Fiir die aus Bild 1 ersichtlichen geometrischen GroBen
gelten folgende Beziehungen:

\
¢ = arctany;, ;41 = arctar y;
Ay = i1 — ¥
Axi = Xi+1 - xi ) AYi = Yi+1 _Yi
? 1.1
Y; = arctan L_:zl Y
i
Ba; = v AX] + Ay}
_ Aai )
% T oGnBe?)
Ax; = 2 p; sin (Ag;/2) cos Y;

1.2)
Ayi =2 Pi sin (A¢1/2) sin \Ili

1.2. Einschrittverfahren

Es sei nun y = f(x) eine gesuchte Funktion mit bekann-
ter stetiger Kriimmung

’

K = (1—+§3)—3—/3 =KX vY) (1.3)
und den Anfangswerten

y(%) =0 (1.4)
¥ (xo) = 0. (1.5)

Bei geeigneter Wahl des Kriimmungsradius p; und des
Winkels y; fiir jedes Intervall liefern die Gln. (1.2) bei
vorgegebenem Bogenelement A s; und daraus folgendem



As.

Ay, = e die Zuwiichse der Koordinaten im i-ten
hi

Schritt zu

A 2 in—" ]
x: = 2 p: sin cos Vs
1 17779 p; !

(1.6)

ASl

2p;

1

Ay; = 2 p; sin sin ¥;

Fiir die praktische Durchfiihrung der Rechnung geniigt es
zumeist, wenn gleichgrofie Bogenelemente As; = As ver-
wendet werden, der Kriimmungsradius p; niiherungsweise
in der Mitte des Intervalles aus

1 AXi_ 1

—_ = .= .+ e 17
ROy ) 17)

berechnet und niiherungsweise
1
Vi=¢ + 5kids (1.8)

gesetzt wird.

Bessere Ergebnisse erhilt man durch

Ki = %[K(Xi,...) + K(xi+Axi_1,...)]
1.9
Vi= ¢t % [k; +ak (x;,...)]

mit einer reellen Zahl —;— Sa= g, <2 bei zweimaliger

Ax-, Ay -Bestimmung im Sinne eines Pridiktor-Korrektor-
Verfahrens.

2. Zusammenhang zwischen Biegemoment und
Kriimmungsinderung des Trigers

Bei schlanken Triigern ist fiir den Fall hinreichend klei-
ner Kriimmungsiinderung in guter Niherung auch im pla-
stischen Bereich die Bernoullische Hypothese vom Eben-
bleiben der Querschnitte giltig. Damit stellt sich ein
linearer Dehnungsverlauf iiber den Querschnitt ein, und
der Zusammenhang zwischen der Dehnung € und der
Kriimmungsiinderung k lautet

€=Kz. : 2.1)

Hierbei ist z eine von der neutralen Faser aus gemessene
Koordinate in der Querschnittsfliiche A. Ist weiter

g=1(e) 2.2)

das nichtlineare Stoffgesetz im einachsigen Spannungs-
zustand, so ergibt sich aus

M= fo-zdA = [f(kz)zdA ' (2.3)
A A
eine nichtlineare Beziehung zwischen dem Biegemo-

ment M und der Kriimmungsiinderung k fiir monoton
veriinderliche M- bzw. k-Werte.

Im weiteren beziehen wir uns auf Triger mit Rechteck-
querschnitt der Breite b sowie der Hohe h und wihlen
als Verkniipfung zwischen der Spannung ¢ und der Deh-
nung € ein elastisch-plastisches Stoffgesetz mit linearer
Verfestigung nach folgender Vorschrift

E-e fir |e|<e,
o = ‘ 2.4)
signe - E [¢, + %(Iel—es)] fir |e|> €

s
E
chen der Streckgrenze o, E den Elastizititsmodul und p
einen Verfestigungsparameter, der das Verhiltnis des
Kennlinienanstieges im elastischen und im plastischen
Bereich angibt. Wie erkennbar, entspricht p = 1 einem
durchgehend elastischem Verhalten, wihrend p = oo auf
das elastisch-plastische Stoffgesetz ohne Verfestigung
fiihrt.

Unter Beachtung des linearen Dehnungsverlaufes nach
GL (2.1) entsteht so ein stiickweise linearer Spannungs-
verlauf im Trigerquerschnitt. Wegen Gl. (2.4) ist hin-
sichtlich der M-Bestimmung mit Hilfe von Gl. (2.3)
zu unterscheiden, ob man sich im elastischen oder im
plastischen Bereich befindet. Die Bereichsgrenze wird
durch den querschnitts- und materialabhingigen Grenz-
wert des Momentes

bhZg,
Mejgr = 6 25)

Hierbei bezeichnet €, = — den Dehnungswert bei Errei-

festgelegt, dem ein _ntsprechender Kriimmungsgrenzwert

20
Kelgr = h_E_s (2.6)
zugeordnet ist.

Im elastischen Bereich |k | <kgjq; gilt dann

M=—12 K

im plastischen Bereich k¢jgr <k dagegen

_ SIS D A 1 :
M= Ebx {Iz—p‘*[z £ 3@ 1P

Diese GIn. werden unter Benutzung der abkiirzenden Be-
zeichnungen
m=_M und k=K @7

Melgr ‘ Kelgr

in eine dimensionslose Schreibweise iiberfiihrt. Es erge-
ben sich in dem durch |ki < 1 festgelegten elastischen
Bereich

m =k (2.8)
und in dem durch k > 1 festgelegten plastischen Bereich

k.1 1 1
m—;+—2-(l—;)(3—k7). (2.9)
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Bild 2
m — k — Charakteristik

" fiir verschiedene p-Werte
p=8
24
p=10
_p=20
__________ = — ——
1
4
0 ) 1 - 2 3 ) 4 K
Von GL. (2.9) lassen sich zwei Sonderfille angeben: Liegt _ _F L _
keine Verfestigung vor, ergibt sich mit p > oo " Meigr (x sina —y cosa) — my (32)
3 1 .
=2 angeben.
m =3 ok (2.10) g

und fiir grofe k geh: Gl. (2.9) niherungsweise iiber in

k 3 1
m~—+ —(1-2>). 2.11
p 207y @1

Bild 2 zeigt den funktionalen Zusammenhang zwischen
m und k fiir verschiedene p-Werte.

3. Bestimmung der Biegelinie

Wir betrachten nun einen eingespannten schlanken Tri-
ger der Lange 1 gemib Bild 3, dessen Kriimmung im un-
verformten Zustand als Funktion k, = Kk, (8) vorgegeben
ist, und der durch eine richtungstreue Kraft F am Ende
belastet sein moge. Bei bekanntem Einspannmoment M
labt sich das Biegemoment M fiir jeden Punkt der Triger-
achse in der Form

M = F(xsina—ycosa) — My 3.1)

oder in dimensionsloser Schreibweise

Bild 3
vorgekrimmter Kragtriger
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Durch Einsetzen des Ausdruckes (3.2) in die Gln. (2.8)
bzw. (2.9) und Auflésen nach k (im plastischen Bereich
numerisch) ist damit die Krimmungsinderung fiir jeden
Punkt der Trigerachse berechenbar. Die Gesamtkriim-
mung der Biegelinie ergibt sich dann als Summe der di-
mensionslos gemachten Anfangskrimmung und der
Kriimmungsinderung k.

Nunmehr kann die unter Abschnitt 1. beschricher.o
Naherung durch Kreishogen zum Einsatz kommen. in
der Regel fiihrt jedoch die Aufgabenstellung (insbeson-
dere bei groBen Verformungen) auf die Losung eines
Randwertproblemes mit einer zunichst noch unbekann-
ten Grofie bei s = 0 und einer im Verlaufe der Losung zu
befriedigenden Bedingung am Triigerende. Im Falle des
Triigers nach Bild 3 beispielsweise ist das Einspannmo-
ment M, bei gegebener Kraft F von der Verschiebung
des Kraftangriffspunktes abhingig und mu6 so bestimmt
werden, daB fiir s = 1 die Bedingung

M(l) = F(xysina — yjcosa) — My =0 (3.3)

erfiilit wird, wobei die GroBen x), yj als Koordinaten des
Endpunktes von der Wahl des Wertes Mp selbst abhiin-
gen.

Eine zweite Moglichkeit besteht darin, die Kriimmung
des verformten Triigers an der Einspannstelle (und damit
iiber die Kriimmungsinderung das Einspannmoment M )
vorzugeben, und dann die zugehorige Kraft F so zu be-
stimmen, dab Gl. (3.4) befriedigt wird. In beiden Fillen
kann die praktische Losung des Problems auf iterativem
Wege (z. B. nach dem SchieBverfahren [2]) erfolgen, in-
dem zuniichst ein Niherungswert fiir die gesuchte GroBe
vorgegeben und dann unter Beriicksichtigung der Bedin-
gung (3.4) verbessert wird.

4. Beispiel Viertell;reistriger

Die Untersuchung eines diametral durch 2F gezogenen
Kreisringes mit dem mittleren Radius r, fiihrt bei Aus-
nutzung aller Symmetrieeigenschaften auf den in Bild 4



Bild 4
Symmetrieteil des gezogenen Kreisringes

gezeigten eingespannten Viertelkreis mit der Einzel-
kraft F und behinderter Drehung des Querschnittes am
Ende. :

4.1. Néherung durch Korbbogen

Ein auf Zug belasteter Kreisring geht im Verlaufe des Be-
lastungsvorganges in eine ovale Form iiber, die auch beim
Erreichen des plastischen Bereiches zunichst noch zu-
trifft. Im folgenden wird diese Form durch ein Modell
aus je zwei Kreishogen als Korbbogenring mit einem im
Verlaufe der Krafterhhung verinderlichen Achsenver-

hiltnis q = 2 aber konstant bleibendem Umfang 2mr,
c
angenihert (Bild 5).

Aus der geometrischen Analyse ergeben sich dann fol-
gende Ausdriicke fiir die bezogenen Kreisradien:

1.2 9,1-9l (4.1)
rO qro
T2 _a
1: = !; Qo [1+0Q41 “.2)
mit 2 -

_ @+ - _ 16q .
Q iq 51 1 Trof 4.3)

und weiterhin

Lo, 12t a-op-ase)

arotan [Q, (1+Ql)]} -1 (4.4)

Hiemit kénnen nun die dimensionslosen Kriimmungsiin-
derungen gemif

1 o
ky = ——1
17 Kear (fl )
4.5)
ky = —— (2-1)
2 To Kelgr T2

und mit Hilfe der GIn. (2.8) bzw. (2.9) die bezogenen
Momente m; und my berechnet werden. Aus der Gleich-
gewichtsbedingung an dem zu einem Korbbogen ver-
formten Viertelkreis (Bild 5) erhalten wir

Fr, 1 .a
My — Mo — ‘—(--—- = 0 4.6
LR P ) (4.6)
und damit
Fr -
T = (m—my)qQ, Q)" (47)
elgr To

Die zugehorige relative Verschiebung des Kraftangriffs-
punktes lautet

A
.2 g, (4.8)
ro

To

Die numerische Auswertung erfolgt mit q als Parameter
ausgehend von Gl. (4.4).

ﬁt( ,c

Fy

Bid §
Symmetrieteil des gezogenen Korbbogenringes

4.2. Anwendung des Einschritiverfahrens

Gemif dem in Abschnitt 3. beschriebenen numerischen
Verfahren wurde der Viertelkreis in ca. 100 . . . 250 Bo-
genstiicke eingeteilt. Die Belastung erfolgte inkrementell
von Null beginnend mit kleinen AF-Zuwiichsen und
iterativer Bestimmung des zugehorigen A M -Wertes. Da-
bei muBite jetzt anstelle von Gl. (3.4) die Bedingung.
Apy = 9g—3 = 0 (49)
erfiillt werden. In Anwendung des SchieBverfahrens wur-
den zwei Testrechnungen mit dem zuletzt gewonnenen
My -Wert und den um das zugehorige AM, erhohten
Wert durchgefithrt. Mit Hilfe der entsprechenden Gré-
Ben Ay, gemif Gl. (4.9) wurde dann ein Korrekturbe-
trag fiir den M, -Wert berechnet. Diese Prozedur wurde
solange fortgesetzt, bis Gl. (4.9) mit hinreichender Ge-
nauigkeit erfiillt war.
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Bild 6
Kraft-Verschiebungs-Kennlinie des gezogenen Kreisringes
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4.3. Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

Mittels der in den Abschnitten 4.1. und 4.2. beschrie-
benen Verfahren wurde die Kennlinie eines Ringes aus
hochlegiertem Stahl, dessen Verfestigungsparameter p
~ 120 betrug, berechnet und mit experimentell gewon-
nenen Werten verglichen. Bild 6 zeigt die entsprechenden
Ergebnisse. Das Korbbogenmodell weist eine zu tief lie-
gende Kennlinie auf. Da die Momente an den Enden der
jeweiligen Kreisbogen eingesetzt wurden, ist das ent-
sprechende Modell generell etwas zu weich.
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