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Uber eine Cosseratsche Theorie fiir elastische Platten

Wladimir A. Palmow, Holm Altenbach
0. Einleitung

Der verstirkte Einsatz von mehrschichtigen Konstruk-
tionen bzw. von Konstruktionen mit kontinuierlich ver-
anderlichen Querschnittseigenschaften erfordert eine
kritische Durchsicht der bisher geschaffenen Schalen-
und Plattentheorien. Diese liefern fiir bestimmte Kon-
struktionen ungenaue Losungen bzw. Losungen, die mit
einem erheblichen Rechenaufwand verbunden sind. Da-
her tritt in letzter Zeit erneut die Forderung nack der
Schaffung neuer theoretischer Modelle zur Berechnung
von Schalen und Platten auf.

In der Arbeit wird eine direkte Methode zur Formulie-
rung der Grundgln. einer Biegetheorie fiir elastische
Platten beschrieben, die nicht auf der Integration der
Gln. der dreidimensionalen Elastizititstheorie beruht.
Die Platte wird als zweidimensionales Cosserat-Kontinu-
um betrachtet. Diese Vorgehensweise kann man bereits
in den Cosseratschen Arbeiten [1] finden. In einer Arbeit
von Ericksen und Truesdell [2] ist die ,moderne”
Darstellungsform der Cosseratschen Flichentheorie zu
finden. Betrachtet werden jedoch nur die Gleichge-
wichtsgln. nnd die kinematischen Gln. Die konstitutiven
Gin. in der linearen Naherung fiir elastische Platten sind
in [3] angefiihrt. Eine allgemeine nichtlineare Deforma-
tionstheorie fiir elastische Cosserat-Flichen kann man in
[4] finden. Diesem Kreis von Arbeiten lifit sich auch die
in [5] beschriebene Theorie zuordnen.

1. Die kinematischen und die statischen Glei-
chungen

Betrachten wir zuerst ein zweidimensionales, ebenes
Cosserat-Kontinuum. Im Falle der Biegeaufgabe reéicht es
aus, die Verschiebungen der einzelnen Punkte des Konti-
nuums durch eine normalgerichtete Verschiebung w und

einen Vektor ® kleiner Verdrehwinkel zu beschreiben.
Dieser Vektor liegt in der Referenzebene der Platte.

Der Spannungszustand in der Platte ist durch den ebenen
Vektor Q der Querkrifte und den Momententensor G ge-
kennzeichnet. Auf Bild 1 sind die Einheitsvektoren i 4
der Koordinatenachsen x, und die Komponenten des
Querkraftvektors Q, und des Momententensors Gaﬁ
(o, B = 1,2) dargestellt.

Die Werte der Randquerkraft Q, und des Randmomen-
tenvektors G,, fiir einen Abschnitt der Berandung mit
dem Normalenvektor n = ny i, lassen sich folgenderma-
Ben bestimmen

Qu=n-Q, G,=n-G. (L.1)

Diese Beziehungen sind analog den Cauchyschen Gln. in
der Elastizititstheorie.

Die eingefiihrten Krifte und Momente stellen Belastun-
gen je Lingeneinheit einer beliebigen, in der Platten-
ebene liegenden geschlossenen Kurve dar. Weiterhin fiih-
ren wir Flichenlasten ein: die normalgerichtete Flichen-
last q und den Flichenmomententensor m.

Als nichstes formulieren wir die Gleichgewichtsbezie-
hungen fiir die Platte. Dazu schreiben wir die statischen
Gleichgewichtbedingungen fiir einen durch eine geschlos-
sene Kurve begrenzten Abschnitt der Platte auf:

$n-Qds + [f qdA=0, (1.2)

$l(n*G —n*Qkxr)lds+[f(m—qkxr)dA=0.
(1.3)

Hierbei sind k der Einheitsvektor in Richtung der z-
Achse und r der Radiusvektor der Referenzfliche der
Platte. Nach Umformung der Kurvenintegrale nach der
Greenschen Formel erhalten wir, da die geschlossene
Kurve beliebig gewihlt ist, folgende Beziehung
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V:'Q+tq=0, (1.4)
V-6 -V-(Qkxr) + m —qkxr=0. (1.5)
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= la — ist der Hamiltonsche Operator.

Die Gl. (1.4) stellt eine der gesuchten Gleichgewichts-
gin. dar. Die zweite Gl. erhalten wir nach entsprechender
Umformung der Gl. (1.5)

V-G +m—Q=0, (1.6)

wobei Q, ein Vektor ist, den man aus dem Vektor Q
erhilt:

QO = kxQ. @.7)

Die mit (1.7) beschriebene Regel der Umformung eines
Ausgangsvektors wird auch bei anderen Vektoren ver-
wendet. Es sei noch bemerkt, daf im Falle einer Dar-
stellung der GIn. (1.4) und (1.6) in Komponenten-
schreibweise diese mit den Gln. in [6] zusammenfallen.
Unterschiede treten nur bei der Bezeichnung der Mo-
mente auf.

l
2. Deformationsenergie fiir elastische Platten

Die GIn. (1.1) — (1.7) gelten fiir beliebige Platten. Im
weiteren betrachten wir elastische Platten. Zur Herlei-
tung der Beziehungen zwischen kinematischen Grofen w
und ® und den Kraftgrofen Q und G wenden wir das
Prinzip der virtuellen Verriickungen an.

Ausgehend von der Existenz einer Energiedichtefunk-
tion U der potentiellen Energie wenden wir dieses Prin-
zip auf einen beliebigen Teil der Platte an

Jf(qdw + m-8® — SU)dA +
+$(n-Qdw +n-G-5&)ds = 0. @1)

Hier stellen 6 w und 6 ® die virtuellen Verschiebungen
und Verdrehwinkel dar.
Nach Anwendung der Greenschen Formel erhalten wir

5U=qéw + m-5&+ V- (Q5w+ G+58) (22)

Eine Vereinfachung der rechten Seite unter Verwendung
der Gleichgewichtsgin. (1.4) und (1.6) ergibt

U =Q-8Yw+Q, 88+G - 5(TP)" . (2.3)

Dabei wird durch * der transponierte Tensor bezeichnet
und durch ** das Doppelskalarprodukt.

Auf Grund der Identitiit

Q- 8®=—0Q- 5% @24)
erhalten wir ,

85U =Q8A+G-8sM" . (25)
Hierbei bedeuten

A= w-2, wmd M=V . (2:6)
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Der Vektor A kennzeichnet die Querschubdeformation,
der Tensor M die Biege- und Torsionsdeformationen der
Platte.

Die Form des Ausdruckes fiir U verdeutlicht, daf die po-
tentielle Energie nur vom Vektor A und Tensor M ab-

hiingt:
U= UALM). @7)

Wenn wir den allgemeinen Ausdruck (2.7) variieren und
das Ergebnis mit der Gl. (2.5) vergleichen, so erhalten
wir einen allgemeinen Ausdruck fii das elastische Defor-
mationsgesetz der Platte

_au _au
Q-@,g—@. (2.8)

Im Falle kleiner Deformationen ist die Energiedichte U
eine homogene quadratische Form der Komponenten
des Vektors A und des Tensors M.Die Anzahl der Kom-
ponenten ist 6, folglich mu die Dichte der potentiellen
Energie der beliebigen anisotropen Platte 21 unabhiin-
gige Elastizititsmoduli enthalten. Diese Anzahl geht
auch in das Elastizitiitsgesetz (2.8) ein. Fiir eine isotrope
Platte mit Spiegelsymmetrie der elastischen Eigenschaf-
ten reduziert sich die Anzahl der unabhiingigen Moduli
auf 4. Dabei hingt die Dichte der potentiellen Energie
nur vom Modul des Vektors A und den invarianten For-
men des Tensors M (auch der Vektorinvarianz) ab.

Im allgemeinen Falle erhalten wir fiir die quadratische
Form U die Gl. (2.9)

U:lAé'A‘f‘

1 e MSY2
3 3 Bd - M%)

+FI\_’15-‘MS——F1\_’IA M_.A (2.9)

Die hochgestellten Buchstaben S und A kennzeichnen
den symmetrischen und den antisymmetrischen Teil der
jeweiligen Tensoren, I ist der Einheitstensor i, iq, die
Koeffizienten A, B, I" und F stellen die Elastizititsmo-
duli dar.

Nach Einsetzen von Gl. (2.9) in Gl (2.8) erhalten wir
eine dem Hookeschen Gesetz analoge Form fiir die hler

betrachtete Klasse von Platten
Q=AA, (2.10)
G=BIV-®+2r M +2FMA . (2.11)

Dabei wurde die Identitit I ++ MS =7+ & beriicksich-

tigt.

Aus der Gl. (2.10) ist erkennbar, daB die Querschubde-
formation in der formulierten Theorie beriicksichtigt
wurde.- Somit schliebt sie die Biegetheorie fiir Platten
von E. Reissner ein. Es sei hervorgehoben, daB hier die
allgemeinste Form einer Biegetheorie dargelegt wurde
mit den Kraftgrofen Biegemomente, Torsionsmomente
und Querkrifte und den kinematischen GréBen Durch-
biegung und Verdrehwinkel. Eine weitere Verallgemei-
nerung wire nur bei Einfilhrung neuer Kraftgrofen und
kinematischer GréBen moglich.



3. System der leferentlalglelchungen in den
kinematischen Gréfen

Jetzt kénnen wir die zu l6senden Gln. der Theorie er-
mitteln. Dazu stellen wir den Vektor der Verdrehwin-
kel @ durch zwei skalare Funktionen ¢ und ¥ dar

®=Ve+VxV. 3.1)

Wenn wir die Beziehung (3.1) in G1. (2.6) und anschlie-
Bend in (2.10) und (2.11) einsetzen, so erhalten wir

Q = AlV(w+V¥) -V, o], | (3.2)
G = BIVZyp + 2R
+ T+ P, ¥ + (T -7y - (3.3)

Wenn wir weiterhin das Flichenmoment m analog der
Gl. (3.1) darstellen

m =Va +Q, 8, 3.9)

so erhalten wir nach Einsetzen der Gln. (3.2), (3.3),(3.4)
in die Gleichgewichtsgn. (1.4) und (1.6) folgende Bezie-
hungen

AVZ(w+¥) + q=0, (3.5)
VIB+2rV2¢ — Ap + al
Ve [(C+F)72 Y —A(w+¥)+8] = 0. (3.6)

Der zweiten Gl. kdnnen wir nur geniigen, wenn wir die
eckigen Klammern Null setzen

B+2T)R 729 —-Ap+a=0,
: (3.7)
TC+PHOV2y —Aw+§)+8=0.

Die Gln. (3.5) und (3.7) stellen das entsprechende Glei-
chungssystem der zu losenden Differentialgln. in den
kinematischen Grofien dar. Dieses lift sich am giinstig-
sten in folgender Form darstellen

T+R2Q? v +q+y?p=0, ©8)
B+2T)72p—Ap+a=0, 3.9)
w=_¢+P+Fv2¢+E. (3.10)

Das Gleichungssystem (3.8) und (3.9) ist ein System 6.
Ordnung und liBt damit die Formulierung von 3 Rand-
bedingungen zu. Im Falle von statischen Bedingungen
miissen Q,, und G, nach Gl (1.1) gegeben sein, bei kine-
matischen Bedingungen w und @ usw..

4. Bestimmung der elastischen Moduli

Im Zusammenhang mit der dargestellten Cosseratschen
Biegetheorie fiir Platten taucht shnlich wie in [5] die
Frage nach der Bestimmung der Elastzititsmoduli auf.
Generell sind diese Moduli wie z. B. der Youngsche Mo-
dul, der Gleitmodul und die Querkontraktionszahl der

klassischen Elastizititstheorie, experimentell zu bestim-
men. In unserem Fall kann man an Stelle von physika-
lischen Experimenten auch mathematische Uberlegun-
gen durchfithren. Dabei werden gewisse Testaufgaben un-
ter Verwendung von Lésungen der klassischen Elastizi-
tiitstheorie fiir eine Schicht bei verschiedenen, einfachen
Belastungsfillen betrachtet.

Auf die Frage, welche Testaufgaben zu untersuchen sind,
gibt es keine eindeutige Antwort. Man sollte jedoch mog-
lichst einfache Aufgaben betrachten. AuBer den hier vor-
gestellten mathematischen ,,Experimenten” kann man in
[7] andere mogliche Testaufgaben finden. Diese sind
zwar auf die in [5] beschriebene Theorie zugeschnitten,
besitzen jedoch, wie auch die hier vorgestellten Aufga-
ben, allgemeingiiltigen Charakter.

Eine erste Testaufgabe, auf die man nicht verzichten
kann, ist die reine Biegung. Dabei nimmt die Cosserat-
sche Fliche, die die Platte reprisentiert, folgende Form
an

w=xi 2R, ®=—Z,w. 4.1
Unter Verwendung der Beziehung (3.1) gilt fiir die reine
Biegung

V=—w, ¢=0. (4.2)

Nach Einsetzen der Gln. (4.1), (4.2) in (3.2), (3.3) erhal-

ten wir
Q=0,Gy3=G33=0, Gj3=—(T'+F)/R,
G21 =(F—-I‘)/R. (4.3)

Betrachten wir dazu eine inhomogene elastische Schicht
der Dicke h. Dabei gehen wir davon aus, daf der Young-
sche Modul E, der Gleitmodul G und die Querkontrak-
tionszahl v fiir das entsprechende Material sich nur iiber
die Plattendicke indern. Dabei soll das Anderungsgesetz
eine gerade Funktion der Koordinate z sein. Diese Vor-
aussetzung ist notwendig, um die Biegeaufgabe vom ebe-
nen Spannungszustand abzukoppeln.

Bei zylindrischer Biegung hat das Verschiebungsfeld w
der neutralen Ebene entsprechend der Gl. (4.1) folgende
Deformationen in der Schichtebene

€1=—Z/R, €2=0. (4'4)
Die Normalspannungen betragen bei der zylindrischen
Biegung

vE
1-»2 R '

z
Oy = — — 0y =0. (4.5
15T R 02T I3 = (45)

Dies fiihrt zu folgenden Ausdriicken fiir die Momente
G11=Gé2=0, G12=—-D/R, G21 =;D/R, (4.6)
wobei

T 1 B2 g2

D= f dz,";:_ f
—hj2 122 D _ppg 1-02

dz  (47)



mit D als zylindrische Biegesteifigkeit der Platte und »

als einem der Querkontraktionszahl analogen Ausdruck.
Nach Gegeniiberstellung der Ausdriicke (4.3) und (4.6)
erhalten wir

r+F=D, F-T=%D, (4.8)
woraus u. a.
h/2
/ Gz2 dz (4.9)
~h/2
folgt.

Zur Bestimmung der Moduli A und B 16sen wir folgende
Testaufgabe. Wir betrachten eine Kreisplatte mit dem
Radius a und einem am Rand r = a wirkenden konstanten
Torsionsmoment. Dabei setzen wir

w=¥=0, ¢=9()), (4.10)

womit die GIn. (3.8) und (3.10) identisch erfiillt werden
und die Gl. (3.9) folgende im Plattenzentrum begrenzte
Losung besitzt

= % IO (xr) ’ )\2 = (4.11)

B+2I °

Dabei ist Iy die Besselfunktion fiir rein imaginire Argu-
mente.

Nach Einsetzen der Gl. (4.11) in (3.1) erhalten wir

@, = %‘” = cl) A1), Pg=0. (4.12)
Somit wird jeder ,Punkt” der Cosseratschen Platte nur
um die Richtung des Plattenradius gedreht, jedoch nicht
verschoben. Als Wert fiir das Torsionsmoment G, wel-
ches an der Stelle r = konst wirkt, erhalten wir nach Ein-
setzen der Ausdriicke (4.10), (4.11) in Gl. (3.3):

= c(B+2I) [AIy Ar) — 11 (An)]. (4.13)

B2I‘

Zu der erhaltenen Losung formulieren wir die Losung fiir
eine elastische Schicht der Dicke h, die durch eine Zylin-
dermantelfliche r=a begrenzt ist und freie Deckflichen
besitzt. Dazu setzen wir die Verschiebungen in der
Schicht wie folgt

u=w=0, v=v(,z2). (4.14)

Dabei seien u, v, w die Komponenten des Verschiebungs-
vektors im zylindrischen Koordinatensystem r, ©, z. In
diesem Fall sind nur folgende Spannungen im zylindri-
schen Koordinatensystem von Null verschieden [8]

7,0 = G—, T = G(———-. (4.15)

r

Nach Einsetzen in die Gleichgewichtsgl. [8]

aTze N aTre 2Tr9
az ar r

8

erhalten wir folgende Gl. fiir v:

) v 2v 1 dv
— h - ———)=0. 4.16
0z (Gaz)+G(a,2 r or ) ( )

Die Losung dieser Gl. bei belastungsfreien Deckflichen
lautet

v(r,z) = V() I; (ur), (4.17)

wobei I; die Besselfunktion des rein imaginiren Argu-
mentes ist und V(z) und p sich aus folgender Sturm-
Liouvilleschen Aufgabe bestimmen lassen

[G() ]+;,¢2 G(z)V=0,

z=+h/2:°— = 0. (4.18)
dz

Aus der Losungsvielfalt wihlen wir die Losung aus, die
dem kleinsten nichttrivialen u-Wert entspricht.

Den mittleren Verdrehwinkel @, iiber die Dicke finden
wir aus der Bedingung

h/2 min
J Gy-2z®)2dz =@
—h/2

(4.19)

e

Als Ergebnis erhalten wir

h/2

f V(2)2G (z) dz
—h/2

h/2

[ G222 dz
—h/2

&, = cl; (ur), c = (4.20)

Die dem Verschiebungsfeld (4.17) entsprechende Tan-
gentialspannung lautet

re =Gluly(ur) — 72 1, (ur)] V(). 4.21)

Damit bekommen wir fiir das dem Spannungssystem
idquivalente Torsionsmoment nach der Gl.

h/2
G = [ T1ozdz
T _h/2 r®

und unter Einbeziehung des Ausdrucks (4.21)
2 h/2
Gyp = [ulg (ur) — = I (un)le 1{/2 Gz2dz. (4.22)

Damit die Gln. (4.17), (4.22) mit den Gln. (4.12), (4.13)
zusammenfallen, miissen folgende Bedingungen erfiillt
sein -

u, B+2T h2 Gz2 d 2 2 4.23
= + = = 4. N
A=k, ,{,2 “ % Bror (4.23)

Daraus folgt unter Beachtung von (4.9), (4.11)



B=—T, A=u2T. (4.24)

Das Einsetzen der erhaltenen Moduli in die GIn. (3.1) —
(3.3), (3.8), (3.9), (3.11) ergibt folgendes Endergebnis

DV2V 2y +q+V2p =
Ve—ule+a/l =0,
w=—y+D/2TY2y +B/uT, (4.25)
® =Vo+TxV
Q = 12T+ VOV +6),
G = —T IV2p + 2IVWy + DV, ¥ —
- IDUV V.

Man kann leicht iiberpriifen, da die erste invariante
Form des Momententensors Null wird. Das bedeutet,
daf fiir die erhaltenen Ausdriicke der Elastizititsmoduli
die Torsionsmomente in zueinander orthogonalen
Schnitten dem Betrag nach gleich und dem Vorzeichen
nach entgegengesetzt sind, so wie dies auch in den Theo-
rien von Kirchhoff und Reissner gilt.

Im Falle homogener einschichtiger Platten erhalten wir

3 3
Nl

. __EW 2. ™
120-12) 12 7 '

u (4.26)

In der Theorie von Reissner [9] betrigt der Wert fiir
p2 =10/h2, d. h. er fillt praktisch mit (4.26) zusammen.

Wenn die Koeffizienten D, T, u fiir abschnittsweise kon-
stante E (z), G (z), v(z) iiber die Plattendicke ermittelt
werden, so stellt (4.25) das Gleichungssystem fiir mehr-
schichtige Platten mit starr verbundenen Schichten dar.
Beispielsweise erhalten wir durch dreischichtige Platten
mit relativ weicher Kernschicht und diinnen Auben-
schichten folgende Beziehungen:

_E Rt h2t p- Gy h2t
12(1— uz) 12

I

4.27)
2Gg

PER’ 2 =__°
1> u Gl ht .
Hierbei bedeuten h — die Gesamtdicke der Platte, t — die
Dicke jeder Aubenschicht, Gq, E;, v; — die Elastizitits-
charakteristika der AuBienschichten, Go — der Schubmo-
dul der Kernschicht. Diese Parameter fallen vollstindig
mit den in der Arbeit [10], empfohlenen zusammen.
AbschlieBend noch einige Bemerkungen zu den in [5]
und [7] dargestellten Ergebnissen. Aus der Theorie ein-
facher Schalen kann man eine entsprechende Biegetheo-
rie fiir Platten ableiten, die der hier vorgestellten Theorie
entspricht. Die Elastizititsmoduli fiir einschichtige ho-
mogene Platten (4.26) treten in der Theorie einfacher
Schalen nur in anderen Kombinationen auf, stimmen

jedoch wertmiiBig vollstindig iiberein. Der letzte Wert in

(4.27) ist mit entsprechender Vorsicht zu betrachten,
was ein Vergleich mit experimentellen Arbeiten in [5]
zeigte.

Anmerkung: Die in dem Artikel verwendeten Rechen-
regeln der Tensorrechnung und Tensoranalysis ent-
sprechen [5] und [7]. Dariiberhinaus sind die wichtig-
sten Regeln fiir die Kontinuumsmechanik z. B. in [8]
und [11] enthalten.
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