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Ein Differenzenverfahren zur Berechnung nichtisothermer Strémungen
hochviskoser Medien in gerade berandeten Durchstrémbauteilen

Chr. Plichta
1. Einfiihrung

In den vergangenen Jahren gingen von der Plastverar-
beitungsindustrie entscheidende Impulse fiir die Ermitt-
lung nichtisothermer Stromungsfelder in hochviskosen
Medien aus. Die Stromungsvorginge bei der Herstellung
von Plasterzeugnissen sind mitbestimmend fiir die Effek-
tivitit der Verarbeitungsprozesse und die Qualitit der
Enderzeugnisse. Die Kenntnis der Temperatur-, Druck-
und Geschwindigkeitsverteilung in stromenden Plast-
schmelzen hilft die Produktivitit der Maschinen zu stei-
gern, den Energiebedarf zu reduzieren und thermische
Schiidigung des Mat:rials zu vermeiden.

Bei den in den Werkzeugen auftretenden Fliefvorgingen
spielt die starke Temperaturabhiingigkeit der den Stro-
mungsprozeb charakterisierenden Stoffgrofen sowie das
nicht-Newtonsche Stoffverhalten der Plastschmelzen
eine dominierende Rolle. Aufierdem muf die Dissipation
bei den hohen Drackverlusten Beriicksichtigung finden.
Obwohl die Trigheitskrifte fiir die vorliegenden Stro-
mungsparameter (Re < 1) vernachliissigt werden kénnen,
bedingen die genannten Besonderheiten erhebliche
Schwierigkeiten bei der Losung der gestellten Aufgabe.
Zwischen Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld liegt
eine gegenseitige Beeinflussung bzw. Kopplung vor.
Einerseits hiingt das Geschwindigkeitsfeld iiber die Zzhig-
keitskrifte von der Temperatur ab, andererseits iibt das
Geschwindigkeitsfeld iiber die konvektive Wirmeleitung
sowie iiber die Dissipation eine Riickwirkung auf das
Temperaturfeld aus.

Fiir diese nichtlineare Problematik lassen sich keine ge-
schlossenen Losungen finden. Nachfolgend wird eine
numerische Losung fiir spezielle Randbedingungen und
reinviskoses Stoffverhalten auf der Grundlage eines Dif-
ferenzenverfahrens vorgestellt.

2. Mathematisches Modell

Das entwickelte Losungsverfahren beschriinkt sich auf
stationire Stromungen bei kleinen Re-Zahlen in ebenen
bzw. rotationssymmetrischen gerade berandeten Durch-
strombauteilen. Die Auswahl der geometrischen, rheo-

logischen und thermischen Strémungsparameter erfolgt

im Hinblick auf den Plastextrusions-Prozef [2].

Die den Stromungsvorgang beschreibenden Grundglei-
chungen der Kontinuumsmechanik besitzen unter Beach-
tung der genannten Voraussetzungen folgende Gestalt
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Beziiglich des Stoffverhaltens wurden ebenfalls verein-
fachende Annahmen getroffen [2].

Die Plastschmelze verhalte sich wie eine reinviskose ho-
mogene isotrope Fliissigkeit ohne Normalspannungsef-
fekte, sie geniige also dem rheologischen Stoffgesetz
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Die scheinbare Viskositit 7 ist eine Funktion der 2. In-
varianten IIp) des Deformationsgeschwindigkeitstensors
D und éindert sich mit Druck und Temperatur

ms = ns (p, T,p).

Die Temperaturabhingigkeit der Wirmeleitzahl wird
ebenfalls beriicksichtigt.

A= A(D),

Der thermische Volumenausdehnungskoeffizient e, die
spezifische Wirmekapazitit ¢, und die Dichte p werden
als konstant angesetzt, die Expansionsarbeit wird jedoch
in der Energiegleichung erfafit.

Als hydrodynamische Randbedingung wird die Giiltig-
keit der Haftbedingung vorausgesetzt.

Die geometrischen Berandungen miissen dergestalt sein,
dab im gesamten Stromungsgebiet die Hauptstrémungs-
richtung mit einer Koordinatenrichtung iibereinstimmt.
Fiir diesen Fall lassen sich die Quergeschwindigkeiten in
der Bewegungsgleichung naherungsweise vernachlissigen.
Bild 1 enthilt eine Zusammenstellung von Bauteilen, die
dieser Bedingung bei Wahl eines geeigneten Koordinaten-
systems geniigen.

Die thermischen Randbedingungen, bestehend aus der
Eintrittstemperaturverteilung und Wandrandbedingun-
gen 1., 2. oder auch 3. Art, miissen eben bzw. rotations-
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Bild 1
Berechenbare Durchstrémbauteile

symmetrisch sein, unterliegen aber keinen weiteren Ein-
schrinkungen. Nichtzusammenhingende Winde kénnen
auch unterschiedliche thermische Randbedingungen auf-
weisen.

3. Losungsverfahren und Programmaufbau

Unter der bei den vorliegenden Pe-Zahlen gestatteten
Vernachlissigung der Wirmeleitung in Léngsrichtung
fiihrt die Energiegleichung (3) auf eine nichtlineare para-
bolische Differentialgleichung. Damit lift sich die Auf-
gabe auf ein Anfangs-Randwertproblem zuriickfiihren.
Das gewihlte Losungsverfahren fiir das nichtlineare Glei-
chungssystem (1), (2) und (3) basiert auf einer schriti-
weisen Entkopplung von Energie- und Bewegungsglei-
chung. Die Losung der Energiegleichung erfolgt schich-
tenweise in Stromungsrichtung mittels eines impliziten
Differenzenverfahrens (Priadiktor-Korrektor-Schema) [3],
[4]. Die Differentialquotienten werden in Hauptstrs-
mungsrichtung durch riickwirtige Differenzenquotien-
ten und in Querrichtung durch zentrale Differenzenquo-
tienten angenihert. Damit ergibt sich fii: die Energieglei-
chung folgende Gitterpunktsgleichung.
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Die nichtlinearen Koeffizienten wurden dabei bereits
durch geeignete Niherungen ersetzt (Bild 2).

Die Koeffizienten A werden mit den im vorangegange-
nem bzw. im Zwischenschritt berechneten Temperatu-

K-12 K12 K2

K o
AT=f(v BT ) Kl

Querrichtung

g g+

ET je /Kurrgktorschritt
= . } Pradiktorschritt
Do)

J

i-1 1+

Bild 2
Differenzenschema

ren, Driicken und Geschwindigkeiten gebildet. Diese
Vorgehensweise entspricht einer schrittweisen Linearisie-
rung von (3). Die entstehenden Differenzengleichungen
bilden ein lineares Gleichungssystem mit einer Bandma-
trix, dessen Losung mit der ,,Ubertragungsmatrizen-
Methode” nur geringen rechentechnischen Aufwand ver-
ursacht [5]. Fiir jeden Halbschritt ist die Bewegungsglei-
chung (2) im Wechsel mit der Energiegleichung (3) zu
losen. Die Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung
fihrt auf ein Randwertproblem einer gewdhnlichen,
nichtlinearen Differentialgleichung [4], wenn die Quer-
geschwindigkeiten vernachlissigt und die Temperaturen
aus der in der Schicht bereits gelosten Energiegleichung
ibernommen werden.

Die Ordnung der Differentialgleichung hiingt von der
geometrischen Berandung ab. Als Randbedingungen lie-
gen die Haftbedingung (Symmetriebedingung) und die
Durchflubedingung vor. v

Die Differentialgleichung wird mit einem Mehrschrittver-
fahren nach Hamming [6] gelost. Die Einarbeitung der
Randbedingungen lift sich nur auf iterativem Wege
(Schiefiverfahren [7]) mit einem Newtonschen Nihe-
rungsverfahren fiir mehrere Veriinderliche erzielen.

Die Quergeschwindigkeiten werden niherungsweise aus
der Kontinuititsgleichung bestimmt. Eine anschliefende
Korrektur der Lingsgeschwindigkeiten mit dieser Nihe-
rung li6t sich wegen zu hoher Rechenzeiten nicht reali-
sieren. .
Die genannten L&sungsschritte sind bis zum Erreichen
des Kanalrandes zu wiederholen.

Das Losungsverfahren wurde fiir die Rechenanlage ESER
1040 programmiert. Das Programm TEGED enthilt
mehrere austauschbare Subroutinen und kann damit ver-
schiedene rheologische, thermische und geometrische Pa-
rameter wahlweise erfassen. An der Erweiterung des Pro-
gramms wird z. Z. noch gearbeitet. Mit dem Programm
kénnen aufierdem 3 Varianten der Gitteraufteilung rea-
lisiert werden.

Beziiglich der Datenverwaltung treten keinerlei Schwie-
rigkeiten auf, da fiir den Fortgang der Rechnung nur
Werte aus zwei zuriickliegenden Schichten benétigt wer-
den. Der Ablauf des Verfahrens wird im schematischen
FluBbild (Bild 3) skizziert.
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4. Ebener konvergenter Kanal
4.1. Modeligleichungen

Die Strémung im ebenen konvergenten Kanal kann im
Polarkoordinatensystem geeignet beschrieben werden

(Bild 4).

Bild 4
ebener konvergenter Kanal

Fiir diesen Anwendungsfall erfolgten
Berechnungen mit dem Potenzgesetz
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Uber die Koeffizienten 8 bzw. Fwird die experimentelle
Temperaturabhiingigkeit der scheinbaren Viskositit er-
fabt. K, n, ny, T, und B sind spezifische Stoffparame-
ter, & bzw. & beriicksichtigen die Druckabhiingigkeit.

Bei der Dimensionsbefreiung der Grundgleichungen wur-
den die Koordinaten in r- bzw. in r- und in p-Richtung
gleichzeitig verzerrt. Damit kann bei einem #quidistan-
ten Netz im transformierten System eine verinderliche
Schrittweite im Original erzielt werden.

Die Transformation I mit

c-L1 R , h=2 )
Yo T %o

bedingt eine Verkleinerung der Lingsschrittweite mit ab-

nehmendem Diisendurchmesser, d. h. mit steigender

Stromungsgeschwindigkeit.

Transformation II mit

1 R
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®)
bewirkt zusitzlich eine Verringerung der Querschritt-
weite in Richtung Wand. Sie ist fiir starke Temperatur-
spitzen in Wandnihe geeignet.

Die vereinfachten Grundgleichungen besitzen fiir die
Transformation I die Form
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Bis auf die Geschwindigkeiten, die auf die von s abhiin-
gige mittlere Geschwindigkeit bezogen sind, wurden alle
iibrigen dimensionslosen GroBen mit entsprechenden Be-
zugsgrofien am Eintritt (B) gebildet.

Fiir die dimensionslose Temperatur gilt

_T-Tg

9
Tg

(16)

Weiterhin wurden folgende modifizierte dimensionslose
Kennzahlen eingefiihrt

Re = ?72 Vg% 'R Reynoldszahl av
B

Die hydrodynamischen Randbedingungen lauten
v(-1) =10
v =2

VI =0
YI(1) = 0 bzw. Y11 (0)=0 Haftbedingung  (22)

bzw. ¥ (0) =1 Durchflubbedingung (21)

p(*1,1)=p, mitp, als Umgebungsdruck. (23)

Als thermische Randbedingungen kénnen auftreten, die
Eintrittsbedingung
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sowie die Wandrandbedingungen 0<s<l
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aufierdem sind auch gemischte Randbedingungen zu-
lissig.

Entsprechende Beziehungen ergeben sich fiir die Trans-
formation II [8]. Hierbei treten allein in den verschiede-
nen Termen der Gleichungen noch zusitzliche Koeffi-
zientenfunktionen in h auf. An der Wand fiir h = + 1 ent-
steht allerdings eine Singularitit. Dieses Problem kann
durch die Berechnung des wandnichsten Schrittes und
damit auch die Einarbeitung der Randbedingung iiber
die Transformation I umgangen werden.

Auf die Transformation II wird man vor allem dann zu-
riickgreifen, wenn, wie bei Temperaturspriingen, sehr
grofie Wandtemperaturgradienten zu erwarten sind.

Das in 3. skizzierte Losungsverfahren wurde fiir beide
Transformationen in den Programmen TEGED-EKOKA 1

bzw. TEGED-EKOKA 2 realisiert.
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4.2. Numerische Ergebnisse

Einige numerische Ergebnisse werden in den Bildern 6
bis 8 vorgestellt. Die Entwicklung von Temperaturpro-
filen fiir die symmetrische Wandrandbedingung konstan-
ter Wirmestrom und konstante Wandtemperatur ist dem
Bild 6 zu entnehmen. Den EinfluB der Diisengeometrie
verdeutlichen Bild 7 und Bild 8. Ahnlich wie bei der
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Bild 6
Entwicklung von Temperaturprofilen in Abhingigkeit vom

Weg s bei adiabater Rohrwand und konstanter Wandtemperatur T, = Tg

Rohr- und ebenen Kanalstromung kann bei technisch
wichtigen Dilsengeometrien (begrenzte Linge) keine be-
merkenswerte Anderung der Kanalmittentemperaturen
durch die thermischen Randbedingungen erzielt werden.
In Bild 7 ist das Anwachsen der maximalen Temperatu-
ren mit dem Offnungswinkel , zu erkennen. Ursache
fir dieses Verhalten bildet die zunehmende Dissipations-
leistung aufgrund der stirker ansteigenden Stromungsge-
schwindigkeiten. Die Riickwirkung des Geschwindig-
keitsprofils auf das Temperaturfeld erfolgt ebenfalls
hauptsichlich iiber die Dissipation, Einfliisse der konvek-
tiven Wirmeiibertragung stehen demgegeniiber zuriick.
Testrechnungen gaben weiterhin dariiber Auskunft, bis
zu welchem Offnungswinkel in der Bewegungsgleichung
Terme mit ¢, vernachlissigt werden kénnen. Als Schran-
kenwert konnte ¢, = 15° ermittelt werden. Ein Ver-
gleich mit der exakteren Losung ergab maximale Abwei-
chungen unter 3 %. Diese Vorgehensweise verkiirzt nicht
allein die Rechenzeit des aufwendigsten Losungsschrit-
tes, sondern schafft auch die Méglichkeit, leicht ge-
kriimmte Kanile niherungsweise zu berechnen [8], denn
sie entspricht der Anniherung der Geometrie durch ein
Stufenmodell.
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5. Schlufifolgerungen

Das vorgestellte numerische Verfahren erméglicht die
Berechnung von nichtisothermen Strémungen hochvis-
koser Medien fiir eine bestimmte Klasse von Durchstrom-
bauteilen und begrenzte Strémungsparameter. Eine Er-
weiterung des Verfahrens auf leichtgekriimmte Bauteile
mit kleinen Offnungswinkeln lifit sich vornehmen. Die
Erfassung beliebiger Geometrien durch zusitzliche Ite-
rationen fiir die Quergeschwindigkeiten ist zu rechenzeit-
intensiv und deshalb nicht praktikabel.
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Entwicklung von Temperaturprofilen in Abhingigkeit vom
Kanal6ffnungswinkel
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