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Zur Losung von Problemen der optimalen Steuerung in der

Kontinuumsmechanik
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1. Einleitung

Mit der rapiden Entwicklung der Methode der finiten
Elemente (FEM) seit der Mitte der 50er Jahre und dem
seither erfolgten schnellen Generationswechsel in der
elektronischen Rechentechnik stehen dem Ingenieur Mit-
tel zur Verfiigung, immer kompliziertere Tragwerke auf
gewiinschte Zustinde (Verschiebungen, Spannungen etc.)
hin zu analysieren. Beim klassischen Entwurf werden da-
bei die geometrische Konfiguration, die Materialparame-
ter und die Randkontur als fest vorgegeben betrachtet.
Die immer besser werdende rechentechnische Basis einer-
seits sowie die steigenden Anspriiche an Konstruktionen,
die unter schirferen Zustandsbeschriinkungen hergestellt
werden konnen, legt es nahe, in verstirktem MaBe die
bekannten Optimierungsverfahren fiir die Konstruktions-
praxis aufzubereiten. Je nachdem welche Parameter fiir
den Entwurf als variabel angenommen werden, wie die
Belastungen und Beschrinkungen vorgegeben sind, (sta-
tisch, dynamisch, aeroelastisch) und ob es sich um ein
diskretes oder ein Kontinuumstragwerk handelt, stehen
unterschiedliche Optimierungsverfahren zur Verfiigung.

Sie lassen sich wie folgt klassifizieren:

i,  Mathematische Optimierungsmethoden
ii,  Optimalititskriterien-Verfahren

ili, Theorie der optimalen Steuerung

iv,  Dynamische Programmierung.

Die ersten beiden Methoden werden schon sehr weit-
gehend genutzt, insbesondere fiir von Hause aus diskrete
Tragwerke. Jedoch sind die Uberginge flieBend, weil
auch die Kontinuumstragwerke bei Anwendung der
FEM-Verfahren indirekt als diskrete Tragwerke aufge-
fabt werden konnen. Auf dieser Idee basierend haben
Armand und Lodier [1] zum Beispiel eine Iterations-
methode fiir Platten minimaler Masse mit Hilfe eines
FEM-Programms mit im Element konstanten Momenten
entwickelt. Sie benutzt die notwendige Optimalitiitsbe-
dingung als Grundlage fiir die numerische Lésung.

Die Theorie der optimalen Steuerung li6t sich, wie nach-
folgend gezeigt wird, erfolgreich fiir die Optimierung von
Kontinuumstragwerken einsetzen. Voraussetzung ist da-
bei aber eine effektive Losungsmethode fiir die das Pro-
blem beschreibende Randwertaufgabe. Hierfiir werden
im internationalen MaBstab vorzugsweise FEM-Program-
me eingesetzt. Damit bestimmen die fiir die Diskretisie-
rung benutzten Elemente den Charakter der Lésung
(z. B. konstante, linear bzw. quadratisch veriinderliche
Dicken von Platten und Scheiben).

In der vorliegenden Arbeit wird die Losungsmethodik
fir Objekte der linearen Elastizititstheorie (Balken,

Platte, Scheibe) dargestellt. Sie beruht auf dem Uber-
gang zur jeweils verallgemeinerten Randwertaufgabe im
Sinne einer Variationsformulierung bzw. von Galerkin-
Gleichungen in der diskretisierten Darstellung und der
Herleitung von adjungierten Randwertaufgaben. Letztere
erfordern die Berechnung weiterer Zustiinde, die durch
Randwertaufgaben mit dem gleichen Differential- und
Randwertoperator wie bei der gegebenen Aufgabe aber
einer von der Art der Zielfunktion bzw. weiterer Neben-
bedingungen beeinfluBten rechten Seite der Differential-
gleichungen beschrieben werden. Die optimale Steuerung
laBt sich leider nur schrittweise erreichen. Dazu ist der
jeweiligen Aufgabe entsprechend ein Gradientenverfah-
ren zu konzipieren. Die Zustinde und Steuerungen sind
dabei in jedem Iterationsschritt neu zu berechnen.

2. Typische Randwertaufgaben

Wir betrachten im folgenden solche Modelle (Balken,
Platte, Scheibe), bei denen die zu steuernden geometri-
schen oder physikalischen Parameter u als Koeffizienten
einer gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichung
bzw. eines Differentialgleichungssystems einer Rand-
wertaufgabe mit der Zustandsvariablen z gegeben sind.
Dabei sei z eine n-dimensionale hinreichend glatte Vek-
torfunktion und u eine r-dimensionale (etwa stiickweise
stetige oder beschrinkt meBbare) Vektorfunktion mit
Werten aus dem Steverbereich U des RT.

In Operatorschreibweise lautet die Randwertaufgabe all-
gemein

A(m)z= q(x,u) xEQ 21)
Rz= g(x,u) x€T 2.2)
wobei £ der Definitionsbereich des Systems mit dem
Rand T ist. Vorldufig setzen wir das Gebiet als festge-
geben voraus, d. h. eine verinderliche Randgeometrie

wird noch ausgeschlossen. Zu bestimmen ist {z, u }so,
dah ein Zielfunktional

F(zu)= [f(zu)dQ = Min @2.3)
Q

minimiert wird und gegebenenfalls weitere Nebenbedin-

gungen

Gi(z,u) = [ gi(zu)dQ = C' = konstant 2.4)
Q

erfiillt werden.

Zur Erliuterung der Aufgabe (2.1) bis (2.4) seien die fol-
genden Beispiele gewihlt.
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P;:  Der Balken veriinderlichen Querschnittes mit mini-
malem Volumen und vorgegebenem Mittelwert der
Durchbiegung

Es seien:

El, s®(x) die Biegesteifigkeit,

V (x) die Verschiebung (Durchbiegung),
Ays(x)  die Querschnittsfliche,

q(x) die Linienbelastung des Systems.

Das Paar {V(x), s(x)} verkorpert die Zustands- und
Steuervariable des Systems, das durch die Randwertauf-

gabe
EL, (*(x) V'(x))" = q(x)
V(x) =0, EI, s®*(x)V'(x)=0

fir x€EQ  (25)

Vi) =0, V(x) = 0 fir x€ly (2.7)
(T'y frei drehbare Lagerung, I'y Einspannung) beschrie-
ben wird. Die Steuervariable (Formfunktion) s (x) mége
gemih s, (x) < s(x) < s, (x) beschriinkt sein, das Funk-

tional

F(V,s) = S{Ao s(x)dx = ISVI(;n) 2.8)

minimieren und der Durchbiegungsbeschriinkung
Gl(V,s)= S{}] (x) V(x) dx = C = konstant 29)

geniigen, wobei sich mit Hilfe von q (x) die Verschiebun-
gen lings der Stabachse wichten lassen.

Py: Die Kirchhoff’sche Platte verinderlicher Hohe
h(x;, xg) mit minimalem Volumen und vorgege-
benem Mittelwert der Durchbiegung.

Es seien:

Dixp der Elastizititstensor,
h(x;,x9) die Plattendicke,
q(x1,xg) die Belastung,

w(x), X3) die Durchbiegung.

Das Paar {w (x1, x9) ; h (xq, x2)} verkorpert die Zu-'

stands- und Steuervariable des Systems, das durch die
Randwertaufgabe

Dixpq 0% (x1,%2) Wpq) jik = q(xq,%g) fiir (x;,x9) €S

(2.10)
w=0,Mynn =0 fir (xj,x)€E, (2.11)
w=0,win =0 fir (x,x9)€ETy, (2.12)

(T'y frei drehbare Lagerung, 'y Einspannung, n; Rich-
tungsvektor der dufieren Normalen des Randes I' der
Platte) beschrieben wird. Die Steuervariable moge gemifs

h, (x3, x9) <h(xy, xg) <h, (x], xg) beschriinkt sein,
das Funktional

F(w,h) = [ h(x),x)d2 = Min (2.13)
Q
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minimieren und der Durchbiegungsbeschrinkung

Gl (w,h) = f q(xq, xg) W (%7, X9) dQ = C = konstant
Q (2.14)

geniigen.
Bemerkung:

Fir a = 3 erhilt man die Platte homogenen Materials,
mit « = 1 li6t sich die Sandwichplatte modellieren.

P3: Die Scheibe verinderlicher Dicke h (x;, x5) mit mi-
nimalem Volumen bei méglichst gleichférmiger Be-

anspruchung.
Es seien:
Dikpq der Elastizitiitstensor,
h (x1,%3) die Scheibendicke,
i die Flichenkraft,
v (x1,%9) der Verschiebungsvektor,

%k = DixpqVp|q der Spannungstensor.

Das Paar {Vk (x1,%2), h(xq,xg) } verkorpert die Zustands-
und Steuervariable des Systems, das durch die Randwertauf-

gabe
(h(x1, x2) Dipq Vplgdli * h(x1,%2) Xy = 0

fiir (x7,%9) € (2.15)
Vp b Vp_ fiir (xl ’ X2) (S Pl (216)
t =hoy n=t,  fir(x;,xy) €Dy 2.17)

beschrieben wird. Die Steuervariable mége gemif

hy, (x3,%9) <h(xq,x9) <h, (x7,Xg) beschrinkt sein,
das Funktional

F (v, h) = sz h (x;,%) dQ = Min (2.18)

minimieren und der Spannungsbeschriinkung entsprechend
dem von Mises’schen Bruchkriterium

®(0) = 3oy o — 004y — 202 <0,  (219)

geniigen, wobei 0, die einachsige Fliebspannung bedeutet.

Letzteres wird in die Funktionalform
Gl (v, h) = [®2(0)(1 +sign®(0))>dR2=0 (2.20)
Q

iiberfiihrt.
Weitere Probleme siehe [2], [3], [4].

3. Die allgemeine Losungsmethode

Probleme der optimalen Steuerung lassen im allgemei-
?)endie geometrische und/oder physikalische Konfigura-
ii) :lli(::nRandkontur als variabel zu. Da (wie im allgemei-
beineOnptimierungsproblemen) Einschrittlésungen nur in
einfachen Ausnahmefillen existieren, sind inkrementelle



Losungsverfahren mit kleineren Schrittweiten heranzu-
ziehen. Die Unterschiede zwischen den o. g. Fillen be-
stehen allein darin, da6 infolge der variablen Kontur eine
explizite Abkingigkeit von x auftritt, die bei der Varia-
tion der Funktionale zu beachten ist.

i) F@zu = [f(zudQ
Q
B of of
8F(z,u) = sz(sz-Gz + 5;6“)(19
i) F(x,z,u) = [f(x,z,u)dQ
Q
_ of of
0F (x,z,u) = é(gﬁz-fﬁb“u)dﬂ

+ ffﬁxinidP.
- T

Wir betrachten also nur den Fall i). Eine einheitliche Lo-
sungsmethode fiir die beiden Aufgabenklassen ergibt sich
dann wie folgt (Vgl. auch [5]). .

Mit Hilfe eines adjungierten Zustandes z, partieller Inte-
gration und Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes
libt sich (2.1) in das sogenannte verallgemeinerte Pro-
blem

2 (5 7) = (32) @.1)
iiberfiihren, wobei a, (z, z ) eine Bilinearform

ay (,2) = (A(u) 2,2) (3.2)
darstellt.

(3.1) bildet fiir die Diskretisierung mittels der Methode
der finiten Elemente die Grundlage fiir die Herleitung
der Galerkin-Gleichungen. Durch Zusammenfassung von
(2.3) und (2.4) erhilt man ein erweitertes Funktional

L(zu) = S{(f(z,u)nigi(z,u))dn = Min. (3.3)

Die Untersuchung dieses Funktionals hinsichtlich seines
Gradienten beziiglich der Steuerung u fiihrt zur Méglich-
keit, ein Gradientenverfahren aufzubauen, mit dem man
sich schrittweise der optimalen Steuerung nihert. Man
bildet dazu zuniichst die Variation

5L = f(—6 +5_5 +x,ag's +x, 8z)dﬂ 3.4)

Die Variationen des Zustandes und der Steuerung unter-
liegen aber gleichzeitig der Randwertaufgabe (2.1), (2.2)
bzw. der verallgemeinerten Form (3.1). Das gibt die
Maglichkeit, mit Hilfe von (3.1) die Variation 6z aus
(3.4) zu eliminieren.

Fiir die Probleme P; und Py mit dem homogenen Rand-
bedingungen (2.6), (2.7) bzw. (2.11), (2.12) d. h. g(x,uz
=0 f(})\ilgt als geeigneter Ansatz fiir adjungierte Zustinde z
bzw.Z

Am@)z = — x€EQ, (3.5)

Rz =0 x€T, (3.6)
bzw.

A() 2t = g—il xEQ, 3.7
R(u i = 0 x€T, (3.8)
weil damit die Identitiiten

sz(A(u);faz—g_gau* _ﬂs )dQ2=0, (39)

. . day (5,31

sz(A(u)a'!az_g_:au?1+1“_a(:L)au)dn=o (3.10)

die fiir —ai 6z und gl Bz benétigten iquivalenten For-

meln liefern.
Damit kann man (3.4)in die gewiinschte Darstellung brin-
gen.

0q » aau(zv:)
“(au T Tow

+k,( = a“—;z—))]a dQ.(3.11)
Hierbei bildet der Klammerausdruck im Integranden von
(3-11) den gesuchten Gradienten des Funktionals L.

Zu bemerken ist, 16 (3.5), (3.6) bzw. (3.7), (3.8) zu-
sitzlich zu l6sende Randwertaufgaben sind.

Fiir das Problem P; sind also (sinngemi6 mit den Rand-

bedingungen (2.6) und (2.7)) die Differentialgleichungen
EL, (& (x) V'(x))" = 0
EL, (* (x) V'®))" = §(x)

zu l5sen, fiir das Problem Py (Randbedingungen analog
zu (2.11) und (2.12)) sind es die Differentialgleichungen

(3.12)
(3.13)

Dypq % (x1, x) Wipdix = O, (3.14)y

Dipq W* (1o x2) Wi = 9(xp,x2).  (3.15)
Wie man leicht einsieht, sind jedoch die Zustinde V(x)
und w (x1, xg) identisch null.

Das Problem Pj beinhaltet wegen seiner inhomogenen
Randbedmgungen und der Spannungsbeschrinkungen
(2.20) einige Besonderheiten. Deshalb soll es etwas aus-
fihrlicher erliutert werden. Die Randwertaufgabe lift
sich in die verallgemeinerte Form

ShDy v ¥, dQ2— [t dT= [hX ¥, d©Q
Q ikpq Yplq Vkli Ftk k & Xy Vi
(3.16)

bringen. Das erweiterte Funktional sei von der Gestalt
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L (v, b, 0 p) = sz (E (k> ) + Ng! (v, b, 0 )) d 2 = Min
(3.17)

mit der Variation

of of og! o'
SL= [ (5— 8vj +— 8h+)\ -2 By + A5 8h
J Gy Bt My Ot Nigy
g
B Q. 3.18
+)‘1 aokp aakp)d ( )

Unter Beachtung des Stoffgesetzes %p = Dk pjq Ylq fiih-
ren wir die Variation & oy, gemiifs ,

— = —_— 2 6 V; d
f o0 6okp dQ f 00 kajq )Iq

og'

og'
_S{kajq (m)"‘ 8v; dQ (3.19)

auf die Variation der ZustandsgroSe zuriick und erhalten

of

Y ag! og!
5L-Sf2[ﬁ Swic + o Sh+ N(E-ka(m)lq)sv,

dgi ag!
oy % 3h1dQ N, £ 55:(_,,])"""“ 6v; ng dT". (3.20)
2

Andererseits ergibt die Variation von (3.16)

* *
sfz8h DikpqV¥plq¥ki 9 — sz (Dikpq b Vic|p)iq vp 42

+f tdw dT— [ 8t ¥, dP= [ 5h X, % d©2. (3.21)
r Q

2 r

Hieraus erkennt man die Ansitze fiir die adjungierten Zu-
stinde V) bzw. Vi in der folgenden Form als geeignet:
of

* _ . .
( Dikpq Vpla)} * 5, = 0 fir (x1,x)€ 9, (3.22)

Vi = 0 fir (x,x)€Ty, (3.23)
te = 0 fir (x,x)€Ty, (3.24)

bzw.

o ol g . _
(b Djpq ¥ plg)lj * 3o —Dikpq(aopq)lj =0

Vk
fir(x), ) €EQ  (3.25)
i=0 fir (x;, ) €Ty,  (3.26)
=D % fiir (x;,%9) €T (3.27)
k ~ “ikpq 30, 1y hur(xp,x2)<1a. -
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Damit erhalten wir endgiiltig

of
L= sz [(X Yk — Dikpq vpiq Vil 35

~i ~ agi
+ )\l(x‘k vll( —Djkpq ¥plq Vkij +5F)] 6hdQ2. (3.28)

Hierbei bildet die eckige Klammer den Gradienten des
Funktionals. Besitzt f(vy, h) die Form (2.18), so ist we-

gen g% = 0 der Zustand vj, identisch null.
k

Zusammenfassend stellen wir fest. Optimale Steuerpro-
bleme der Kontinuumsmechanik sind dadurch gekenn-
zeichnet, dab je nach der Wahl von Zielfunktion und
Nebenbedingung weitere adjungierte Randwertaufga-
ben entstehen, die zusitzlich zur gegebenen Randwert-
aufgabe zu lsen sind. Bemerkenswert ist allerdings, dab
sie den gleichen Differentialoperator besitzen. Damit
brauchen bei der Losung mit der Methode der finiten
Elemente nur die rechte Seite des Gleichungssystems
und die Randbedingungen verindert werden. Entspre-
chend der schrittweise erreichten Verinderung des Fel-
des der Steuerungen ist die Berechnung der Zustands-
und SteuergroBen im Wechsel solange zu wiederholen,
bis (im technischen Sinne) das Optimum gefunden ist.

4. Ergebnisse

Am Lehrgebiet Mathematik der Ingenieurhochschule
Cottbus werden Steuerprobleme des vorgenannten Typs
Py bis P3 und weitergehende Fragestellungen bearbeitet.
Fiir das Problem P, wurden fiir Balken mit Hohlkasten —
bzw. Doppel —T — Querschnitt in [6] der Formverlauf
bei minimaler Masse ermittelt und die Grenzen der er-
reichbaren Materialeinsparung bzw. Tragfihigkeitserho-
hung angegeben. Sie betragen beim

beiderseits freidrehbar gelagerten

Balken 16,6 bzw. 25 %
Kragtriger 45,0 bzw. 66,7 %
eingespannt freidrehbar gelagerten

Balken 23,7 bzw. 96 %

In Tabelle 1 sind fiir den beiderseits freidrehbar gelager:
ten Balken unter Gleichlast in Abhingigkeit von den
Koordinaten z; , z; der Umschaltpunkte angegeben

Betrag der oberen Schranke s,),

Betrag der unteren Schranke s,,,

relativer Materialverbrauch (bezogen auf den Balken
mit konstantem Querschnitt).

Der Verlauf der Formfunktion s (x) ist in Bild 1 skizziert.
Die Ergebnisse sind insofern von Interesse, als sie deut-
lich machen, daB Schranken im Betrag nicht beliebig
vorgegeben werden konnen.

Fir das Problem Py liegt ein nachnutzbares EDV-Pro-
gramm vor, mit dessen Hilfe sich die Dickenfelder von
Platten beliebiger Randgeometrie, Belastung und Lage-
rung ermitteln lassen. Es basiert auf dem Programm P4,



0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,35

0,40

0,45

0,50

" Tabelle 1

- 2;~0,0 0,05

1,0000 1,0088
1,0000 0,9988
1,0000 0,9994

1,0000
1,0000
1,0000

Betrag der oberen Schranke 8,  Betrag der unteren Schranke s, . relativer Materialverbrauch

0,1

1,0313
0,9901
0,9956

1,0223
0,9913
0,9961

1,0000
1,0000
1,0000

0,15

1,0625
0,9669
0,9860

1,0531
0,9680
0,9864

1,0299
0,9763
0,9899

1,0000
1,0000
1,0000

0,2

1,0883
0,9226
0,9694

1,0886
0,9236
0,9698

1,0643
0,9312
0,9726
1,0325
0,9531
0,9811

1,0000
1,0000
1.0000

S,

0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

1,1354 1,1710 1,2025 1,2276 1,2441 1,2500
0,8516 0,7494 0,6133 0,4419  0,2364 0,0000
0,9462 0,9181 0,8882 0,8609 0,8410 0,8333

1,1253 1,1605 1,1917 11,2165 1,2329 1,2388
0,8525 0,7502 0,6139 0,4424 0,2366 ©0,0000
0,9465 0,9183 0,8884 0,8610 0,8410 0,8333

1,0998 11,1341 11,1643 11,1884 11,2042 1,2099
0,8593 0,7560 0,6185 0,4456 0,2383 0,0000
0,9487 0,9199 0,8894 0,8616 0,8413 0,8335

i1,0664 11,0988 11,1274 11,1502 11,1652 1,1706
o,8788 0,7728 0,6318 0,4550 0,2433 0,0000
0,9554 0,9249 0,8928 0,8637 0,8426 0,8345

1,0312 11,0611 11,0875 11,1086 1,1225 11,1274
0,9207 0,8084 0,6603 00,4751 0,2539 0,0000
0,9706 0,9364 0,9011 00,8693 0,8463 0,8375

1,0000 1,0267 11,0503 1,0691 11,0815 1,0853
i1,0000 oO,8761 0,7142 0,5132 0,2740 0,0000
1,0000 0,9%8¢ 0,91277 0,8809 0,8546 0,8446

1,0000 1,0201 1,0362 1,0468 1,0506
1,0000 0,8129 0,5828 0,3108 0,0000
1,0000 0,9479 0,9023 038701 V,8580

1,0000 1,0128 1,0212 1,0242
. 1,0000 0,7149 0,3804 0,0000
2! 1,0000 0,9387 0,8957 0,8796

S ~ 1,0000 1,0069 1,0081
u 1,0000 0,5309 0,0000
1,0000 0,9352 0,9110

—
wAN

Bid 1
Verlauf der Formfunktion s (s)

z=0 2z,

0.8

1.0
1.2
1.4
1.6
1.8
2.0

02 %

1,0000 1,0011
| 1,0000 0,0000

2 1,0000 0,9520
Z, Z=7 1,0000

1,0000
1,0000

1 44

14

24

Verlauf der relativen Dicken fiir ein Viertel einer freiaufliegenden
Platte mit dem Seitenverhiiltnis 30 : 20 : 1

das von der Bergakademie Freiberg iibernommen wurde.
In Testrechnungen an freiaufliegenden Rechteckplatten
unter Gleichlast mit der relativen Dicke eins (Startdicke
der Berechnung) wurden die Werte der nachfolgenden
Tabelle gefunden.
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rel. Seitenverhilt- rel Dicke Material Erhdhung der

nis der Platte zur in Platten- einsparung Tragfihigkeit
rel. Ausgangs- mitte

dicke

20x20x1 1,17 182 % 36,9 %
25x15x1 1,44 20,7 % 107,4 %
30x20x1 1,34 18,9 % 79,6 %
40x20x1 1,40 16,7 % 96,0 %

Den typischen Dickenverlauf freiaufliegender Platten
minimaler Masse zeigen die Bilder 2 und 3. In den schraf-
fierten Bereichen (B} und By) ist die relative Platten-
dicke groBer als eins. Technologisch gesehen wire es na-
tirlich giinstiger,-in den Bereichen B; bis By konstante
Plattendicken zu haben. Das gibt zu der Fragestellung
AnlaB, wie man (ausgehend etwa von den in Bild 2 bzw.
3 vorhandenen Informationen) dann den inneren Rand
des Bereiches B, fiir eine unter diesen Bedingungen opti-
male Platte ermittelt. Diese Aufgabe fillt in die Klasse
der Probleme mit variablem Rand. Weitergehende Unter-
suchungen dazu sind vorgesehen.

Bild 3
Verlauf der relativen Dicken fiir ein Viertel einer freiaufliegenden
Platte mit dem Seitenv. rhiltnis 25 : 15 : 1
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