Anwendung von Parameterschatzverfahren zur Identifikation

mechanischer Schwingungssysteme

H. Diesing, W. Tischer

0. Einleitung

Zur Losung vieler technischer Probleme bildet die Mo-
dellierung, d. h. das Aufstellen eines moglichst ,,guten”
(addquaten) mathematischen Modells des realen physi-
kalischen Objektes oder Prozesses, eine wesentliche
Grundlage. Hier sei nur auf die Bedeutung mathemati-
scher Modelle fiir Steuer- und Regelungsaufgaben, die
ProzeGoptimierung und -iiberwachung, die Maschinen-
und Anlagendiagnostik sowie die Konstruktion verwie-
sen. Besondere Bedeutung kommt dabei den sogenann-
ten parametrischen Modellen zu, d. h. solchen Modellen,
die durch ein System von Gleichungen mit einer Anzahl
unbekannter (zu bestimmender) Parameter beschrieben
werden.

Die Aufgabe der Parameteridentifikation besteht in der
Bestimmung der freien Modellparameter auf der Grund-
lage des bekannten (gemessenen) Eingangs-Ausgangsver-
haltens des realen Systems. Hierzu existiert eine ganze
Reihe von Parameterschiitzverfahren, die in solchen Wis-
senschaftsgebieten wie Chemie, Biologie, Energetik, Ky-
bernetik, Astronomie, aber auch in der Okonomie und
Soziologie bereits breite Anwendung gefunden haben,
z.B. Gradientenverfahren, Stochastische Approxima-
tion, BAYES-Schitzung, Maximum-Likelihood-V erfah-
ren, Stochastische Suchalgorithmen, Methode der klein-
sten Quadrate u. a. )

Der vorliegende Beitrag beschiftigt sich mit der Anwen-
dung bestimmter Schitzverfahren in einem speziellen
Gebiet der Mechanik: der Modellierung linearer und
nichtlinearer mechanischer Schwingungssysteme unter
Beriicksichtigung deterministischer und stochastischer
Einfliisse. Die hier vorgestellten Schitzverfahren lassen
sich unter bestimmten Bedingungen auf die Methode der
kleinsten Quadrate (Least-Square-Method = LS-Methode)
zuriickfiihren, eines der einfachsten und iltesten Schiitz-
verfahren. Einige Nachteile dieser Methode, besonders
beziiglich der Giite der Schitzung, konnten in letzter
Zeit durch die Einfiihrung methodischer Verbesserun-
gen und abgewandelter Algorithmen ausgeglichen wer-
den, worauf im Folgenden noch eingegangen wird.
Andererseits bietet die LS-Methode nicht zu unterschit-
zende numerische Vorteile hinsichtlich des Aufwandes,
Speicherplatzbedarfes und der Rechengeschwindigkeit.
AufBerdem kann das Verfahren in seiner rekursiven Form
zur on-line-Identifikation eingesetzt werden.

Die Klasse der betrachteten Modelle umfaft alle Schwin-
gungssysteme, welche durch ein lineares oder nicht-
lineares Differentialgleichungssystem 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten dargestellt werden koénnen,
z. B. Einmassenschwinger mit einem Freiheitsgrad,
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Schwingerketten, Starrkorpermodelle, Mehrkorpersyste-
me und diskrete Balkenmodelle. Die vorgestellten Schitz-
verfahren arbeiten im diskreten Zeiibereich.

1. Aufgabenstellung

Wir betrachten ein mechanisches Schwingungssystem,
dessen Modell durch eine i. a. nichtlineare Vektordiffe-
rentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten

My+ G(y,y) + Go(y) = F(t) a.Dn

beschrieben wird. Hier bedeuten M — Matrix der Massen
und Trigheitsmomente, G(y,y) — dissipative Krifte,
G, (y) — Riickstellkraft, F(t) — Erregerkraft, y — Vektor
der verallgemeinerten Koordinaten. Eine aligemeinere
Darstellung erhilt man durch die Beschreibung eines sol-
chen Systems im Zustandsraum durch die Vektordiffe-
rentialgleichung 1. Ordnung

x = f(t,x,x) (1.2)

mit dem Zustandsvektor x der verailgemeinerten Koordi-
naten und Geschwindigkeiten,

x4 [—y_—_:l . (1.3)
y

Von besonderer Bedeutung sind lineare Schwingungs-
systeme, die durch die Gleichung

My + Dy + Cy = F(t) (1.4)

mit D — Dimpfungsmatrix und C — Steifigkeitsmatrix
beschrieben werden. Die (1.2.) iquivalente Zustands-
form lautet

x =Ax+b (1.5) "
mit x entsprechend (1.3) und

A= [—MgC%—M—iD] ’ b:[_F%S:I - @9

Die Dimension n des Vektors y ist gleich der Anzahl der
Freiheitsgrade des mechanischen Systems. Um eine mog-
lichst groBe Modellklasse zu erfassen wird vorausgesetzt,
dafB sich der Erregervektor F(t) aus einem deterministi-
schen und einem stochastischen Anteil zusammensetzt:

F(t) = Bu(t) + Qw(t) , (1.7)
hier sind u(t) die deterministische Erregung (bzw.
Steuervektor) und w(t) das Eingangsrauschen, welches
einen stationiren, ergodischen Zufallsvektorprozef mit
den Eigenschaften




E{w®)wT ()} =Ry8(t-7), Ry>0
E{u® wI(1) } =0 v tr
darstellt. B und Q sind Stellmatrizen.

Das Ziel der Parameteridentifikation besteht in der Be-
stinmung der Matrizen M, D, C, B und Q aufgrund der
bekannten Systemaus- und Eingangssignale y(t) und
u(t) bzw. bekannter Charakteristiken von w(t). Dazu
ist folgende Vorgehensweise moglich: Das reale Objekt
wird an bestimmten Stellen durch Testsignale erregt und
die Systemantwort y(t) in den Koordinatenrichtungen
in diskreten Zeitpunkten t} (k=0,1,... ,N=-1; N—
Anzahl der-Abtastwerte) gemessen (abgetastet). Mit Hil-
fe eines der im folgenden Abschnitt vorgestellten Verfah-
ren werden die Parametermatrizen des Modells (1.1.) ge-
schitat.

Deshalb muf zunichst die Modellgleichung vom konti-
nuierlichen in den diskreten Zeitbereich iiberfiihrt wer-
den bei Wahrung einer eindeutigen Zuordnung zwischen
den entsprechenden Modellparametern. Fiir den Fall des
linearen Modells wird dabei wie folgt vorgegangen ([2],
[4], [5], [6]): Die Schwingungsgleichung (1.4.) wird zu-
nichst in die Zustandsform (1.5.) iiberfiihrt. Ist der Zu-
standsvektor zum Zeitpunkt tx bekannt, so ergibt sich
die allgemeine Losung des Systems zum Zeitpunki ty 41
zu

E{w(t)} =0 :
} (1.8)

B+l
x(tern) = oM Wy (g o S AT Dy

b (1.9)

Es wird nun vorausgesetzt, daf das Erregersignal b(t) in
den Intervallen [ty, ti+1 ] konstant ist, d. h.

b(7) = b(tk) = const., V7€ [tk, tk+1]- (1.10)
Nach Einfiihrung einer konstanten Abtastzeit h
h=ti41 — t (1.11)

und Auswertung des Integrals geht (1.9) iiber in

x(k+ D)= APrchy + A1 P bk).  (112)
Mit den Abkiirzungen
A [ .
kh) = bkh) by
"(A )Ah"" (,\ ) ‘:u‘ (1.13)
G=e H=Al(e -]

erhilt man aus (1.12) das (1.5) entsprechende zeitdiskre-
te System

xk+1 = Gxg + Hbg (1.14)

d. h. eine Vektordifferenzengleichung 1.Ordnung mit
konstanten Parametern (die Matrizen G und H hingen
nur von der Abtastzeit h ab).

Die Forderung (1,10) kann in praktischen Fillen nur
selten verwirklicht werden, die Abtastfrequenz

fa= + (1.15)
muf dann méglichst grob im Vergleich zu den héchsten

Eigenfrequenzen des realen Systems gewihlt werden,
vgl. dazu z. B. [4] und [6]. Auierdem sei darauf verwie-

sen, daf die Matrix G nicht die besondere Struktur von
A besitzt und folglich das System (1.14) nicht unmittel-
bar in eine Form entsprechend (1.4) umgewandelt wes-
den kann. In [6] wird eine Ahnlichkeitstransformation
angegeben, mit Hilfe derer die Zustandsgleichung (1.14)
in eine Vektordifferenzengleichung 2. Ordnung iiber-
fiilhrt wird, in die nur der Koordinatenvektor y und die
Erregung F zu verschiedenen Zeitpunkten eingehen:

(1), =(2) L16)

Zusitzlichen Aufwand erfordert natiirlich die meistens
notwendige Riicktransformation der geschitzten M, D,
C, B(l) B(z) Q(l) und Q(z) zu den mechanisch inter-
pretierbaren M, D, C, B und Q.

Dient das Modell (1.14) als Ausgangsgleichung der
Schitzung, erfolgt die Riicktransformation z. B. durch
numerische Auswertung der Béziehungen (1.13).

Eine andere Moglichkeit zur Diskretisierung der Modell-
gleichungen bietet das Ersetzen der Ableitungen durch
die entsprechenden Differenzenquotienten, z. B.

Yk+1 — Yk-1 "
2h

Myk+2 + Dyk+1 + Cyk = Fial * + Fic

y (kh) ~

Yk+1 — 2¥k * Yk-1
h2

y (kh)~ (L17)
Einsetzen von (1.17) in (1.4) fithrt sofort auf eine dis-
krete Gleichung entsprechend (1.16). Diese Methode ist
insbesondere fiir nichtlineare Modellgleichungen geeig-
net, fiir die die oben angefiihrte Diskretisierungsmethode
nicht zutrifft.
Eine weitere wichtige Frage, besonders hinsichtlich einer
Interpretation der geschitzten Parameter am realen Ob-
jekt, stellt das Problem der Identifizierbarkeit des durch
eine Modellgleichung beschrichenen mechanischen
Systems dar, d. h., ob aus dem Eingangs-Ausgangsver-
halten (Ubertragungsverhalten) des Systems eindeutig
auf die Systemparameter geschlossen werden kann, s.
[4], [6] und [9].
Eine notwendige und hinreichende Bedingung zur Para-
meteridentifizierbarkeit eines linearen, zeitinvarianten
Mehrkorpersystems findet man in [7]. Danach ist das
System (1.4) mit der Erregung (1.7) und B=Q genau
dann parameteridentifizierbar, wenn eine der Matrizen
M, D, C und B bekannt und reguliir und das System voll-
stindig steuerbar ist. Voraussetzung ist, daf die Ein-
gangs- und Ausgangssignale, d. h. alle Komponenten der
Vektoren y und u, bekannt sind.

2. Parameterschiatzverfahren

In letzter Zeit wurde eine Vielzahl von Parameterschitz-
verfahren fiir dynamische Systeme entwickelt und mit
mehr oder weniger grofem Erfolg fiir praktische Zwecke
eingesetzt. Einige dieser Methoden wurden oben bereits
erwihnt, s. z. B. [1], [4], [5], [6], [9]. Dabei unterschei-
den sich die Verfahren sowohl nach der Modellklasse,
auf die sie angewendet werden, als auch durch ihre
statistischen Eigenschaften, die Qualitit der Schitzung

~und den theoretischen und numerischen Aufwand. Ver-

gleichende Aussagen findet man z. B. in [1] und [9].
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Die weiteren Betrachtungen dieses Beitrages bleiben im
Rahmen der linearen Schitztheorie. Sie griindet sich auf
die Annahme, daf zwischen den im Vektor ® zusam-
mengefaBiten Systemparametern und dem Erwartungs-
wert der gemessenen Systemausginge Y ein linearer Zu-
sammenhang besteht, d. h.

E{Y} =XO, 2.1)

hier sei X eine bekannte Matrix. Die Gleichung (2.1)
kann auch in der Form

Y=XO+e 2.2)
geschrieben werden mit dem Vektor € als sogenannten
Gleichungsfehler. Im allgemeinen werden die Vektor-
prozesse Y und € als normalverteilt angenommen. Die
Aufgabe besteht in der Schiitzung des Parametervek-
tors © aufgrund einer Realisierung des Vektorprozes-
ses Y. Den geschiitzten Parameterwert, basierend auf N
Messungen, bezeichnen wir im Folgenden stets mit

ON. Zur Beurteilung der Giite der Schiitzung werden die
folgenden Eigenschaften definiert:

Definition 2.1.: ([1], [4])
Die Schitzung O fiir © heift erwartungstreu (unbia-
sed), wenn ihr Erwartungswert gleich © ist, d. h.

A
E{én} =© V N.
Pﬁhiﬁon 2.2.: ([1], [4))
ON sei eine Schitzung von © bas’égrend auf N Messun-
gen. Die Folge von Schitzungen {GN, N=0,1,..., '°°}
heifsit konsistent, wenn sie bei N = o in Wahrscheinlich-

keit gegen © konvergiert,
A prob.

N —©
Definition 2.3.: ([1], [4])
Die Folge { On, N=0,1,.. .,°°} konvergiert im
quadratischen Mitteln gegen ©, wenn gilt

limE{(éN—G)T(aN—@)}=O.

N—>oo

(schwache Konsistenz).

Die Konsistenz nach Definition 2.2. ist i.a. schwer fest-
zustellen. Es ist deshalb von grofier praktischer Bedeu-
tung, daB aus der Konvergenz im quadratischen Mittel
die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit folgt. Aufierdem
ist eine konsistente Schiitzung stets asymptotisch erwar-
tungstreu [4] (die Umkehrung dieser Aussage ist falsch).

2.1. Methode der kleinsten Quadrate (LS-Methode)

Dieses relativ einfache Parameterschitzverfahren geht
auf Berechnungen von Gaufi zur Bewegung von Him-
melskérpern zuriick und wurde seither in vielen Varian-
ten weiterentwickelt. Das Wesen der Methode besteht

A .
darin, einen Schitzwert ®N des Parametervektors © zu
finden, welcher die Summe S der Fehlerquadrate mini-
miert, d. h.

S=eTe=(Y—XO)T(Y—XO)—> min. (2.3)
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Eine Gradientenbildung nach © und Nullsetzen der Ab-
leitungen fiihrt sofort auf die explizite Schitzformel

N =0 X )1 X2 Y (24)
SR A -
unter Voraussetzung der Invertierbarkeit der Matrix
(X.: X.N) (GauBi-sche Normalmatrix). Die Schitzung
(2.4) ist linear in YN und erwartungstreu unter folgen-
den Bedingungen:

a) E{e} =0 und

b) € nicht autokorreliert.

Die Konsistenz der Schitzung kann unter bestimmten
Bedingungen (s. [1], [4]) ebenfalls gewihrleistet werden.
Der Gleichungsfehler €N ist normalverteilt und stati-
stisch unabhiingig von ©. Simtliche hier genannten Be-
dingungen und Voraussetzungen sind in praktischen An-
wendungsfillen nur selten zutreffend, selbst die Erwar-
tungstreue kann bei einer endlichen Anzahl von Messun-
gen nicht gewihrleistet werden. Diese Nachteile der LS-
Methode konnen durch Modifizierungen, auf die im
nichsten Abschnitt eingegangen wird, ausgeglichen
‘werden.

In einigen Fillen ist jedoch die LS-Schiitzung durchaus
ausreichend. Die Schitzformel (2.4) hat dariiber hinaus

den Vorteil, daB sie in einer dquivalenten rekursiven
Form geschrieben werden kann, bei der die Inversion der

Matrix (Xg X)) nicht ausgefiihrt werden mub und die

numerisch so giinstig gestaltet werden kann, dak sie zur
on-line-Identifikation gut geeignet ist. Dazu fiihrt man
die Matrizen

Po=(X, X)1 (k=0,1,...,N-1) (2.5)

ein und bezeichnet die k-te Zeile von XN mit x{ sowie
die k-te Komponente von Yy mit y; . Damit kann fiir
die Matrizen Pk die rekursive Formel

- T T 1
Pror = Xy X + 3349 X4q)
X, XT
<I—Pk k;l K+l > P,
L4xa Pexen

geschrieben werden, die unmittelbar aus (2.5) und dem ,
Lemma zur Matrix-Inversion folgt [4]. Es sei ausdriick-

lich darauf verwiesen, daB der Ausdruck Q1 +x: +1
Py X, ;1) ein Skalar darstellt. Die LS-Schitzung kann
nun durch folgende Gleichungen berechnet werden:

A A T A
Ok +1 = Ok +Ki+1 (Yk+1 — x5, O)

(2.6)

T 1 2.7)
Ki+1 = P xi+1 (1+ x4 Pic xk41)

mit k=0,1,...,N-1 und Kik+1 als zeitverinderlicher
Korrekturmatrix (— vektor). Die Gleichungen (2.6) und
(2.7) sind véllig équivalent zu (2.4). Den Startwert P,
erhilt man entweder aus einer Anfangsschitzung nach
(2.5) oder man setzt einfach

Po=all (2.8)



mit hinreichend kleinem a. Man kann zeigen, dab fiir
groBie N der EinfluB von « verschwindet.

Es sei noch bemerkt, daf mit Hilfe des Algorithmus
(2.6), (2.7) auch langsam zeitverinderliche Parameter
geschitzt werden konnen. Dazu fiihrt man z. B. eine
exponentielle Wichtung der Daten ein

.1 -1 T
P = 7P X 29)
mit
0<y<1 (2.10)

und erhilt einen zu (2.7) analogen Algorithmus.
Durch die Einfilhrung einer Wichtungsmatrix Z in die
SummeS d. h.

= (Y-XO)T (Y -X6) (2.11)
kann ebenfalls eine Wichtung der gemessenen Daten er-

reicht werden. Minimierung von (2.11) filhrt auf die
Schitzformel

2 T T
on = Xy ZXp) Xy ZYy - 2.12)

Ist Z die Kovarianzmatrix des Vektorprozesses Y, so er-
hilt man aus (2.12) die bekannte GauB-Markov-Schiit-
zung, die neben den bereits genannten noch die Eigen-
schaft einer minimalen Fehlerkovarianzmatrix besitzt.
Die Schitzgleichung (2.12) wird auch als Methode der
gewichteten kleinsten Quadrate bezeichnet.

2.2. Methode der Hilfsvariablen (IV-Methode)

Ein zur LS-Methode alternatives Verfahren zur Kompen-
sierung der erwiihnten Nachteile bietet die Methode der
Hilfsvariablen (Instrumental Variables Method).

Ausgangspunkt blldet die Gleichung (2.2), die von links
mit einer Matrix W multipliziert und nach @ aufge-

16st wird:
T .1 o T T N
O = (Wy Xy Wy Yy — Wy X)) Wy ey . (213)

Die Matrix WN wird nun so konstruiert, daf die folgen-
den Bedingungen erfiillt sind:

prob.

.o

2.14)
prob. (2.14)
b) wl NXy——R,, und detR,_%0

Danut folgt aus (2.13) (bei Vernachlissigung des Glei-
chungsfehlers) die Schitzformel

on = WX WE Yy @.15)

Die Bedingungen (2.14) sind notwendig und hinreichend
fiir die Konsistenz der Schiitzung (2.15) nach Definition
2.2 und somit auch fiir die asymptotische Erwartungs-
treue.

Definition 2.4: ([4], [6])

Eine Matrix Wy, die den Bedingungen (2.14) geniigt,
heift Hilfsvariablenmatrix, der Schitzer (2.15) heifit
in diesem Falle Hilfsvariablenschiitzer.

Die grofiten Schwierigkeiten liegen hier natiirlich in der
Konstruktion der Hilfsvariablenmatrix und inshesondere

in der exakten Erfiillung der Bedingungen (2.14). Hierzu
gibt es eine Reihe von Vorschligen (z. B. in [1], [4] und
[6]).die meistens auf die Verwendung eines Hilfsmodells
hinauslaufen. Trotzdem wird der erhohte numerische
Aufwand im Vergleich zur LS-Schitzung durch die ver-
besserten Konvergenzeigenschaften der IV-Schitzung
gerechtfertigt.

Der IV-Schitzer (2.15) kann ebenfalls in rekursiver
Form geschriecben werden, die entsprechenden Glei-
chungen sind véllig analog zu (2.6) und (2.7).

3. Parameterschitzung in mechanischen Schwin-
gungssystemen

Bei der Anwendung der hier heschriebenen Schitzver-
fahren auf mechanische Schwingungssysteme muf zu-
niichst zwischen 2 Fillen unterschieden werden:

1. Systeme, bei denen der zeitliche Verlauf simtlicher
Ausgangs- und Eingangssignale am realen Objekt ge-
messen werden kann (Systeme mit vollstindiger Be-
obachtung); auf solche Systeme sind die bereits an-
gefithrten Schiitzverfahren direkt anwendbar;

2. Systeme, bei denen nicht alle Ausgangssignale in
ihrem zeitlichen Verlauf gemessen werden kénnen
(Systeme mit unvollstindiger Beobachtung), z. B. bei
komplizierten Maschinenbaugruppen mit vielen Frei-
heitsgraden; hier sind die in Abschnitt 2. angefiihrten
Schitzverfahren nicht direkt anwendbar, sondern
miissen modifiziert werden.

Um Verwechslunge.i zu vermeiden, sei an dieser Stelle
ausdriicklich darauf verwiesen, daB die unter 1. und 2.
eingefiihrten Begriffe nicht identisch sind mit -dem
mathematisch-kybernetischen Begriff der Beobachtbar-
keit eines Differentialgleichungssystems, wie er in der
Systemtheorie gebraucht wird. So kann ein System in
letzterem Sinne durchaus beobachtbar sein, ohne daf
die Zeitverliufe aller Ausgangskoordinaten vorliegen.
In diesem Zusammenhang muf auch bemerkt werden,
daB die oben definierten Begriffe in dieser Form nicht

in der Literatur vorkommen.

3.1. Systeme mit vollstindiger Beobachtung

Ausgangspunkt bildet hier das diskrete System (1.16).
Unter Beachtung der in Abschnitt 1. angefiihrten Iden-
tifizierbarkeitsbedingungen wird ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit die Massenmatrix M als bekannt und regu-
lir angenommen und die rechte Seite sei in der Form

E(I)Uk-g.l + -ﬁ(z)uk darstellbar. Die Matrizen D, C, B()

und B?) sind zu bestimmen. Die Ausgangs- und Ein-
gangssignale liegen in N MeBpunkten vor. Nach Einfiih-
rung der Vektoren und Matrizen
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Ta T | TE T T
X T 7Ykl Yk Yk Y%

e™2[D! s} 5)
e M ] ]
T T T
Y2 X eo
T T T
Y3 Xy € 3.1)
YN g M . XN '—‘ . eN § .
T T T
YN+1 *N-1 eN-1
S L L J
kann (1.16) in der Form
Mye2=0Txe e oger (3-2)
Yy =XyO+tey 3.3)

mit ex bzw. eN als Gleichungsfehler geschrieben werden.
Damit ist das Ausgargssystem in die typische LS-Struk-
tur (2.2) gebracht ui.d die Methode der kleinsten Qua-
drate kann unmittelbar auf (3.2) bzw. (3.3) angewendet
werden. Es ist lediglich zu beachten, daf es sich hier bei
YN, en und © um Matrizen handelt. Das zu minimieren-
de Zielfunktional lautet dann

$(8) = sp (ex €x) (3.4)

und eine Minimierung nach @ fithrt auf die bereits be-
kannte Schitzformel (2.4).

Denkbar sind natiirlich auch andere Variationen der Auf-
gabenstellung, beispielsweise kénnen Massen- und Stei-
figkeitsmatrix bekannt sein und die Dimpfungsmatrix
ist zn bestimmen oder die Stellmatrizen der Erregung
sind unbekannt. Wichtig ist allein, daB die Ausgangs-
gleichung die typische LS-Struktur aufweist, d. h., dab
die Parametermatrizen linear in das Gleichungssystem
eingehen. Demzufolge konnen auch die Parameter in
nichtlinearen Systemen nach dieser Methode geschitzt
werden, solange die LS-Struktur erhalten bleibt. Dies
kann anhand einer einfachen nichtlinearen Gleichung

) 3 ,
Vierz Fd¥gay T oy By =N @.5)
verdeutlicht werden.
Mit
d
_ c T_ 3
6= 8 und x = [— Yie+1 Vi — Vi “k] 3.6)
n

erhilt man sofort die gewiinschte LS-Struktur
T .
Y42 =% © \ 3.7

Zur Konvergenz der rekursiven LS-Methode bei dyna-
mischen Systemen sei besonders auf [10] und [4] ver-
wiesen. Einen Konsistenzbeweis fiir Systeme (1.14) fin-
det man beispielsweise in [4].
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3.2. Systeme mit unvollstindiger Beobachtung

Wir betrachten zuniichst das System (1.5), dem eine
sogenannte Mefigleichung

2(t) = Ux(t) + v(t) (3.8)

hinzugefiigt wird. U ist eine i.a. rechteckige MeBmatrix,
v(t) das stationire MeBrauschen mit den Eigenschaften

E{v(H} =0
E{v@®)vI(r)! =R,8(t—7), R,>0 (3.9)
E{viow (! =0 ¥t,r

Fiir die Dimension des Me6vektors z(t) gilt

dimz < dimx. (3.10)
Nach der Diskretisierung geht (3.8) iiber in
z = Ux +v (3.11)

und den entsprechenden Eigenschaften (3.9) im diskre-
ten Bereich. Da in der Praxis meistens die Koordinaten
(Auslenkungen) gemessen werden, hat U die Gestalt

U=[U;}0] (3-12)

Uy ist eine Blockmatrix der Dimension (dim z) x (dim y).
Es ist sofort zu sehen, daf die LS-Methode nicht direkt
auf das Gleichungssystem (1.14) und (3.11) angewendet
werden kann, obwohl die typische LS-Struktur durch
die Einfilhrung von (3.11) nicht zerstort wird. Davon
kann man sich durch Einsetzen von (1.14) in (3.11),
letztere fiir (k+1) geschrieben, leicht iherzeugen. Allez-
dings werden infolge der Rechteckstruktur von U bzw.
Uy bestimmte Parameter ausgeblendet, die dann auch
nicht geschiitzt werden kénnen.

Eine Moglichkeit zur Losung dieses Problems wird in
[4] und [8] gezeigt. Auf die Gleichungen (1.14) und
(3.11) wird die z-Transformation (diskrete Laplace-
Transformation) angewendet und dann (1.14) in (3.11)
eingesetzt.

Man erhilt die Gleichung

7 = Uzl — G)'L Hby +¥ (3.13)

mit Zi, Vi und by als z-Transformierte von 7, v und
bk. Schreibt man (3.13) mit Hilfe von
dj(zI-G |
(1-Gyt = 2UEZY) (3.14)
det (zI-G)
aus und fiihrt die Riicktransformation durch, erhilt
man

Zk+m *Om.] Zk+m-1 t ... T 0o 2k = UCH. 1 Hbgymop +...4
+UC, Hby (315)
mit Cy, C1,..., Cn.1 als Koeffizientenmatrizen von
adj (z I-G) und m ist die Dimension von G.
Auf (3.15) ist unmittelbar die LS-Methode anwendbar.
Im Ergebnis werden die Parameter ap,..., om.3
(Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von G)
und U CoH, ..., UCy.1 H geschitzt. Damit konnen
die Eigenfrequenzen des Systems und, wenn U und H

bekannt sind, Teile der Systemmatrix G bestimmt wer-
den.



Eine andere Methode zur direkten Schitzung von G und
H sowie der fehlenden (nicht gemessenen) Systemaus-
ginge ist die Kombination des rekursiven LS-Schitzers
(2.6), (2.7) mit einem Kalman-Filter (bei stochastischen
Stérungen und MeBrauschen) oder einem rekursiven
Beobachter (im deterministischen Fall). Der Kalman-
Filteralgorithmus fiir das zufillig gestorte System (1.14)
mit der MeBgleichung (3.11) lautet z. B. fiir H=1 und
by — weiBes Rauschen mit der Intensitit Ry,

~

Extrapolation: x;: a° G;;k
S

*

T
K+l GSkG +Tb
*

A *
Xea1 = X Ty (g —Uxyy)
C_q* Tt Tap oyl
a1 =8 UT (U8 U7 +Ry)
*
Ser1 = I=Liy U Sy
Anfangswerte: x(0) =x_ ; S(0) =S,

Korrektur:

2

Zur Schitzung der Parametermatrizen und des Zu-
standsvektors wird folgender Algorithmus vorgeschlagen:

Apriori-Kenntnisse: ;co Gy s Hy

P, .S,
k-ter Schritt: ;‘k , Gk , H  berechnet.
Berechnung von (z) ,; — Ux: +1)
sowie L, ., und K,

(k+1)-ter Schnitt: Berechnung von X und
g k+1

A T _ :
®k+1 = [ Gk+1 : Hk+1] nach
(2.6), (2.7) und (3.16)

Die Konvergenz der Schitzung hingt dabei wesentlich
von den Startwerten ab. In Unterschied zu dem hier vor-
geschlagenen Verfahren kommt die in [11] untersuchte
Methode des Erweiterten Kalman-Filters aus dem Be-
reich der nichtlinearen Schitztheorie und erfordert
wesentlich hoheren Rechenaufwand.

4. Numerische Beispiele

Die numerischen Beispielrechnungen sollen die Anwen-
dungsfihigkeit der Schitzverfahren zur Parameteridenti-
fikation mechanischer Schwingungssysteme demonstrie-
ren.

Verwendet wurde vorerst ausschliefilich die Methode
der kleinsten Quadrate (Schitzformel (2.4), (2.6)).

Sie erfordert einen geringen numerischen Aufwand,
weist aber Nachteile hinsichtlich der Konsistenz und Er-
wartungstreue auf (Abschnitt 2.1). Deshalb ist ihr Ein
satz oder der eines modifizierten Verfahrens (Abschnitt
2.2) nicht generell, sondern in Zusammenhang mit der
Problemstellung zu entscheiden. '

Zur Parameteridentifikation linearer Schwingungssyste-
me wurde ein Algorithmus programmiert, der die speziel-
le Struktur einer Reihe diskreter mechanischer Schwin-
gungssysteme beriicksichtigt. Die damit erzielte Ver-

(3.16)

ringerung der zu schitzenden Parameter fiihrt auf eine
Reduzierung des numerischen Aufwandes. Gleichung
(1.4) wurde dazu in folgender Weise modifiziert

Z}miMi}"'+ Zd; Djy+ZexCry=F(t) (4.1)
@) @) k)

wobei

mj, dj, ¢~ die Parameter und

M;, Dy, Cx  die bekannten die Struktur beschreibenden
Matrizen sind.

Um die Programmeingabe zu erleichtern und den Spei-
cherplatzbedarf zu verkleinern, wurde vereinbart, dab
die Strukturmatrizen nur wenige von Null verschiedene
Elemente besitzen. Trotz dieser Einschrinkung kénnen
noch viele diskrete lineare Schwingungssystemstruktu-
ren behandelt werden — so das Starrkorpersystem, die
lineare Schwingerkette, die verzweigte rdumliche
Schwingerkette. In Bild 1 ist das aligemeinste Element,
fiir das das Programm ausgelegt wurde, schematisch dar-
gestellt.

%

=

Bid 1

Element eines diskreten linearen Schwingungssystems mit seinen
Kopplungen zu den Nachbarelementen, die die Rechenpro-
grammauslegung zulift.

Der Erprobung des Programms dienten einfache Schwin-
gungssysteme, deren Ausgangssignale rechnergestiitzt
bei vorgegebener Erregung ermittelt wurden. Vorgestellt
werden die Berechnungsergebnisse des in Bild 2 darge-
stellten Zweimassenschwingungssystems. Bild 2 zeigt
ferner die berechneten Ausgangssignale (Schwingwege
x1 und x2) bei der ebenfalls eingezeichneten Dreiecks-
wegerregung.

Geschitzt wurden mit Hilfe des Programms Werte fiir die
Feder- und Dimpfungsparameter cj, cg und d. Eingabe-
groBen waren die Massen mj und mg, die Strukturmatri-
zen sowie die zeitdiskret abgetastete vollstindige Ein-
gangs- und Ausgangsinformation. Die Ergebnisse der Be-
rechnung in Abhiingigkeit von der Stiitzstellenzahl zeigt
das Bild 2.

Die Parameterschitzwerte weichen nach relativ wenigen
Schritten nur noch unerheblich von den exakten Werten
ab.

Die prinzipielle Eignung der Schitzverfahren zur Identi-
fikation der Parameter von nichtlinearen Schwingungs-
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| , 1 ] l
20 3 40 50 60 8d
Bid 2
Modell des Zweimassenschwingers, Eingangss und A
Elgla}e, geschitzte Systemparameter in Abhiingigkeit von
er Stiitzste N (Exakte Werte: d = 300; ¢y = 2,5 * 10°:
c2 = 1,5 . l(:k;lzahl 01 ,5 10 '

'332'”‘4\'“%

300 I for

d
400 |

|
|
200 1 96 4 l

0110'5
2,6

2,51 et I [

2,4 2,42

|

0212' l

2,53 1

1,6 I

Bild 3

Parameterschiitzwerte fiir das nichtlineare Schwingungssystem
(Formel (4.2)) in Abhangigkeit von der Stiitzstellenzahl N
(Exakte Werte: d = 300; ¢; = 2,5 * 10%; c5 = 1,5 * 106;
€=2000)
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Bild 4

Parameterschitzwerte des Einmassenschwingers (Formel (4.33)
bei unvollstindiger MeSinformation in Abhingigkeit von dar
Stiitzstellenzahl N (Exakte Werte: ¢ = 1,25;d = 0,9).

anteilen wurde mit einem speziellen Rechenprogramm
fiir das durch die Gleichungen (4.2) beschriebene Zwei-
massensystem erprobt.

my x1 +d(x] —x2)+¢1 (x1 —x2) =0

m2x2 —d(xX] —X2)— ¢1 (x1 —x2) 4.2)

+cg(xg—8) +€(x2—s)3 =0

Die Parameterschiitzung erfolgte in gleicher Weise wie
bei der vorgestellten Parameteridentifikation des Zwei-
massenschwingers in Bild 2. Zusiitzlich wurde der
Koeffizient € der Nichtlinearitiit ermittelt.

Die Ergebnisse sind analog zum ersten Beispiel in Bild 3
dargestellt.

Auch hier kann nach relativ wenigen Schritten eine gute
Anniherung der geschitzten an die exakten Parameter
festgestellt werden. '

Die Wirkungsweise des rekursiven LS-Schitzers in Kom-
bination mit dem Kalman-Filter wird anhand des ein-
fachen Beispiels

—1 h Xk
cd rk Wk

Xk+1
Tk+1

zk = [1 O]l:::‘1 E {wk} =0; E{Wkwl} =Rw okl
J

@43



(Einmassenschwinger mit stationiirer Zufallserregung
wk) demonstriert. Die Schitzergebnisse fiir die Parame-
ter ¢ und d nach dem in Abschnitt 3.2 vorgeschlagenen
Algorithmus zeigt Bild 4. Die Ergebnisse sind zufrieden-
stellend. Fiir ¢y betriigt der absolute Fehler bei N = 100
16 %, nach N = 200 noch 11 %. Fiir dy erhilt man nach
N =100 einen absoluten Fehler von 3,1 %, bei N = 200
betrigt er noch 2,8 %.
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