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Vergleichende Betrachtungen von Methoden zur Berechnung des
Schwingungsverhaltens verrippter Flachentragwerke

R. Hammer, R. Postl
1. Einleitung

Im Wissenschaftsbereich Mechanik fester Kérper der
Wilhelm-Pieck-Universitit Rostock sind in den vergan-
genen Jahren Arbeiten zur Modellfindung und zur Be-
rechnung versteifter Flichentragwerke durchgefithrt
worden .

Die Modellfindung bezieht sich sowohl auf das elastische
System als auch auf das Dampfungsverhalten. Ziel der
Berechnungen war die Ermittlung der Eigenfrequenzen,
der Eigenformen und der Schwingformen bei harmoni-
scher Kraft- und Wegerregung. Diese Berechnungen wur-
den mit verschiedenen Methoden durchgefiihrt. In der
vorliegenden Arbeit werden die wichtigsten Berech-
nungsmethoden einer vergleichenden Betrachtung unter-
zogen. Der Vergleich wird an orthogonal verrippten
Platten und flachen Schalen vorgenommen.

2. Modellvorstellungen und mathematische For-
mulierung des Problems

Grundelement des verrippten Flichentragwerkes isu die
verrippte Platte bzw. die schwach gekriimmte verrippte
Schale. Fiir letztere wird die Giiltigkeit der Theorie der
flachen Schale vorausgesetzt. Diese Annahme ist fiir
Pfeilhohen bis etwa 1/20 der Lingenabmessungen er-
fiilllt. Die Rippen werden zunichst als orthogonal ange-
ordnet vorausgesetzt. Ihnen wird die Theorie des ge-
kriimmten Wlassow-Stabes zugrunde gelegt. Das verwen-
dete Modell zeigt Bild 1.

y
Quersteife
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Bild 1
flache zweiachsig gekriimmte Schale mit orthogonalen Verstei-
ungen

Die Berechnung fremderregter Schwingungen setzt die
Kenntnis der Dimpfungswirkungen voraus. Diese stellen
ein verwickeltes Phiinomen dar. Weil der diesbeziigliche
Erkenntnisstand noch unzureichend ist, die Dimpfungs-
eigenschaften schwer mathematisch erfaBbar sind und
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die Diampfungsparameter stark streuen, ist eine grobe
Niherung fiir die mathematische Formulierung tragbar.
Es wird in innere und dufiere Dimpfungseinfliisse unter-
schieden.

Die innere Dampfung wird durch den Voigt-Ansatz in
der Form

T-HE 5 7 @1)
erfaBBt. Darin bedeuten:
ET = [0x ,Fy,?;{y] den Spannungsvektor,

ET = [€x, €y, ¥xy] den Verzerrungsvektor,

E 1
H= — |
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0 die Matrix fiir das
1—pu | Hookesche Stoffgesetz,
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1—p2
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& den Parameter der inneren Ddmpfung und
Q die Kreisfrequenz.

Hochgestellte Schlangen charakterisieren zeitabhingige
GroBen Bei Beschrinkung auf harmonische Schwingun-

gen gilt

3 :E'eiﬂt und = _f_:_eiﬂt
und (2.1) geht damit iiber in
s =(L+ib)He @2

Wird mit vT =[u,v,w] der Verschiebungsvektor be-
zeichnet, dann gilt zwischen Verzerrung und Verschie-
bung der Zusammenhang

e=D

23)

wobei D einen Matrizendifferentialoperator darstellt.

Aus Gl. (2.2) folgt mit (2.3)

s =(1+i8)HDy 24
Die dubere Dimpfung wird durch den Ausdruck 7
Bp=— 8% 25)
erfabt, der im Sonderfall harmonischer Schwingungen mit
¥ = welllt
in ’ (2.6)
Pp = —idQw

iibergeht.

Darin beﬁeuten

pp die Dampfungskraft je Flicheneinheit quer zur
Oberfliche und



¢  den Koeffizienten der duBeren Dimpfung.

Nach der Theorie der flacher: Schalen ergibt sich fiir die
Deckschale folgende mathematische Formulierung als
Randwertproblem:

| .7 1+u

uxx * —2— u,yy + VY- (kx * kky) w,x
1—p2
— kg x w+ — (1 p2) Q2u = —py o (2.7a)
)
1—p 1+u
Viyyt T Vxx t 5 u,xy — (ky + ukx) w,y
1—u2
- ky,yw* 5 (A—2)Rv=—py —— B (2.7b)
12
Viw_— 2 [(kx + uky) ux +(ky +uky) v,y
2 .
_ (ki k2 82 —id*)w
12(1 —uz) s 12(1—p2)
TP +(px,x Py.y) B3 (2'7¢)
3
9= (2.8)
ps&d
E(1+i) Hierin sind: 29)
v, w die Verschiebungskomponenten in
. . der Schalenmittelfliche,
ky = —;ky=—  die Krimmungen in x- und y-Rich-
RX ‘ RY tung
) die Dichte des Schalenmaterials
Px> Py» Pz die an der Schale angreifenden

Oberflichenkrifte und die
s Schalendicke.

Das Randwertproblem fiir die Langssteifen wird durch
das System nachstehender Beziehungen beschrieben:

A B R
Auxx — Sy Vxxx — 8z Wyxxx — 8w Pyxxx T Alkx w),x

Ix

o+ E_* =0 (2.10a)
Sy U,xxx — Iyy Vixxxx — Iyz Wg!xxx - Iwy Pxxxx

q
=Sy (kxW)xx + =0 (2.10b)

: B
Szu,xxx — Iyz Voxxxx — lzz Wyxxxx — lwz ,xxxx
B
+ky(Au,x — Sy V,xx — Sz W,xx — Sw ‘P,xx) — Sy (kx W), xx

_Ak2N+ (Aw+Sy¢)+—(qz+2qx,x) 0

(2.10¢)

B . .
Swuxxx — Iwa,xxxx — Loz Wixxxx — lww ¥xxxx

P22
—Sw(kx W), xx * It ¢,xx +"E'T [Syw

2(1+p) 100

1 8
to(lyy +1z2)]+ — (mx 5) =0

Ak 2
W:gx —Aky w+kx (Aux —Syv,xx

2(1+u)
q (2.10e)
=S, Wixx ~Swbxx) + o =0
In den Gln. (2.10) bedeuten:
A Querschnittsfliche der Lingsrippe,
sy=Y yaa; S,= wdA; Ly =Y y2dA,
(A) (A) ()
Iz = J 22 dA; Iy, =f yzdA; Se =S wdA
(A) (A) (A)
Loy - wydA; Iy =S wadA; T S w2 dA,
(A) (A) (A)
(2.11)
It St. Venantsche Drillwiderstand der
Lingssteife,
w)y=/ p@)d
(1)
Ix Qy> Gz an der Lingsrippe angreifende
Kraftgrofien
wh Verschiebung in z-Richtung infolge
Biegung
w? Verschiebung in z-Richtung infolge
Querkraftschub
B, 0

w=w> tw Gesamtverschiebung in z-Richtung

Querkraftschubdeformationen in y-Richtung und Kop-
peleinfliisse der Querkrifte in y- und z-Richtung kénnen
stets vernachlissigt werden.

Das vorliegende Problem lafit sich auch als Variations-
aufgabe formulieren. Unter Annahme harmonischer Er-
regungen ergibt sich aus dem Hamiltonschen Prinzip
folgende Formulierung des Variationsproblems:

L=TS+TL+TQ _uS UL U+ Wp + W, = Extr.
(2.12)
In Gl (2.12) bedeuten:

TS , TL, T die kinetischen Energien der Deck-
schale, der Lings- und Quersteifen

US, UL, uQ die elastischen Potentiale der ent-
sprechenden Elemente

Wp ‘die Arbeit der Dimpfungskrifte
und

Wg die Arbeit der Erregerkrifte.

Die einzelnen Energieanteile lauten:

1 a b < .
TS=—psQ2J J (u2+v2 +w2) dxdy (2.13a)
0 0

1 m a ,
TL=§pQ2 2 J [A(vz +w2)+(lyy+lzz)¢2
10

(2.13b)
—2¢(Szv—Syw)] dx
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Bild 2
Definition von 1 und p(1) und Schnittkrifte

1 n b

TQ=§,,92 Z S [Au2+w2)+(Ixx +1p5) X2
10
(2.13¢)
—2x(Szu—Sxw)] dy
E*s a b -

US: \/- J- 2+_— 2+2

2(1-12) o {“'x hy T SHUx Vi

1

—u
t(Q-p)uyvxt v,f' + Y V,g —2(ky tuky) uxw

—2(ky +itky) v,y w + (k2 + k§ + 2uky ky) w2

(2.14a)

2 2
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1 m
UL = E E* z J [Au,x + Iyy v,xx +1lps (W,xx)
10

+ Low %xx -2 Sy U,x V,xx — 25z ,x W.Bxx
—2Swu,x Pxx * 2Iyz Vixx W,?x +2lywov)xx ¥xx

+ 2110)‘”,2: Y)xx + ki W2 A— 2ka(A“;x - Sy",xx

1 Y
"Szwlxx Swexx)* 2(1+p) (It + X ) ¢x
+Ak 2.14b
Q) 5 (1+ i (2.14b)
1 a b
Wp=-——iQd S < w?dxdy (2.15)
2
00
=/ yTpgas+ T VTF, (2.16)
©®) @ '
Hierin wurden noch folgende Symbole verwendet:
v Verschiebungsvektor
P Vektor der an der Oberfliche an-
ok greifenden Erregerkrifte
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ds Oberflichenelement

Ei erregende Einzelkraft
KQ Beiwert fiir die Querkraftschubde-
formation
Am Von der Skelettlinie des Steifen-
profiles eingeschlossene Fliche bei
geschlossenen Profilen.
JL dl
XL = —_—
o (0

3. Losungsmethoden
3.1. Exakte Léosung

Unter den gemachten Voraussetzungen kann eine exakte
Losung nur fiir den Sonderfall der in einer Richtung ver-
rippten Platte bzw. flachen Schale angegeben werden,
wenn die Querrinder momentenfrei und lingskraftfrei
sind, die Verschiebungen an den Querriindern in Rich-
tung dieser Rinder verschwinden und auBerdem die
Kriimmungen ky und ky konstant sind.

'Ry (konstant)

Ry (konstant)

BiMd 3
Lingsverrippte flache Schale mit Randbedingungen

Die Randbedingungen an den Lingsrindern sind belie-
big. In diesem Fall konnen die Abhingigkeiten in x-Rich-
tung durch die Ansitze

mmx

u(x,y) = U(y) cos

mmx

v(xy) = V(y) sin — 3.1

mmx
w(x,y) = W(y) sin

separiert werden. Dadurch sind die Gln. (2.7) und (2.10)
in ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen iiber-
fiihrt. Diese miissen fiir jedes durch die Lingsrippen ge-
bildete Teilgebiet gelost werden. An den Teilgebietsgren-
zen sind dann noch die Rand- und Ubergangsbedingun-
gen gemib Bild 4 zu erfiillen.

Fiir die lingsverrippte Platte hat Schliiter in [1] umfang-
reiche Untersuchungen durchgefiihrt und einen Lésungs-
algorithmus fiir Eigenschwingungen angegeben. An zahl-
reichen Beispielen werden darin die Ergebnisse bespro-
chen. Postl und Hammer [2] 16sten das entsprechende



Zwangsschwingproblem. Die Ergebnisse der genannten
Untersuchungen werden im Rahmen dieser Arbeit mehr-
fach zu Vergleichen herangezogen.

Bild 4
Ubergangsbedingungen zwischen Rippe und Schale und zwischen
den Schalenteilgebieten

3.2. Lésung mit dem Differenzenverfahren

Ausgangspunkt fiir die Anwendung des Differenzenver-
fahrens sind die Gln. des Rand- bzw. Eigenwertproblems
(2.7) und (2.10). Der Grundgedanke dieses Verfahrens
besteht darin, die in diesen Gleichungen vorkommenden
Differentialoperatoren durch entsprechende Differenzen-
operatoren zu approximieren. Dabei miissen sowohl die
kinematischen als auch die kinetischen Randbedingun-
gen erfiillt werden. Fiir jede Verschiebung ujj, vij und Wij
eines Gitterpunktes ij im Definitionsgebiet wird eine
Differenzengleichung gemif (2.7) aufgestellt. Die dazu
notwendigen Gitterpunkte auferhalb des Definitionsge-
bietes miissen durch die Randbedingungen definiert
werden. Fiir die Verbindung zwischen Deckschale und
Steife sind folgende zwei Wege méoglich:

Der erste besteht darin, dab das Gesamtgebiet der Deck-
schale durch die Steifen in Teilgebiete zerlegt wird und
an den Steifen die Ubergangsbedingungen erfiillt werden.
Ein anderer sehr einfach zu handhabender Algorithmus
ergibt sich, wenn die von den Rippen auf die Deckschale
wirkenden Krifte gy, Qy, 9z und my zu Flichenlasten
im Bereich der Steifen mit der jeweiligen Breite eines
Gitterlinienabstandes ,,verschmiert” werden (vgl. Bild 5).
Das Moment my muf dabei durch die entgegengesetzt
wirkenden Flichenlasten my/2 h,z, ersetzt werden.

Diese Vorgehensweise eignet sich allerdings nicht zur
Berechnung der Kraftgrofien im Bereich des Rippenan-
schlusses, da die dort auftretenden Querkraft- und Mo-
mentenspriinge durch allmihliche Ubergiinge im Bereich
eines Gitterlinienabstandes wiedergegeben werden.

Wird z. B. in (2.7a) p,

-k
hY
ersetzt und gy aus (2.10a) eingefiihrt, dann’folgt nach

Ersatz der Differentialoperatoren durch Differenzen-
operatoren die Differenzengleichung

eingespannter Rand

|_freier Rand

—_—

me[2hy

9y/ny LLILL1) S

Bild 5
Gittereinteilung und Verbindung von Deckschale mit Steife
beim Differenzenverfahren

1 bt I TR |
—2- —2u +——2[u—2uu]+
hx u hy
v 0 v
1+p 1 v
t— —— 0 0 0 |—(kg+uk ) — 0
2 4bghyd y o _y * Y opy e
kx W 0 2 02
- 0 | —+—(1- u
ke | 2hx g )
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1_’12 A u 1 -—2V
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Zwei weitere Gleichungen (3.1b) und (3.1c) erhilt man

dann noch durch Kombination der Gln. (2.7b) und

(2.7c) mit den Gln. (2.10b, c,d). Die Glieder in der ge-

schweiften Klammer in Gl. (3.1a) erfassen den Einfluf
einer Steife. Sie sind nur fiir die auf der Steife liegenden

Zentralpunkte einzufiihren. Die Anwendung der Gln.

(3.1) auf jeden im Definitionsgebiet liegenden Gitter-

punkt liefert dann das Randwertproblem in der Form

K-22M)d=fg (3-2)
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Darin bedeuten

dT = [uT, vT, wT] den Gitterpunktverschiebungsvek-
tor

K die Steifigkeitsmatrix

M die Massenmatrix

fE den Erregerkraftvektor und
Q die Erregerkreisfrequenz.

Steifigkeits- und Massenmatrix werden zweckmiBig in
ihre Anteile fiir die Beplattung (Schale bzw. Platte) und
fiir Langs- und Quersteifen zerlegt.

Die Matrix, die die Steifigkeit des Systems reprisentiert,
ist im allgemeinen Fall wegen der Randbedingungen un-
symmetrisch. Dies ist bei den sich ergebenden Matrizen
groBen Formats als Nachteil zu werten. Wegerregungen
lassen sich in einfacher Weise durch Erfilllung der kine-
matischen Bedingungen an den vorgegebenen Verschie-
bungen erfassen.

3.3. Verfahren von Ritz

Das Verfahren von Ritz hat sich zur Losung von Proble-
men der Schwingungen elastischer Kontinua bewihrt.
Schliiter [3] hat disses Verfahren zur Berechnung der
Eigenschwingungen verrippter Platten eingehend unter-
sucht und Losungsalgorithmen angegeben. Dolz [4]
wendet das Verfahren von Ritz auf die Berechnung von
Eigenschwingungen flacher, orthogonal verrippter Scha-
len an.

Setzt man den Verschiebungsansatz

L]

I
I
e
[[="

(3.3)

I

in das Variationsproblem (2.12) ein, dann folgt aus

2L/3d = 0 (3.4)
das Randwertproblem in der Form
[(1+i8)K— 2 M+iQOB]d=fg (35

In (3.3) stellen £T, gT und hT die Vektoren der Koordi-
natenfunktionen und a, b, ¢ bzw. d die Vektoren der
Ritz-Freiwerte fiir die Verschiebungen u, v und w dar.
Die Prozedur nach (3.4) liefert die Steifigkeitsmatrix K,
die Massenmatrix M, die Matrix der &uferen Dimpfung B
und den Vektor der Erregerkrifte g in der Form

k=Y @o'H@®)V (3.6)
"

M=V peTaqv 3.7)
)] '
0 00

B= jo 0 0 3.8)
o o B '

Bo=J/ hhTaS (39)
®)

fe=J #fppdS+J TqpdV+ Z R
®) ) @)

(3.10)

9/0x 0 —202/0x2 — kg

D| o e/ay —1z02/0y2 Ky 3.11)
2/dy d/9x —2z82/0x0y

Der Erregerkraftvektor fg setzt sich aus den Volumen-
kraft-, den Oberflichenkraft- und den Einzelkrafter-
regungen zusammen. Die Matrizen &g und ®; erfassen
die Werte der Koordinatenfunktionen an den Angriffs-
stellen der Oberflichenerregerkrifte bzw. der Einzel-
krafterregungen. Die Matrix D ist eine Operatormatrix.

Fir § :ﬁ:_f_E =0

und $ =w :

geht das Randwertproblem nach (3.5) in das Problem
der ungeddmpften Eigenschwingung _
K- w2M)d=0 (3.12)
iber.

Die Losung des Zwangsschwingproblems erhilt man

durch die Einfilhrung eines komplexen Gitterpunktver-
schiebungsvektors

d=dg +idy (3.13)

womit (3.5) in die Form

K-Q2M) | —(K+QoB)|| dr| | fr
—_———— e —— ] =p———
@K+QoB) | -92M) || di| | &
]
3.14)

iibergeht. Die Auflésung des Gleichungssystems (3.14)
liefert unmittelbar dg und dj, woraus dann die Absolut-
betrige der Verschiebungen berechnet werden konnen.
Eine hiufig brauchbare Niherung erhilt man, wenn die
Matrix der #uBeren Dimpfung B proportional der
Massenmatrix

B=eM (3.15)

gesetzt wird. In diesem Fall folgt aus (3.5)
9
(48K - 02(1—i = M d= £ (3.16)

Dieses Gleichungssystem lifit sich mit Hilfe der Trans-
formation

d=Xd" (3.17)

entkoppeln, wenn X die Modalmatrix darstellt.
Es folgen die entkoppelten Gleichungen

9
[(L+i8)K* —02(1—i S OM"]d" = £* (3.18)



mit den Diagonalmatrizen aU/ad = Kd

K* = XTKX | aT/ad = MdQ2 .
3.19 T :

M* = XTMX ©.19) aWp/ad= iQ9Bd

und mit aWg/3d= fg

£=Xiie (3.20) d stellt darin wiederum den Gitterpunktverschiebungs-

Nach Riickiransformation des Vektors d* = dg +idj in vektor dar.

dp +idg folgen die komplexen Verschiebungen aus Es hat sich als zweckmiBig erwiesen, das Gebiet der

Deckschale unabhingig von der Lage der Rippen mit
YR (%, ¥i) * iv1(%i, yi) = & (x3, yi) [dR +id{] (3.21) einem Gitternetz gemiB Bild 6 zu belegen. Dabei sind
die zwei dort dargestellten Varianten iiblich.
Bei Anwendung gewdhnlicher Differenzenoperatoren
und Integration durch einfache Summenbildung kann
man z. B. den Ausdruck fiir das elastische Potential der

Aus (3.21) ergeben sich dann die Absolutbetrige der
Verschiebungen. Bei der Entwicklung in Eigenfunktio-
nen reicht in den meisten Fillen ein Teil der Eigenfunk-

tionen aus. Dabei w‘ird fiie Modalmatrix X zur Recht- Deckschale gemiif G1. (14a) in folgender Form schreiben:
eckmatrix. Liegen die Eigenfrequenzen nicht so dicht
beisammen, dann geniigt fiir Exregringen in der Nihe von E*s ul? 1—p '
Eigenfrequenzen oft die Entwicklung in eine Eigenform. US = PYTRTAY +—— 72 [—uul?
Beim Ritzverfahren sind die Matrizen K und M stets 2(-12)y -
symmetrisch. Sie sind voll besetzt. v
u
By I—u
t| 0y oy —ryl-u ol |0
3.4. Variationsdifferenzenverfahren _u _v
Eine weitere Moglichkeit zur Diskretisierung der Bewe- 2 u
gungsgleichungen (2.7) und (2.10) stellt das Variations- 9 o, ITHI VT
differenzenverfahren dar. In gewissem Sinne kann man tr v VP 2 |- (kxtury |0 vl
es als eine Kombination des Ritz-Verfahrens mit dem X —u
Differenzenverfahren auffassen. 2. 2 2
Der Grundgedanke besteht darin, dab die im Funktional = (ky +urx) Yhe [=v 0 VIIW]+ (g + Ky * 20kxky) by (w2
in (2.12) vorkommenden Differentialoperatoren durch w2
entsprechende Differenzenoperatoren ersetzt werden N s 9 4 yh 2w Wi
und die Integration iiber das Definitionsgebiet mit Hilfe 2,2 v [w=2ww
numerischer Methoden erfolgt. Aus den so gewonnenen 12a7hy w
Energieausdriicken ergeben sich dann durch Differentia- w
tion nach den Gitterpunktverschiebungen die Steifig: 9
keits-, Massen- nnd Dimpfungsmatrizen. Es gilt *2uy 2w| [w—2ww]
w
. £
] 2
| %’ hy l T T *
- :
7
. 74/
7 A

Bild 6

Konzeptionen fiir die Gitterpunktanordnungen und Integrations-
gebiete beim Variationsdifferenzenverfahren

( (® Zentralpunkte)

t
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2
—-Ww w
+2(1-p)2 ] )} 3.23)
W —W
mit
8 b ke Kook 3.24)
Y23 h 0 fxTheas Ky =kya @.
Y

Darin entspricht die Anordnung der Differenzenmole-
kile dem in Bild 6 dargestellten Bezugssystem. Aus
Bild 6 sind die den einzelnen Differenzenmolekiilen ent-
sprechenden Zentralpunkte und die diesen zugeordneten
Integrationsteilgebiete ersichtlich.

Bei der in Bild 6a dargestellten Variante sind die Gitter-
linien zum Rand um jeweils einen halben Gitterlinienab-
stand versetzt.

Steifigkeits-, Massen- und Dimpfungsmatrizen sind beim
Variationsdifferenzenverfahren symmetrisch. Sie besit-
zen Bandcharakter.

In der Regel werden Steifen nicht mit Gitterlinien zu-
sammenfallen. In diesem Falle sind die Verschiebungen
an den Steifen durch die benachbarten Gitterpunktver-
schiebungen durch Interpolation auszudriicken.

Man geht bei der piaktischen Prozedur so vor, dab Stei-
figkeitsmatrizen urd Massenmatrizen zuniichst ohne
Beachtung der kinematischen Randbedingungen aufge-
baut werden, wobei die auBerhalb des Definitionsge-
bietes liegenden Punkte in die Variation einbezogen
werden. Die Einarbeitung der kinematischen Randbe-
dingungen erfolgt dann durch Streichung, Addition
bzw. Subtraktion entsprechender Zeilen und Spalten.
Die kinetischen Randbedingungen werden bereits durch
Einbeziehung der Aufienpunkte in die Variation erfafit.
Die Elemente der Massenmatrix fir die AuBenpunkte
verschwinden jedoch. Damit ist die Massenmatrix singu-
lir. Zerlegt man den Gitterpunktverschiebungsvektor d
in den Vektor der Innenpunkte (einschlieBlich Rand-
punkte) und den Vektor der AuBenpunkte

d=di+d, (3.25)
dann kann das Eigenwertproblem in der Form

Pii P My 0 d;

————— =A —_— -—4 =0

Pai  Paa 0 0 [da|  (326)
geschrieben werden.
Die Elimination von d, liefert dann
®ii—Piak 3, P, —AMi) di =0 (3.27)

Veriinderliche Kriimmungen, veriinderliche Dicken der
Beplattung und verinderliche Steifenquerschnittspara-
meter lassen sich in die Matrizen unmittelbar durch Er-
fassung der den Gitterpunkten entsprechenden diskre-
ten Werte einarbeiten. Veriinderliche Schalendicken ge-
stalten die Matrizen jedoch uniibersichtlich. Deshalb
wird man besser das Gesamtgebiet in Teilgebiete gleicher
Schalendicke aufteilen und dann die Teilgebiete unter
Beachtung der kinematischen Uhergangsbedingungen zu-
sammenfiigen. In Bild 7 ist dies dargestellt. Gemiif Bild 7
muf gelten:
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wga) = wgb); w a) = w%b); wga) = wfb)

Die hochgestellten Indices charakterisieren das Teilge-
biet und die tiefgesetzten entsprechen den Innen-, Rand-
und AuBenpunkten. Bei riumlichen Systemen mu§ bei
der Zusammenfiigung noch eine Koordinatentransforma-
tion vorgenommen werden.

Nichtrechteckige Berandungen erfordern eine Interpola-
tion der Randbedingung. Wegerregungen lassen sich in
einfacher Weise durch die der vorgegebenen Bewegung
entsprechenden kinematischen Randbedingungen be-
riicksichtigen.

T —
L
Q (b)

T @)l (@
Wi g ol By Bl

Bild 7
Zusammenfiigen von Teilgebieten

3.5. Methode der finiten Elemente

Die Methode der finiten Elemente hat wegen ihrer Uni-
versalitit breite Anwendung gefunden. Um dieses Ver-
fahren mit den vorher behandelten vergleichen zu kar:
nen, wird es in seiner Anwendung auf verrippte Platten
dargelegt.

Als Grundelement der Beplattung wird ein gekriimmtes
Quadratelement gemiis Bild 8 gewihlt.

i§
® ®

Bild 8
Quadratelement der Beplattung und Steifenelement

Durch geeignete Transformationen lassen sich daraus
dann andere Elementformen bilden. Das Verschiebungs-
feld im Schalenelement wird durch den Ansatz

u(t,n) 0T | | du
vEm)=-v¢n) | = [oT T oT dy | =Pede
w(&m) of of T dw
- (3.28)
beschrieben.
Darin bedeuten:
f_r= [f22, f42’ f24r f12’ f32’ f14n flls f311 f13a f21’ f41’

fa3] (3.29a)



gT = [f22, fa2, f24, f44, f12, f32, f14, f34, 1, f31, f13,
f33, f21, f41, fo3, f43] (3.29b)

£ En) = pi(®) qi(n) (3.29¢)

s A-D2@H;  @= ;(-m2@e)
1 1

p2 = Z(1+5)2(2~E); q2= Z(1+ﬂ)2(2—72)

. 1 1

pp= S A-02QA+8) ga= S (-2 (l+n)

1 1
P4= —_Z(1+z>2(1—s); q4= —Z(1+n>2(1—n)

(3.294)
(w n w1
u v w
do= [P lid= | Pide= | (3.29%)
u3 y3 w3
uy v4 | w4
r r
uj Vi wj
= U YT | Vig | wis g (3-29f)
Wi,n
ui,n viin wirgﬂ

Demnach besitzt das Schalenelement 40 Freiheitsgrade.
Fiir die Stabelemente in £-Richtung werden sinngemif
Ansiitze entsprechend Gl. (3.30) benutzt.

- -1 -
3@ | | " 0T of of] | du
v T T AT T

w=| @ L s OO} & (3.30)

w@ | | oM ot 0T 1] | 4

. L g

‘ L
mit
r r - -
(w | [w w1 (o1
_ uj, _ v1, - w1, - Y1,
dll = E ; QV = E ; gw = E ;o= E
u2 v2 w2 ¥2
u2,£ v2,£ W2,§ ¢21EJ
L J L ] L ) L
3.32
und 3:32)
sT = [p1, p3, p2. pal (3.32)

Nach Einfiihrung der Verschiebungsansitze (2.28) und
(3.30) in die Energieausdriicke (2.13) bis (2.16) und
Ableitung nach den Elementknotenverschiebungsvek-
toren dy, dy, dw bzw. dy, dy, dw und E erhilt man die
Steifigkeits-, Massen- und Dimpfungsmatrizen sowie die
Erregerkraftvektoren.

Fiir ebene und gekriimmte Rechteckelemente lassen sich
die Integrationen geschlossen ausfiilhren und damit die
Elementmatrizen explizit darstellen. Durch lineare
(subparametrische) Verzerrung konnen aus den Qua-
dratelementen allgemeine oder spezielle Viereckelemen-
te und Dreieckelemente gebildet werden. Im allgemeinen
Fall lassen sich die zur Bildung der Elementmatrizen er-
forderlichen Integrationen nur numerisch ausfiihren.

In Bild 9 ist eine lineare Verzerrung des Quadratelemen-
tes dargestellt.

-0 i an

(X4, )

N

¢1-1) G0 (XY

Bild 9
Lineare Verzerrung des Quadratelementes

Die Bildung der Systembeziehungen aus den Element-
matrizen sowie die Transformation auf ein globales Be-
zugsystem erfolgt in der iiblichen Weise.

Die Transformationsbeziehungen fiir eine subparametri-
sche Verzerrung lauten

x T oT x
= (3.33)
Darin bedeuten:

xT = [x1 x2 x3 x4];

tT = [t t2 t3 t4]

1
n =71+ L)

yl=Iy1y2ysyal (3.34)

1
tg = Z(I—E)(Hn)
. . (3.35)
t3 =;4—(1—£) (1-n) t4 =Z(l+£) (}—n)

Réumliche Systeme verrippter Flichentragwerke lassen
sich hiéufig aus den in Bild 10 dargestellten Element-
typen aufbauen.

Bid 10

Riumliches System verrippter Flichentragwerke
a) Rechteckelement, b) Trapezelement

¢) Dreieckélement, d) Rhombuselement
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Die Erfassung der Schubvertormung der Steifen lift
sich beim FE-Verfahren ohne Erh6hung der Anzahl der
Freiheitsgrade in einfacher Weise durchfiihren. Auf dies-
beziigliche Einzelheiten wird im Rahmen dieser Arbeit
nicht eingegangen.

4. Numerische Auswertung

Zum Vergleich der besprochenen Verfahren wurden nu-
merische Berechnungen fiir die in Bild 11 dargestellten
Systeme durchgefiilhrt. Behandelt wurden Platten und
flache Schalen ohne und mit einer bis drei Lingssteifen.
Eine Gegeniiberstellung der Ergebnisse fiir die unver-
steifte Platte zeigt Bild 12. Dargestellt sind die Abwei-
chungen von der exakten Losung fiir die FEM und das
VD-Verfahren fiir die drei ersten symmetrischen Eigen-
formen. Es ist zu sehen, dab fiir diesen Fall die Methode
der FE bei gleicher Anzahl an Freiheitsgraden genauere
Ergebnisse liefert als das Variationsdifferenzenverfahren
und das in diesem Falle gleichwertige Differenzenverfah-
ren.

Gleichartige Ergebnisse erhilt man auch beim Vergleich
beider Verfahren im Falle der unversteiften Platte mit
eingespannten Lingsrindern und fiir reine Scheiben-
schwingungen der unversteiften Scheibe.

Eine Gegeniiberstellung einiger Ergebnisse fiir Eigen-
schwingungen versteifter Platten zeigt Tabelle 1.

E-20610"° Pa; w=-03, ©=7850kgm>
Rx‘ Ry‘w Lnd 5000 mm .

Bild 11
Untersuchte Systeme

[

5. Zusammenfassung und Schlufifolgerungen

Nach den bisher vorliegenden Ergebnissen lassen sich
folgende SchluBifolgerungen ableiten:

Zur Modellfindung:

Als Modell fiir die Berechnung des Schwingverhaltens
verrippter Flichentragwerke geniigt es in der Regel, die
Deckplatte bzw. Deckschale als Kirchhoff-Platte oder
aber als flache Schale aufzufassen. Die Theorie der fla-
chen Schale gilt mit ausreichender Genauigkeit bis zu
Pfeilhohen von etwa 1/20 der Abmessungen der Schalen-
mittelfliche.

Die Versteifungen werden zweckmiBig als Wlassow-
Timoshenko-Balken modelliert. Es geniigt, die Schub-
deformation in Richtung senkrecht zur Platten- bzw.
Schalenmittelfliche zu erfassen. Schubdeformationen
in Richtung der Schalenmittelfliche konnen dagegen
stets vernachldssigt werden. Durch die Verbindung der
Versteifungsprofile mit der Beplattung treten Wélbbe-
hinderungen auf. Thre Wirkung iibertrifft die der St.
Venant-Torsion um ein mechrfaches. Bei offenen Profi-
len ist jedoch der Torsionseinfluf auf das Schwingver-
halten gering. .Uber den Einfluf der verschiedenen (ins-
gesamt 13) Stabquerschnittsparameter auf das Schwing-
verhalten der Gesamtstruktur konnen noch keine ab-
schlieBenden Aussagen gemacht werden. Hierzu sind
noch weitere Untersuchungen erforderlich.

Zur Berechnung des Zwangschwingverhaltens sind ge-
eignete Ansiitze zur Erfassung der Dampfung erforder-
lich. Die Werkstoffdimpfung wird zweckmiBig propor-
tional zur Verzerrungsgeschwindigkeit angesetzt. Das
Phinomen, daBi die Dimpfungswirkung bei Metallen
weitgehend vor. der Frequenz unabhiingig ist, wird da-
durch beriicksichtigt, daB im Ansatz fir die Dimpfung
durch die Kreisfrequenz dividiert wird.

Die dufiere Dimpfung wird in erster Niherung propor-
tional zur Oberflichengeschwindigkeit senkrecht zur
Schalenmittelfliche angesetzt.

Zu den Losungsmethoden:

Exakte Losungen fiir das Eigen- und Zwangsschwingver-
halten verrippter Platten und flacher Schalen sind nur
moglich fir den Sonderfall Lingsversteifter Platten und
Schalen mit parallel verlaufenden Lingssteifen, momen-
tenfreien, normalkriftefreien und in Querrichtung un-

20 Mithode der verschieblichen Querrdndern. Bei flachen Schalen miissen
5 \3' finiten Elernente auberdem die Kriimmungen konstant sein. Fiir den Son-
8 \ \ derfall der lingsversteiften Platte liegen Losungsalgorith-
X 10 N N L men und Rechenprogramme vor. Sie dienen in erster
3E: ('B)\ \Q \ \ 15) Linie zur Testung von Niherungsmethoden und zu syste-
5\ N N matischen Untersuchungen iiber den Einfluff verschiede-
% (1.1)\ \ \ ner Parameter auf das Schwingverhalten.
£ 0 P Das Differenzenverfahren eignet sich gut zur Schwin-
(11) Freiheitsgrade gungsberechriung verrippter flichenférmiger Konstruk-
“> ™ Voratioradifferenzen— | (13) 33)' tionselemente. Es ist leicht algorithmisierbar und sehr
40 und Differenzenwerfahren (A - iibersichtlich. Nachteilig wirken sich die Tatsachen aus,
/ <
® - 1 Bild 12
-20 Fehlervergleich zwischen FEM und Variationsdifferenzenverfah-

ren. (i, j) Halbwellen in x- und y-Richtung
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daB es wegen der Randbedingungen auf nichtsymmetri-
sche Matrizen fiihrt und dab neben den kinematischen
Randbedingungen auch die kinetischen Randbedingun-
gen erfiillt werden miissen. Ein weiterer Nachteil dieses
Verfahrens besteht darin, daf es bei gleicher Anzahl der
Freiheitsgrade ungenauere und schlechter konvergieren-
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de Ergebnisse liefert als die Methode der Finiten Ele-
mente. Diese Feststellung gilt jedoch nur, wenn man das
gewohnliche Differenzenverfahren mit dem Verfahren
der Finiten Elemente unter Verwendung von Elementen,
die den Verschiebungszustand durch Polynome dritten
Grades annihern, vergleicht. Bei der Anwendung von
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Differenzenoperatoren hoherer Anniherung vermindern
sich vermutlich diese Abweichungen. Dafiir entstehen
aber andere Nachteile, die in erster Linie in der recht
umstindlichen Formulierung der Randbedingungen
liegen. Die hohere Genauigkeit des Verfahrens der Fini-
ten Elemente gegeniiber dem Differenzenverfahren wird
bei gleicher Anzahl an Freiheitsgraden jedoch durch eine
grofiere Bandbreite des ersteren erkauft.

Wegerregungen lassen sich bei Anwendung des Differen-
zenverfahrens in einfacher Weise erfassen. Desgleichen
bereitet das Vorhandensein von Einzelmassen und ver-
inderlichen Blechdicken und Kriimmungsradien keiner-
lei Schwierigkeiten.

Die Anwendung des Ritz-Verfahrens ist zweckmabBig bei
~ verrippten Flichentragwerken mit regelmifiigen Beran-
dungen und bei kleineren Strukturen. Fiir die orthogonal
verrippte Platte und fiir die orthogonal verrippte flache
Schale liegen Algorithmen und Rechenprogramme vor.
Vorbereitungs- und Rechenzeit sind bei Anwendung
dieser Methode relativ gering. Nachteilig wirkt sich das
Fehlen eines Bandcharakters in den Matrizen aus. Dieser
Nachteil hat besonders bei Eigen- und Randwertproble-
men grofien Formats Gewicht.
Das Variationsdifferenzenverfahren verbindet in gewis-
sem Sinne das Differenzenverfahren mit dem Verfahren
von Ritz. Es fiihrt stets auf symmetrische Matrizeneigen-
wertprobleme. Gegeniiber dem Differenzenverfahren
brauchen beim Variationsdifferenzenverfahren die kine-
tischen Randbedingungen nicht erfiillt zu werden. Das
Verfahren ist in ganz dhnlicher Weise algorithmisierbar
wie das FEM.
Auch die Rechenorganisation kann in gleicher Art und
Weise erfolgen. Wegerregungen werden iiber die kinema-
tischen Randbedingungen erfafit,
Der Approximationsgrad des Variationsdifferenzenver-
fahrens entspricht in der hier angegebenen Form dem
des gewohnlichen Differenzenverfahrens.

Bei der Schwingungsberechnung verrippter flacher Scha-
len entfillt beim Variationsdifferenzenverfahren die bei
der FEM erforderliche Transformation der Elementma-
trizen auf das globale Bezugssystem.

Die Methode der finiten Elemente ist hinsichtlich Uni-
versalitit von keinem anderen in dieser Arbeit untersuch-
ten Verfahren zu iibertreffen. Nach den bisher vorliegen-
den Ergebnissen kann angenommen werden, daf es auch
hinsichtlich Genauigkeit dem Differenzenverfahren und
dem Variationsdifferenzenverfahren iiberlegen ist. Dies
gilt allerdings nur fiir die in dieser Arbeit vorgeschlage-
nen Elementtypen.

Fiir die Behandlung verrippter Flichentragwerke bieten
sich Quadratelemente unter Verwendung von Hermite-
polynomen dritten Grades fiir die Verschiebungen als
etwa optimal an. Durch subparametrische Verzerrung
konnen diese Elemente der Topographie des System an-
gepafit werden. Entsprechende Ansitze werden auch fiir
die Stabelemente gemacht. Stab- und Schalenelemente
sind voll vertriglich. Das in dieser Arbeit vorgestellte FE-
Konzept liefert bereits bei grober Elementteilung gute
Ergebnisse. Die mitunter empfohlene Konzentration der
Massen in den Knoten ist bei der hier dargelegten Kon-
zeption nicht zweckmiifiig, weil der dadurch bewirkte
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Fehler die anderen methodenbedingten Fehler erheblich
iiberschreiten kann.

Aus den durchgefiihrten Untersuchungen folgt, daf zu-
mindest fiir die Schwingungsberechnung verrippter Fla-
chentragwerke, die sich aus ebenen Teilsystemen auf-
bauen, die Anwendung der Methode der finiten Elemen-
te vorzuziehen ist.

Fiir Systeme, die sich aus flachen verrippten Schalen zu-
sammensetzen, kann'das Variationsdifferenzenverfahren
jedoch konkurrenzfihig werden. Voraussetzung hierfiir
ist, dab es hinsichtlich Organisation in gleicher Weise aus-
gebaut wird, wie die Methode der Finiten Elemente.
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