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Zur Berechnung von Strémungsvorgingen viskoelastischer Medien

in Durchsttémbauteilen

Stefan Meinel

0. Einleitung

In zahlreichen Herstellungs- und Verarbeitungsprozessen
spielen Stromungen hochviskoser Medien eine wichtige
Rolle. Die Produktivitit und der Energiebedarf entspre-
chender industrieller Anlagen und die Qualitit von Er-
zeugnissen wird von den Stromungsvorgingen mitbe-
stimmt.

Die umfassende strémungsmechanische Untersuchung
von FlieGvorgingen hochviskoser Substanzen ist meist
kompliziert. So weisen die in Betracht kommenden Me-
dien hiufig nicht-Newtonsches Viskosititsverhalten und
viskoelastische Eigenschaften auf. Die dissipierte Wirme
nimmt in vielen Fillen merklichen Einflu§ auf den Stro-
mungsvorgang. Die Form der Berandung des Strémungs-
gebietes sowie mogliche Zeitabhingigkeit der Vorginge
kann die Beriicksichtigung von zwei, drei und sogar vier
unabhingigen Variablen erfordern. Bei der Schaffung
stromungsmechanischer Berechnungsverfahren werden
daher zielgerichtet Modelle fiir die Stromung hochvisko-
ser Medien betrachtet, die bestimmten ins Auge gefafiten
Einflubfaktoren gerecht werden, andere dagegen ver-
nachlissigen [1]. Es werden die prinzipiellen Wirkungen
der verschiedenen physikalischen Parameter geklirt und
die Probleme bei der mathematischen Beschreibung der
Einfliisse untersucht. In der Perspektive gestattet dies,
den realen Stromungsvorgiingen weitgehend entsprechen-
de Modelle zu beherrschen.

1. Voraussetzungen und Vereinfachungen der
Grundgleichungen

Es werden stationire Stromungen betrachtet, an die fol-

gende Voraussetzungen gestellt sind:

a) Die Fliissigkeit ist homogen, inkompressibel und er-
fiillt die Haftbedingung an festen Begrenzungsflichen.

b) Das rheologische Verhalten wird durch ein Stoffge-
setz zweiter Ordnung
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¢) Thermische Einfliisse auf den Strémungsvorgang blei-
ben unberiicksichtigt.

d) Die Trigheitsglieder in der Bevw cgungsgleichung kén-
nen vernachlissigt werden.

Es sei hier vermerkt, daf, vor allem in der Plastverarbei-
tung, schleichende Fliebvorgiinge (Bed. d) mit hoher spe-
zifischer Dissipationsleistung auftreten und die Bedin-
gung c) in solchen Fillen sehr einschriinkend ist. Dem-
gegeniiber treten in der chemischen Industrie (z. B. bei
der Filmherstellung) Stromungsprozesse hochviskoser
Medien auf, die unter der Bedingung konstanter Tempe-
ratur ablaufen.

Das zugrunde gelegte Stoffgesetz erlaubt, die Existenz
zweier Normalspannungsdifferenzen in der Scherstro-
mung und damit im Zusammenhang stehende Erschei-
nungen (Strangaufweitung, Weissenbergeffekt, Sekundiir-
strdmungen) zu erfassen. AuBierdem gestattet die expli-
zite Darstellung (1) das Einsetzen in die Bewegungsglei-
chung und vereinfacht damit die mathematisch-nume-
rische Bearbeitung des Randwertproblems. Andererseits
ist (1) ungeeignet fiir die Modellierung eines ,,langen Ge-
déchtnisses” viskoelastischer Medien. Es muf daher iiber
die Fliissigkeit und iiber den Strémungsvorgang vorausge-
setzt werden, daB die Relaxationszeiten klein sind ge-
geniiber den Zeitintervallen, in denen wesentliche Ande-
rungen der Deformationsgeschwindigkeit an den Teil-
chen stattfinden.

Ein praktisches Problem fiir die Anwendung der rheolo-
gischen Zustandsgleichung (1) ist die Bereitstellung der
Materialparameter a9 und ag3. Sie kénnen mit Hilfe der
1. und 2. Normalspannungsdifferenz ermittelt werden,
doch ist die Messung beider Grofen mit dem Rheogonio-
meter noch problematisch. In einem spiteren Beitrag
wird dargelegt, wie aus Wandnormalspannungsmessun-
gen in speziellen Durchstrémbauteilen Aussagen iiber die .
Parameter o, &g, ag gewonnen werden konnen. -

2. Zum mathematischen Randwertproblem fiir
Durchstrombauteile

Bei Abwesenheit eines duberen Kraftfeldes lauten die
Grundgleichungen der Kontinuitiit und des Impulssatzes:
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(Im folgenden immer: i = 1, 2 oder riumlich i = 1, 2, 3).
Hinzu treten Randbedingungen am Eintritt (Sg), am
Austritt (S5) und an der Wand (Sy;) des durchstrémten
Bauteils (Bild 1, 2). »

v = 0 auf Sy 4)
Vi T VEi auf SE (5)
v; = VAi aufS,  oder (6a)
01] n] = IV1 auf SA (6b)
(n; Komponenten d. Normalenvektors, N; vorgegebene
Funktionen).
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Bild 1
Ebenes Durchstrémbauteil

Bild 2
Riumliches Durchstrombauteil

Die Haftbedingung (4) und die Vorgabe einer Zustrom-
bedingung (5) sollen hier nicht diskutiert werden. Zur
Gewihrleistung der Eindeutigkeit der Losung von (2),
(3) muf weiterhin eine Randbedingung der Form (6 a)
oder (6 b) vorliegen.

Dies ist wenig problematisch, wenn, wie in der Literatur
meist vorausgesetzt, ein ausgebildetes Geschwindigkeits-
profil im Austritts- bzw. Endquerschnitt angenommen
werden kann.

Bei ,kurzen” Bauteilen oder durch die Wirkung von
Querschnittsinderung (auch durch einen nachfolgend

austretenden Freistrahl) kann der Fall eintreten, daf das
Stromungsfeld im Querschnitt S, nicht bekannt ist.
Dann ist es angezeigt, die erforderlichen Groben experi-
mentell zu ermitteln oder das Losungsgebiet der Rand-
wertaufgabe so zu erweitern, daBi determinierte Randbe-
dingungen angenommen werden konnen.

Die (willkiirliche) Vorgabe von Randwerten auf S, be-
einfluft wesentlich die Losung der Randwertaufgabe.
Untersuchungen von Litvinov [2] an konvergenten Kani-
len erbringen z. T. physikalisch sinnvolle Geschwindig-
keitsfelder (Annahme: N; = 0). Bei veriinderter Kanal-
geometrie werden mit denselben Randwerten vollig un-
brauchbare Ergebnisse berechnet.

Verzichtet man a priori auf die Festlegung einer Randbe-
dingung, fiihrt dies bei Anwendung numerischer Lo-
sungsverfahren zur Erfiillung von natiirlichen Randbedin-
gungen. Diese Vorgehensweise setzt im allgemeinen vor-
aus, dab die so erhaltenen Bedingungen bekannt und fiir
das betrachtete Problem sinnvoll sind.

Bei eigenen numerischen Rechnungen wurde anstelle
(6 a) bzw. (6 b) der Druck auf S, vorgegeben:

p = pp auf Sy . (6¢)

Wie sich zeigt, gewihrleisten (4), (5) und (6 c) die Ein-
deutigkeit der Losung von (2) und (3) nicht, so dab auch
hier eine natiirliche Bedingung hinzutritt.

3. Analytische und numerische Stromungsunter-
suchungens fiir konstante Stoffparameter o,
a2 N a3

Die Voraussetzung konstanter Werte o), ay, ag bewirkt
Vereinfachungen in (2) und (3), die die numerische Be-
handlung erleichtern und in einigen Fillen analytische
Losungen gestatten. Andererseits wird die Anpassungs-
fihigkeit von (1) an das rheologische Verhalten realer
Fluide beeintrichtigt.

3.1. Ebene Stromungsvorginge

Wie man zeigen kann, geniigt es bei ebenen Strémungen

anstelle von (2) und (3) die Lésung des Stokesschen Pro-

blems s
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mit entsprechenden Randbedingungen zu finden (Tan-

ners Theorem, siehe [3]).

Das Geschwindigkeitsfeld ist von den Konstanten ap und

ag nicht abhingig. Der vollstindige Spannungstensor

kann mittels (1) berechnet werden.

Eine Diskussion analytischer Losungen vor (7) und der

zugehorigen Spannungsfelder fihrt Aberspach [4].

Fiir die Losung des Stokesschen Problems existieren an-

dererseits auch leistungsfihige numerische Algorithmen
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3.2. Ausgebildete Stromungen

Fiir die in axialer Richtung ausgebildeten Strémungen in
zylindrischen Durchstrombauteilen (Bauteile mit kon-
stantem Querschnitt, siehe Bild 3) existiert fiir konstante
Stoffwerte «@; eine Losung der Gleichungen (2), (3)
in der Form

vi=vg =0
v3 = v(x1, X2)
P = p(x1,xp) — cx3.
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Fiir die Funktion v(x;, xg) ist die Randwertaufgabe 8)
in der Querschnittsfliche SQ zu losen.

2 2

v, v 2c (®)
ax% 8x§ @

v=0 auf T

P(x1, xg) kann leicht aus den Bewegungsgleichungen in
den Richtungen x; und x5 ermittelt werden.

Auber numerischen Verfahren kommen fiir die Losung
von (8) durchaus auch analytische Lésungsprinzipien in

Betracht. So kann (8) durch die Transformation
x% + xg

2

oy v(xy ,X9) .

f(x1,x9) =

in eine Randwertaufgabe der Laplacegleichung (9) iiber-
fiihrt werden, fiir die verschiedene Losungswege (z. B
konforme Abbildung) bereitstehen.

Af=0

2 2

x7 t x .
f=122aufr. , )

Fiir spezielle Querschnitte S konnen geschlossene Lo-
sungen von (8) angegeben werden:
Gleichseitiges Dreieck (Bild 4 a):

50

_ \/gc \/—_ + 1 2
= .2a1g(g2x1 gx1 '3— X1 Xg) -
Rechteck (Bild 4 b):
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Die Verteilung P(x;, x5) des isotropen Druckes im
Querschnitt Sq ergibt sich durch einfache Integration
der Bewegungsgleichungen in den Richtungen von x;
und x9. P(xq, xg) ist dabei eine Funktion des Aus-
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druckes -‘—l‘g + 53-

2. Normalspannungsdifferenz darstellt [3].

, der im Stoffgesetz (1) ein MaB fiir die

3.3. Numerische Losung

Neben den soeben diskutierten, einfacheren Fillen be-
steht die Moglichkeit, fiir die Lésung von (2) und (3)
numerische Verfahren einzusetzen. Die im folgenden be-
schriebene Vorgehensweise [3] richtet sich auf die Er-
mittlung des GeschwindigkeitsfeldesV und des Druckes p
fir konstante Parameter @;, ag, a3 und Randbedingun-
gen (4), (5) und (6 ¢).

Bei Abhingigkeit des Geschwindigkeitsfeldes von den
viskoelastischen Gliedem muf die Bewegungsgleichung



(3) linearisiert werden. Als Vorschrift zur Bildung einer Folge von Naherungslésungen kann
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Verwendung finden. Wie numerische Untersuchungen zeigten, konvergiert der Iterationsprozefs bei hinreichend
guter Startniherung und wenn die Werte &y und ag in der GroBenordnung von @; oder kleiner bleiben.

- Die auf dem Verfahren von Newton-Kantorowitsch beruhende kompliziertere Iterationsvorschrift (11) erbrach-
te beziiglich der Konvergenz keine deutlichen Vorteile, erfordert aber weitaus hoheren numerischen Aufwand [3].
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Die linearisierte Differentialgleichung (10) kann in eine Variationsaufgabe iiberfiihrt werden:

d (n+1)
—2v‘k“*~1)f{")+2vf(“*”al )ydv  (12)
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Die Randbedingungen (4), (5) und (6 c) werden in den Ansitzen fiir die gesuchten Funktionen (13) verankert.

nj

vi= 3 4040, I OWO 13
i 5 % % T p = kzilak ¢ * pA- 13)

Die Euler-Lagrangeschen Gleichungen von (12) sind identisch mit (10). Bei der Extremwertbildung (12) er-
gibt sich aufierdem die natiirliche Randbedingung

ov;

a—nl =0 auf S,. . (14)
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Bild 5
Entwicklung eines Geschwindigkeitsprofils im ebenen Kanal

Als Koordinatenfunktionen ¢f:) wurden im gesamten
Losungsgebiet definierte Polynome eingesetzt, die ge-
wisse homogene Randbedingungen erfiillen. Der Rand
des betrachteten Gebietes muf stiickweise durch Poly-
nome darstellbar sein und darf keine einspringenden
Kanten enthalten.

Die Wahl dieses Funktionensystems erleichtert wesent-
lich die rechentechnische Realisierung von Operationen
(Multiplikationen, Differentiationen, Integrationen) mit
den Koordinatenfunktionen. Es ist auBerdem bekannt,
daf sich Polynome gut zur Darstellung ausgebildeter Ge-
schwindigkeitsprofile eignen [5], [10]. Dies wird durch
die Ergebnisse der Einlaufrechnung im ebenen Kanal
(Bild 5) und im Kanal mit Dreiecksquerschnitt (Bild 6)
unterstrichen. Beziiglich der Einlauflinge stimmen sie

Bild 6
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Bild 7

Zur Approximation der Einlauf- und ausgebildeten Stromung
auf der Symmetrieachse eines ebenen Kanals durch Polynom-

ansitze

X 3V %
V(?)-Eﬁ (l—b—z)
X

v 51)1\

v (0)

0971 —— 9 freie Koeffizienten fur v,
=== 20 freie Koeffizienten far v,

Bild 8
Die Approximation der Konstanz des Volumenstromes lings
der Achse eines ebenen Kanals

=064

Verteilung der Geschwindigkeitskomponente v3 in Querschnitten eines raumlichen Bauteils (Querschnittsfliche siche Abb. 4 a)
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Verlauf der Wandschubspannung (bezogen auf T12w der aus-
gebildeten Stromung) berechnet aus ejper Geschwindigkeits-
verteilung, die mit 25 Koeffizienten a fiir vj bestimmt wurde

auch quantitativ gut mit bekannten Ergebnissen der Li-
teratur [13] iiberein.

In Kanalachsenrichtung treten (im Bereich der ausgebii-
deten Stromung) in unterschiedlichem Mafie Approxi-
mationsfehler zutage (Bilder 7 bis 9). Die Geschwindig-
keitsverteilung (Bild 7) und auch der Druck kénnen mit
hoherem Grad der Ansatzfunktionen zunehmend besser
approximiert werden. Wihrend integrale GroGen, wie
der Volumenstrom, sehr genau angenihert sind (Bild 8),
ist bei der Berechnung der Deviatorspannungen ein star-
ker Verlust an Genauigkeit zu verzeichnen (Bild 9). Da
sich die Approximation der Spannungen mit steigendem
Grad der Ansatzpolynome nur zogernd verbessert, ist da-
mit eine gewisse Grenze des diskutierten Rechenverfah-
rens markiert.

Die Approximation des Druckes in (12) erfolgt vorteil-
haft mit Ansitzen, die einen um eins niedrigeren Grad
als die des Geschwindigkeitsfeldes aufweisen.

v, (0,0)

2_.

Bei den in den Abbildungen 5 ... 9 betrachteten Bei-
spielen handelt es sich um solche Fille, fiir die im End-
querschnitt Sy der Zustand ausgebildeter Strémung vor-
liegt und die Randbedingung (14) berechtigt ist. Fiir die
Berechnung von Stromungen in konvergenten Kaniilen
eignet sich die Bedingung (14) nicht. Im numerischen Er-
gebnis duBert sich dies durch physikalisch unsinnige Ver-
liufe der berechneten Feldgrofen (Bild 10, durchgezo-
gene Kurve).

Um die natiirliche Randbedingung (14) zu vermeiden,
kann anstelle der Variationsaufgabe (12) .das Galerkin-
verfahren eingesetzt werden. Mit den Ansitzen (13) ent-
steht das lineare Gleichungssystem (15) fiir die Koeffi-

zienten af: ) der (n + 1) ten Niherung.

, Lo aE®) 6@
é¢§l>[g;1A(al<(x)¢g>) % % ) tav - o
S:].,---,I'Ii;
3 o) ¢y (15)
S{¢£4) = kx~ k f,1av = 0
= i
s= 1, ..,n4

Ein Vergleich dieses Systems mit dem aus (12) resultie-
renden Gleichungssystem zeigt, daf bestehende Unter-
schiede bei Giiltigkeit von (14) verschwinden. Anderer-
seits konnen durch die Aufhebung der natiirlichen Rand-
bedingung (14) auch im konvergenten Kanal sinnvolle
Geschwindigkeitsverteilungen berechnet werden (B. 10).

Es gelang jedoch nicht, die fiir das Galerkinverfahren
(15) notwendigerweise ebenfalls existierende natiirliche
Randbedingung auf theoretischem Wege aufzufinden.

1 ' 2
Bild 10
Zur Approximation der Geschwindigkeitsverteilung im
konvergenten Kanal (exakte Losung: gestrichelte Linie)
durch die Variationsmethode (12) (durchgezogene Linie)
und das Galerkinverfahren (15) (strichpunktierte Linie)

w4

S
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4. Stromungsberechnungen fiir nicht konstante
Parameter o, ay, a3 im Stoffgesetz (1)

Zahlreiche experimentelle Untersuchungen viskoelasti-
scher Medien, sowohl von Polymerlsungen als auch von
Schmelzen, geben Auskunft iiber Fliefkurvenverliufe
und Normalspannungsdifferenzen. Bezieht man die Er-
gebnisse auf das Stoffgesetz (1), so zeigt sich, dab im
praktischen Falle die Konstanz der Werte o; oft nicht
gewihrleistet ist, sondern @;, &y, ag Funktionen der
2. Invarianten des Deformationsgeschwindigkeitstensors
sind.

Bei der Entwicklung von Berechnungsverfahren fiir diese
Aufgabenklasse erwies es sich als nachteilig, daf (auf-
grund mebtechnischer Probleme bei der Bestimmung der
2. Normalspannungsdifferenz) keine reproduzierbaren
Verliufe von ay (Ilp) und a3 (IIp) verfiigbar waren. In
der Literatur werden insbesondere zwei wichtige Spezial-
fille behandelt, auf die abschliefend kurz eingegangen
wird:

4.1. Ausgebildete Stromung in zylindrischen Bauteilen

Fiir die axial ausgebildete Strémung in zylindrischen
Durchstrombauteilen sei ein Koordinatensystem ent-
sprechend Abb. 3 eingefiihrt. Ein Geschwindigkeitsfeld
der Form

vy =vg =0

1 2 (16)
v3 = v(x, Xg)

als Losung von (2) und (3) und damit geradlinige Bewe-
gung der Fliissigkeitsteilchen kann nur auftreten, wenn
mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist
[8]’ [3]

a) Die Querschnittsfliche ist rotationssymmetrisch.

b) Die Querschnittsfliche S ist ein (unendlicher) Paral-
lelstreifen, d. h. es handelt sich beim Bauteil um den
ebenen Kanal. ‘

¢) Es besteht der Zusammenhang

@ (IIp) , o3 (lp)
4 2
o (IIp)

= konst. a7

Die Bedingung (17) an die Stoffkoeffizienten kann mit
den vorliegenden experimentellen Ergebnissen nicht be-
stitigt werden. Man mufi daher schlufolgern, daf in
Bauteilen, die weder rotationssymmetrisch noch eben
sind, Strémungsfelder der Form (16) nicht auftreten,
d. h. die Fliissigkeitsteilchen sich nicht auf geraden Bah-
nen bewegen. Diesen physikalisch nicht sofort einleuch-
tenden Effekt wies 1967 Semjonov [9] auch experimen-
tell in einer Plastschmelze nach und lieferte damit ein
wesentliches Argument fiir die Anwendbarkeit des expli-
ziten Stoffgesetzes (1) auf reale viskoelastische Medien.

Die numerische Losung des Randwertproblems wurde
von Litvinov und Mitarbeitern (z. B. [5], [6]) fiir ver-
schiedene Querschnitte (Dreieck, Rechteck) erbracht.
54

Mit dem verwendeten Verfahren, das der in 3.3. be-
schriebenen Vorgehensweise dhnlich ist, werden- hohe
Genauigkeiten erreicht. In den Querschnittsflichen S

ergaben sich Stromlinienbilder fiir die Geschwindigkeits-
komponenten v; und vy, wie sie in Bild 11 wiedergege-
ben sind. Die absolute Grofie dieser Komponenten liegt
bei dem betrachteten Medium (Ldsung von Hydroxil-
ethylzellulose) jedoch unter 1 % der mittleren Geschwin-
digkeit in axialer Richtung. Auch der berechnete Ein-
fluB von ay (Ilp) und ag (Ilp) auf die Komponente
v3 (x7, X2) bleibt in der ausgebildeten Strémung gering.

Bild 11

. Stromlinienfeld der Quergeschwindigkeitskomfoilenten
6

vy und vy in Kanilen mit Dreiecksquerschnitt

4.2. Stromungen in ebenen konvergenten Kaniilen

Theoretische und experimentelle Untersuchungen an
ebenen konvergenten Kanilen unter Zugrundelegung des
Stoffgesetzes (1) fithrten erstmals Han und Mitarbeiter
[11], [12] durch.

Bild 12

Zur Vereinfachung der numerischen Analyse setzen sie

in einer Bauteilgeometrie entsprechend Bild 12 ein-
schrinkend ein Geschwindigkeitsfeld der Form

i)
r \ (18)
vg= 0

Vr

voraus. Weiterhin werden spezielle Potenzansitze (19)
fiir die Verteilung der Materialfunktionen eingefiihrt:



C!]_ = IID2-
n-1

a = cgll? (19)
n-1

Ol3 = c3 II 2

Die in (19) erkennbare Kopplung der Funktionen o
wird durch Experimente Han’s mit Plastschmelzen weit-
gehend bestitigt.

Das Geschwindigkeitsfeld wird iterativ mit einem Diffe-
renzenverfahren ermittelt, wobei nur gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen auftreten.

Die Ergebnisse zeigen, daf in dieser Kanalgeometrie die
Stoffparameter oy (II) und ag (IIp) merklichen Ein-
fluf auf die Flieffelder besitzen.

Ein nach unserer Ansicht betrichtlicher Mangel der Un-
tersuchungen -besteht darin, daf durch die Vorausset-
zung (18) keine zutreffende Beschreibung der Stromung
an Ein- und Austritt der relativ kurzen Bauteile moglich
ist. Beim Vergleich der Rechenergebnisse mit Wandnor-
malspannungsmessungen (Plastschmelzen: Polystyren,
Polypropylen, Hochdichtes Polypropylen) treten daher
betrichtliche Abweichungen, besonders in der Nihe des
Austrittsquerschnitts, auf.
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