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Die bandselektive Fouriertransformation und ihre Anwendung zur

Simulation von Schmalbandprozessen

Friedrich Wahl

0. Einleitung

Methoden zur Simulation stochastischer Prozesse, die
auf dem Algorithmus der Schnellen Fouriertransforma-
tion (FFT) basieren, haben in der theoretischen und in
der experimentellen Forschung eine weite Verbreitung
gefunden (siehe z. B. [1] bis [3]). Ein gewisser Nachteil
dieser Verfahren besteht darin, dafi die Frequenzaufls-
sung der erzeugten Signale mit der z. Z. verfigharen
Technik nicht beliebig erhoht werden kann, wodurch
besonders die Maglichkeiten zur Simulation schmalban-
diger Zufallsprozesse eingeschriankt werden. Die Ur-
sache liegt darin, dafi bei der gewdhnlichen FFT der
Spektralbereich stets bei der Nullkomponente beginnt
und daf damit die mégliche Aufldsung von der Satz-
lange der zu transformierenden Daten abhingt. Die
Satzlinge ist jedoch praktisch nicht beliebig erweite-
rungsfahig, sondern sie stellt eine Kompromiflosung
zwischen wirtschaftlichen Erwigungen und rechentech-
nischen Erfordernissen dar (Kernspeicherkapazitit, Re-
chengenauigkeit, Auflésungsvermégen von Digital-Ana-
log-Umsetzern u. a. m.). Ein z. Z. bei Klein- und Mikro-
rechnern sowie bei FFT-Prozessoren iibliche Satzlinge
liegt bei N = 1024 Daten.

Die Simulation von Schmalbandprozessen fiihrt unter
den genannten Bedingungen aufgrund der unzureichen-
den Frequenzauflosung zu einer Verschlechterung der
statistischen Eigenschaften der erzeugten Signale [4].
Eine weitere Einschrinkung des verfiigharen Frequenz-
bereiches ergibt sich aus der Notwendigkeit, die iiber
Digital-Analog-Umsetzer ~ausgegebenen Signale iiber
analoge Tiefpisse zu filtern, um Spektralanteile oberhalb
der halben Samplingfrequenz zu unterdriicken. '

Einen Ausweg aus diesen Problemen erméglicht die band-
selektive Fouriertransformation, die fiir die Analyse von
Signalen in kommerziell verfiigharen Systemen nach
unterschiedlichen Prinzipien realisiert wurde, wie die
sog. BSFA-Technik [5] und die sog. ZOOM-Transforma-
tion [6].

In den folgenden Ausfithrungen wird gezeigt, wie die
ZOOM-Transformation zur Erzeugung von Signalen ein-
gesetzt werden kann. Das Prinzip bestcht darin, durch
mehrmalige Anwendung der iiblichen FFT auf ein Fre-
quenzband mit anschlieender Uberlagerung der erhal-
tenen Zeitfunktionen dieses Frequenzband im Zeitbe-
reich ,,aufzuspreizen”.

Um die Effektivitit des Verfahrens voll auszunutzen,
wird grundsitzlich von komplexen Werten im Zeitbe-
reich ausgegangen. Dazu wird zunichst die in [6] be-
schriebene ZOOM:-Transformation auf komplexe Ein-
gangswerte erweitert. Im Pkt. 2. wird dann die Losung

der dazu inversen Aufgabenstellung erliutert und unter
Pkt. 3. ein Algorithmus zur Simulation von Schmal-
bandprozessen abgeleitet. Abschliefend werden einige
Hinweise zu einer giinstigen rechentechnischen Aufbe-
reitung gegeben.

i. Die komplexe ZOOM-Transformation
Es wird vorausgesetzt, dafs 26N Werte

u(n), n=20,1,...2N-1)

eines zu dquidistanten Zeitpunkten abgetasteten Signals
u(t) vorliegen. Die Aufgabe besteht darin, die zugehéri-
gen Spektralwerte U(k),k =0,1,...8N

zu bestimmen.

Der Wert S stellt den sog. ,,ZOOM-Faktor™ dar, der bei
praktischen Anwendungen in der Gréfenordnung 10 bis
100 Liegt.

Der Grundgedanke des im folgenden beschriebenen Ver-
fahrens zur Berechnung der U(k) besteht darin, dafi
nicht der gesamte Datensatz von 28N Werten u (n) si-
multan transformiert wird, sondern dafi durch mehrma-
liges Anwenden des FFT-Algorithmus auf Datensitze
von nur N Werten Teilspektren erzeugt werden, deren
Uberlagerung das gesuchte Spektrum innerhalb eines
gewiinschten Frequenzbandes ergibt.

Dieses Vorgehen erméglicht es, die Frequenzauflosung
gegeniiber dem herkémmlichen FFT-Algorithmus we-
sentlich zu erhéhen.

Um die Leistungsfihigkeit des Verfahrens voll auszu-
schopfen, wird zunichst die reelle Ausgangsfolge u(n)
zerlegt, indem die Werte u(n) mit geradem Index als
Realitit, die Werte mit ungeradem Index als Imagmar-
teil einer komplexen Folge
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Signalverlauf und komplexe Abtastfolge z (n)
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z(n)=x(n) + jy(n); n=0,1,...

aufgefafit werden (vgl. Bild 1).

In den folgenden Ausfilhrungen wird gezeigt, wie die
ZOOM-Transformation auf die komplexe Folge z(n)
angewendet werden kann.

Die Beziehung zu den gesuchten Spektralwerten der
Folge z(n) wird durch die diskrete Fouriertransforma-

tion hergestellt. Man erhilt fiir die Spektralwerte
1 i k27n
_;} smye PN k=

n=

(BN-1) @

Z(k) =

Zerlegt man die Folge z(n) in komplexe Unterreihen
nach folgendem Schema

zo (n) = (2(0), 2(B), 2(26), . . . 2(NB - B))
z3(n) = (z(1),2(B+1),2(26+1),... 2(NB—B—1)); (3)

1,...(BN=1) (2)

L... (-1 (©6)
0,1,... (N=1)

Mitk = pN+r; p = 0

r
laBt sich Gl. (5) wesentlich vereinfachen.
Zunichst erhilt man mit (6) fiir die Teilspektren (4):

i (pN+r)2mn

Zy(k) = Z;(pN+r) = N 2 > o zj(n) e =Z(r),
mit
. I27n
Zi(r) = = zi(n) e . L,...(N=-1), (O)
Nn=o0 )

Man ersieht daraus, daf die Teilspektren Zi (k) perio-
disch mit k = N sind und dah sie sich nach G1. (7) geson-
dert iiber die FFT berechnen lassen.

Fiir die Exponentialfunktionen in Gl. (5) erhilt man mit

(6):

Zp-1)(n) = (@B 1), 226~ 1), ... 2(NF ~ 1)) i R
. - Wit (®)
und fiihrt die Teilsummen ein
1 N-1 _ —j k ; mn ] Hierbei wurde gesetzt
k) = N 1?:0 zg(n) e ’ jpz1r1
Lo 6 ©)
i k27mn i °
1 N-1 N o7i
k=52 z(n)e '  k=0,1,...(BN-1) I Gl
N nco a@ - o BN . Qo)
@
; k27Tn Unter Beriicksichtigung von (6), (7), (9) und (10) wird
1 7N aus der G1. (5):
sy®- kI Fgn®e N, ’

so wird aus Gl. (2) :

k2mi
BN

f-1 -
Z(k) = z Z;(k) e

i

;k=0,1,...(8N=1) (5)

Formal bietet Gl. (5) gegeniiber Gl (2) keine Verein-
fachungen. Der entscheidende Vorteil der Zerlegung
von Gl. (2) in Teilsummen nach Gl. (5) liegt aber darin,
daf man die Spektralwerte Z; (k) gesondert iiber den
FFT-Algorithmus berechnen kann. Dazu wird der ge-
samte Spektralbereich in Blocke zu je N Werten zerlegt
und fiir jeden Block ein neuer Laufindex r eingefiihrt

(vgl. Bild 2).

k=(pN+r)
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Bild 2
Aufteilung des Spek tralbereiches
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1
BZ(pN+r) -ﬁz Vi Z.() o ();r=0,1,...(N=1) (11)
p=0,1,...(6-1).

‘Die nichste Aufgabe besteht darin, aus den nach Gl. (11)

errechneten Spektralwerten die gesuchten Spektralwerte
U (k) der reellen Ausgangsfolge u (n) zu bestimmen.

Der Zusammenhang zwischen den Werten Z (k) und U (k) -
soll als niichstes erldutert werden:

Wegen (1) liit sich Gl. (2) in der Form schreiben:

Z(k) = X(k) + j Y(k) (12)
mit den komplexen Spektren
BN-1 _,k21‘rn
X (k) = ﬁ_lqu_ x(n) e ‘”\" (13)
und
BN- B k21Tn
=1 ﬁN )
Y®= 2 Ly e : (14)
k=0,1,...(BN-1).



Andererseits wird aus (12) wegen (13) und (14)

Z'(BN-k) = X(k) —j Y@K D (15)

Aus (12) und (15) erhilt man die Beziehungen

2X(k) = Z(k) + Z" (BN-k); (16)

2jY(k) = Z(k) — 2" (BN-k) 7)

und firk = pN + r

2X(N+r) = Z(EN+r)+Z*@N—pN-1); (18)

2j)Y(pN+1r)= Z@N+r)—Z" BN-pN-1);  (19)
r=0,1,...(N=1)
p=0,1,...(8-1).

Da zwischen den Teilspektren X (kj, Y (k) und dem Spek-
trum U (k) der Zusammenhang besteht

km
_jkm
2UM) = X&) +YR)e PN, k=0,1,...(8N—1)(20)

bzw. fiir die einzelnen Teilbereiche
_(pN+n)7

T

2U (N +r) = X(pN+r)+Y(pN+r) , (1)

r=0,1,...(N-1)
p=0,1,...(8-1).

erhilt man aus (21) mit (18) und (19) den gesuchten
Zusammenhang zwischen den Spektralwerten U (k) und
Z (k) der einzelnen Teilbereiche:

4U(pN+r) = Z(pN+r) + Z* (BN—pN—r)

. (pN+r)w
~i[Z(@N+r)— 2" BN—pN-p]e PN

; (22)
r=0,1,...(N-1)
p= 0,1,...(8-1).

Mit den Gleichungen (7), (11) und (22) sind die grund-

legenden Beziehungen bereitgestellt, die es gestatten, die

komplexe ZOOM-Transformation auf reelle Eingangs-
daten anzuwenden. Es ergibt sich folgender Ablauf:

1. Aufstellen der Unterreihen nach (3);

2. Berechnung der Teilspektren Z; (r) nach Gl. (7) (kom-
plexe FFT);

3. Aufsummieren der Teilspektren entsprechend G1. (11),
wobei man sich auf die Berechnung einer Zeile (bzw.
eines Frequenzbandes) des Systems (11) beschriinkt;

4. Berechnung der Spektralwerte U (k) der reellen Aus-
gangsfolge u (n) nach Gl. (22).

1) Die konjugiert-komplexen Werte werden mit einem Stern
gekennzeichnet.

2. Die inverse ZOOM-Transformation

Die unter Pkt. 1. hergeleiteten Bezichungen gestatten es,
die anfangs genannte Aufgabenstellung zu l6sen:
Gegeben seien BN komplexe Spektralwerte U (k), k = 0,
1, ... (BN —1), gesucht sei die Folge u(n),n=0,1,...
(28N —1) im Zeitbereich.

Die Grundlage der im folgenden beschriebenen Transfor-
mationsbeziehungen liefern die Gleichungen (7), (11)
und (22), die in umgekehrter Reihenfolge nach den je-
weiligen gesuchten Groben umgestellt werden.

Zuniichst werden aus der Gl. (22) die Z (k) errechnet.
Der Ausgangspunkt dazu ist G1. (20), aus der folgt:

~_(pN+r)1r
SUMEN+D) = XN+ + Y(EN+r)e PN (23)

(pN+r)m
BN

20" (BN—pN—1)=X(pN+r) — Y (pN+1) e : (24)

r=0,1,...(N—1).

baw.

X (pN+1) = U(@N+2)+ U* (BN—pN 1) ; (25)
N

Y(pN+r) = [UEN+)-U*@N—pN-n)le PN (26)

r=0,1,...(N=-1).

Das Einsetzen der Gleichungen (25) und (26) in G1. (12)
liefert:

Z@EN+r)= U(@pN+r)+U" (BN—pN—r)
(pN+ )T
. L
+ j[U@EN+r)—U* (BN—pN—r1) e 5 (20

r=0,1,...(N-1)

wodurch Gl. (22) nach den unbekannten Spektralwer-
ten Z (k) umgestellt ist.

Der Zusammenhang zwischen den Spektralwerten
Z (pN + r) und den Spektralwerten Z; (r) der Unterrei-
hen wird durch die Gl. (11) beschrieben, aus der wegen -

ﬁ—i . g firm=i

L Wpp " Wpi= (28)

p=0 0 firm#i

folgt:

_ -1

Z;(0) () = £ wiZ(pN+r);r=0,1,...(n-1) (29)
p=0 i=0,1,...68-1)

Die Gleichungen (27) und (29) beschreiben die Grund-
lagen der inversen ZOOM-Transformation; sie stellen den
Zusammenhang her zwischen den vorgegebenen Spek-
tralwerten U (k) und den Spektralwerten Z; (r), aus de-
nen iiber die inverse FFT die in (3) angegebenen kom-
plexen Unterreihen z; (n) errechnet werden kénnen.

Die folgende Tabelle 1 zeigt noch einmal in iibersichtli-
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cher Form die grundlegenden Gleichungen der ZOOM-

Transformation.

Tabelle 1 Grundbeziehungen der komplexen ZOOM-Transformation

ZOOM-Transformation

Zeitbereich —> Frequenzbereich

Vorgegeben:

reelle Folge u(n);

Ausfiihrung:

1. Bilden der komplexen Folge z(n) ;
2. Bilden der Unterreihen ;i (n);

3. Komplexe FFT

r27n
— 1 N-1 -
Zi(r) = — Z  Zj(n)e
N n=0

. 1 :
4, BZ(pN+r) = % Wpi Zi(r) * o4(r);
i

=0

5. Berechnung der Spekiralwerte U (k)

4U(PN+1) = Z(pN+1)+Z" (BN —pN —r)

— jlZ(pN+r)—Z" (BN —pN —1)] e

n =01,...(28N-1)

n = 0,1,...(N-1)
n = 0,1,...(N=1)
i = 0,1,...(8-1)

r = 0,1,...(N=1)
i = 01,...(8=1)

r = 0,1,...(N=-1)
p = 0,1,...(8-1)

j(pN+r)Tr

BN

r = 0,1,...(N-1)
p = 011§~--(B_1)

Inverse ZOOM-Transformation

Frequenzbereich ——> Zeitbereich

Vorgegeben:

Komplexe Spektralwerte U (k) ;
Ausfiihrung:

1. Berechnung der Spektralwerte Z (k)

Z(pN+r) = U(pN+r)+ U (BN—pN—r)+
j(pN+r)1r

+ UGN+ — U (N—pN-n)]e PN

N S
2. Zi(r) = (r) Z 0wipZ(pNﬂ');
D:

3. Komplexe FFT
: . n27r

_ L S
zi(n) = X Zl(r) € 5
r=0

4. Abspeichern der Unterreihen z;(n);

5. Bilden der komplexen Folge z (n),
bzw. der reellen Folge u(n);

k = 0,1,...(fN-1)

r = 0,1,...(N=1)

p = 0,1,...(6-1)

r = 0,1,...(N=-1)
i = 0,1,...(-1)

n = 0,1,...(N--1)
i = 0,1,...(8-1)

i = 0,1,...(8=1)

n = 0,1,...(BN-1)
n = 0,1,...(2N-1)




3. Erzeugung von Zufallssignalen

Mit Hilfe des unter Pkt. 2. beschriebenen Verfahrens der
inversen ZOOM-Transformation ist es moglich, stochasti-
sche Schmalbandprozesse zu simulieren. Dazu wird aus
der Leistungsspektraldichte Sgg (f) des Vorbild-Prozesses
ein komplexes Amplitudenspektrum U (k) bestimmt,
dessen Transformation in den Zeitbereich eine Realisie-
rung u (n) dieses Prozesses liefert.
Zur Berechnung des komplexen Amplitudenspektrums
wird gesetzt:

. Rk m

J —B‘ﬁ‘
Uk)=Uge - ;k=0,1,...(BN-1) (30)
Die Ry sind gleichverteilte, unabhingige Zufallszahlen
in (0, 2BN), wihrend die Uy die Betrige des zweiseitigen
Amplitudenspektrums darstellen, die mit der zweiseiti-
gen Leistungsspektraldichte in Beziehung stehen durch

Sgr (kA
U, - /_Egé_ﬁ 31)

Es bedeuten (siehe Bild 3):

Periodendauer der Realisierung T = 26NAt = 24N - ~fl—,

S

Bandbreite af=l o b
& T 28N’

f; — Samplingfrequenz,

S(tf) Asgg({)

m UK
Bereich-Nr. { F/
0 "J l (B-1
| 1 J—-’{[ }\.. 3 \ A 1
k=0 N 2N 3N (BON BN
at

2N WN 2N

T = 2(3N-at

1

Bild 3
Spektral- und Zeitbereich eines Schmalbandprozesses

Im- weiteren wird vorausgesetzt, dafi sich der gesamte
Spektralbereich so aufteilen lifit, daf die Werte U (k)
nur innerhalb eines Frequenzbandes (bzw. innerhalb
eines Blockes von N Spektrallinien) ungleich Null sind
(siehe Bild 3).

Diese Voraussetzung vereinfacht die rechentechmsche
Realisierung des im Pkt. 2 beschriebenen Verfahrens
entscheidend und ermoglicht es, einen einfachen Algo-
rithmus zur Erzeugung von Zufallssignalen abzuleiten.
Setzt man Gl. (27) in die Gl. (29) ein, so erhilt man:

> -1 * T
Zi@=o s Owip{U (pN+1)+ U* (BN—pN 1)
p:

J(pN+r)1l’}
+j[U(N+r)—U* (BN—pN—-r)] e BN :(32)

r=0,1,...(N—1)
i=0,1,...(8—1).

Wenn man die entsprechend Bild 3 aufgeteilten Fre-
quenzbiinder numeriert, wobei der Paraméter 5 die Num-
mer des entsprechenden Bereiches angibt, in dem die
Spektralwerte ungleich Null sind, so gilt fiir die Summen-
darstellung (32):

U@N+r) firp=6
U(pN+r) = {
0 firp#3d
(33)
U@BN+N-—-r)firp=(B-1-9)
U(BN—pN—r)={
0 fiirp#(@—l—c‘i)}»

r=1,2,...(N=1)

Fiir r = 0 ergibt sich:

U(N) firp=6
U(pN) =

0 firp#6
(34)
~ U(SN) fiirp=(8—9)
U(BN—pN) =
0 fiir p # (8—5) .

Fiir die weitere Rechnung wird der zusétzliche Index
l=N-r (35)

eingefithrt (siehe Bild 4), und zur Vereinfachung der
Schreibweise wird gesetzt:

U@N+)=U(r); USN+N_r)=U(l).

RT R
UGr)-ye! B U - ye I
K
] [ r-04,... %
r.] . N [ «N-r

Bild 4
Spektralwerte des vorgegebenen Fre quenzbandes

Unter Béachtung von (33) bis (35) erhilt man aus der
Summendarstellung (32) die folgenden endgiltigen Glei-
chungen zur Berechnung der Spektralwerte Z; (r):

Z;(®) = Uy (cosy; — sing) + Uy (cosys + singy)
+ j[Ur (sincpl + 008(92) + Ul (simp3 — cos¢4)]; (36)
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Z;(1) = U, (cosy, + singy) + Uj(cosps — singy)

+ j[Uy (—sing; + cospp) + U (—sing3 — cosgy)]; (37)

j \
_ (8N+r)2i+RT 2n
_ (BN+1) @i+1)+R, _ 24
Yo = [ 28 ]W
L (B-ON-D2-R 2 9
¥3 28 N
_ (B=8)N-D@i+1)-R; . 24
Yy = [ 28 ] N
r = 1,2,...2
]l =N-r

i =01,...(8-1)

Zi (l‘ = 0) = UO [COS&' 10 —simp20 +cosypgg t+ Sln(p40 +

+ j(singyq + cospyq + sinpgg — cospyg) 15 (39)

mit ¢19= ¢ (r=0)
w20 = ¢g (r=0) (40)
p30 = v3 (1=0)
P40 = ¥4 (1=0)

Die Gleichungen (36) bis (40) bilden die Grundlage fiir
eine bandselektive Simulation von Zufallsprozessen. Fiir
den Algorithmus ergibt sich der folgende Ablauf (vgl.
auch Tabelle 1):

1. Beginnend mit i = 0: _
Aufbau des komplexen Feldes Z; (r) nach den Glei-
chungen (36) bis (40).
2. Inverse Fouriertransformation (FFT),
Abspeichern der komplexen Unterreihe z; (n) (siche
3) :
3. Wiederholung der Schritte 1. und 2. firi=1,2, ...
B-1

Im Ergebnis der Rechnung liegen § N komplexe Werte
z(n) bzw. 28N reelle Werte u(n) einer Realisierung im
Zeitbereich vor. Dabei konnen, ohne die Brauchbarkeit
des Verfahrens einzuschrinken, die Z; (r = 0) generell zu
Null erklirt werden, wodurch die Gleichungen (39) und
(40) entfallen und der Ablauf des Algorithmus erleich-
tert wird.

4. Rechentechnische Realisierung

Die Effektivitit der Verfahren hiingt wesentlich von der
programmtechnischen Aufbereitung der Gleichungen
(36) bis (38) ab. Beschriinkt man sich fiir den Wert des
ZOOM-Faktors 8 auf Potenzen von 2, so lassen sich die
in Klammern gesetzten Ausdriicke in (38) ohne Multi-
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plikationen nur durch Additionen und Verschiebungen
bestimmen.

Zur Berechnung der in den Gln. (36) und (37) benétig-
ten trigonometrischen Funktionen werden die GroBen
¢y (r) bereitgestellt in der Form

2
ou® =Ky ) 35 #=1,2,3,4 (41)
mit Kll <N, natiirliche Zahl
und ieul <1.

Die Werte K, werden durch Abspalten ganzzahliger
Vielfacher von N erhalten, was in einem Assembler-Pro-
gramm leicht durch Maskierungen maoglich ist.

Mit (41) erhilt man fiir die trigonometrischen Funktio-
nen

211K” 2 2"Kﬂ

o il
N G#N cos N

~

sin oy = sin

2nK, 2n . 2nK,

cosyy ~ €08 —o— — €y 1 S —— (42)
w=1234
2n K# 27 Ky
wobei die Funktionswerte sin N und cos N

der fiir den FFT-Algorithmus bereitgestellten Tabelle der
Exponentialfunktion exp j [ 211:1—1( LK=0,1...,ent

nommen werden.

Auf diese Weise liBt sich erreichen, daf die Gesam:-
rechenzeit der inversen ZOOM-Transformation durth
den Aufbau der komplexen Felder Z; (r) nicht merklich
beeinfluBt wird, sondern im wesentlichen von der durch
den ZOOM-Faktor § bestimmten Anzahl der komplexen
FFT abhangt.
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