TECHNISCHE MECHANIK 2 (1981) Heft1
Manuskripteingang: 15. 5. 1981

Berechnung ebener Grenzschichtstromungen mit Hilfe

unstetiger Wirbelschichten

Tibor Czibere

Innerhalb der Strémungsgrenzschichten kann die Strémung wirbelbehaftet betrachtet werden. Daher stellt die Grenz-
schicht gleichzeitig auch eine Wirbelschicht dar. Die Wirbeldichtefunktion hat an der Oberfliche des Korpers eine
Unstetigkeitsstelle bzw. einen Pol. Von diesem Grundgedanken ausgehend gibt die Arbeit ein Verfahren zur Berechnung

des Geschwindigkeitsfeldes von ebenen Grenzschichtstrémungen an.

1. Einleitung

Es ist bekannt, daB sich die Wirkung der realen Fliis-
sigkeiten bei grofien Reynolds-Zahlen auf eine diinne
Grenzschicht beschrinkt. AufBierhalb dieser Schicht
kann die Strémung mit Hilfe des reibungslosen Fliis-
sigkeitsmodells beschrieben werden. Das bedeutet,
daf die reale Stréomung im Fall grofer Reynolds-Zah-
len auBerhalb der Grenzschicht als Potentialstromung
angesehen und das Stromungsbild durch Verfahren
der Potentialtheorie bestimmt werden kann. Diese
Verfahren sind dadurch charakterisiert, dafi sie sich
auf partikulire Losungen der Laplace-Gleichung stiitzen,
die die gegebenen Randbedingungen erfiillen. Die
Laplace-Gleichung kann sowohl fiir die Geschwin-
digkeits-Potentialfunktion als auch fir die Strom-
funktion der wirbellosen Stromung aufgeschrieben
werden. Die in der Grenzschicht sich ausbildende Stré-
mung ist eine wirbelbehaftete Stromung, womit die
Verfahren, die ausgezeichnet fiir die Bestimmung der
Potentialstromung geeignet sind, fiir die Grenzschicht-
strémung nicht unmittelbar verwendet werden konnen.
Gleichzeitig stellt sich aber die Frage, ob vielleicht
irgendein Verfahren zum Ergebnis fiihrt, das sich auf die
Bestimmung des Vektorpotentials der wirbelbehafteten
Stromung  stiitzt. Dieser Weg ist moglich, wenn die
Wirbelverteilung der Grenzschicht bekannt ist.

Im folgenden wird ein neues Verfahren zur Berech-
nung des Geschwindigkeitsfeldes gezeigt, das sich in-
nerhalb und aufBierhalb der Grenzschicht um diinne
Profile ausbildet. Die theoretische Grundlage des Ver-
fahrens besteht darin, dafi die Grenzschichtstromung
ersetzt wird durch ein Geschwindigkeitsfeld, das von
Wirbelschichten induziert wird, die sich in der Grenz-
schicht ausbilden. Mit Hilfe des Vektorpotentials die-
ser Wirbelschichten koénnen die Geschwindigkeiten
bestimmt werden. Da das Vektorpotential des wirbel-
behafteten Geschwindigkeitsfeldes im Fall zweidi-
mensionaler Stromungen durch die Stromfunktion
ausgedriickt werden kann, lift sich die Bestimmung
des durch die Wirbelschicht induzierten Geschwin-
digkeitsfeldes auf die Losung der fiir die Grenzschicht-
strémung aufgeschriebenen Poisson’schen Gleichung der
Stromfunktion zuriickfiihren.

2. Die Grenzschicht als Wirbelschicht

Es wird eine ebene, wirbelbehaftete Stromung einer
inkompressiblen Fliissigkeit in der x, y-Ebene ange-
nommen. Die Stromung sei stationdr. In diesem Fall
kann die Geschwindigkeits- und die Wirbelverteilung
als Funktion von x, y wie folgt aufgeschrieben werden:
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Hierbei. wird angenommen, daf w (x, y) positiv ist,
wenn die Drehrichtung des Wirbelvektors dem Uhr-
zeigersinn entspricht. Die zwei Gleichungen, die die
behandelte zweidimensionale Strémung beschreiben,
sind die Kontinuititsgleichung und die Gleichung, die
die Wirbelstirke der Stromung ausdriickt:

dive® = 0, bzZw. —+ — =0 (1)
dx Oy
rote = 2& baw. — — — = —2w(x,y) 2)
x 0y

Es ist bekannt, daf das Geschwindigkeitsfeld der wir-
belbehafteten Strémung aus einem Vektorpotential

durch Rotationsbildung ermittelt werden kann:
-

T = rotQ 3)
Wenn man diesen Zusammenhang in die Gleichung
(2) einsetzt und fiir a voraussetzt, dafi divé = 0 ist,
dann ergibt sich bekannterweise fiir das Vektorpoten-
tial © die folgende Gleichung:

Al = —ad

Daraus, daff & auf der Ebene x, y senkrecht steht, er-
gibt sich, daf nur die auf der Ebene x, y senkrechte
Komponente des Vektorpotentials & von 0 unter-
schiedlich ist. Auf Grund des Zusammenhanges (3)
ist leicht einzusehen, dafi diese Komponente gleich

der Stromfunktion ¥ (x, y) ist. Fiir diese ebene, wir-
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belbehaftete Stromung der inkompressiblen Fliissig-
keit, und zwar fiir deren Stromfunktion, wird letzt-
lich die Poisson’sche Gleichung gewonnen:

a2V 22¥
t o = 2w(xy) *)
y

Wenn bei dieser Gleichung die Wirbelverteilung der
reibungsbehafteten Fliissigkeitsstrémung in der Ebene
x, y durch die Funktion 2 w (x, y) beschrieben wird
und diese Funktion bekannt ist, dann ist die ebene
Geschwindigkeitsverteilung ~ der  reibungsbehafteten
Fliissigkeitsstromung durch die Lésung der Poisson’
schen Gleichung (4) bestimmbar.

Zunichst ist die Geschwindigkeits- und die Wirbel-
verteilung, die sich um eine in die parallele Strémung
gelegte dinne Platte ausbildet, zu iberpriifen. Es ist
leicht einzusehen, daf die Wirbelverteilung einerseits
nur innerhalb der Grenzschicht von 0 unterschiedlich
ist und andererseits an der gewdélbten Platte eine Un-
stetigkeitsstelle hat.

In der Grenzschicht kann die Wirbelverteilung durch
eine unstetige und hinter der Platte in der Geschwin-
digkeitsdelle durch eine stetige Funktion beschrieben
werden. Im Bild 1 ist die Geschwindigkeits- und die
Wirbelverteilung auf den beiden Seiten einer gewolb-
ten Platte dargestellt.

2osfgy)

Bild 1

Auf der konvexen Seite ist die Grenzschicht diinner
und sind die Geschwindigkeiten grofer als auf der
konkaven Seite. Man kann aus der Abbildung auch
entnehmen, dafi entsprechend der positiven Kriim-
mung der Platte das ,,positive” Gebiet der Wirbelver-
teilung groBer ist als das ,negative”. Wird die Bewe-
gung der reibungsiosen Fliissigkeit als Grenzfall der

reibungsbehafteten Fliissigkeit (v > 0) aufgefat, dann
kann geschluBifolgert werden, daf durch das Verschwin-
den der Grenzschicht an der gekriimmten Platte — im
Gegensatz zur ebenen Platte — das Geschwindigkeitsfeld
seine Stetigkeit verliert. Der Geschwindigkeitssprung, der
sich auf der so entstandenen Unstetigkeitsfliche ausbil-
det, reprisentiert eine Wirbelverteilung entlang einer
Linie in der Ebene x, y. Wie bekannt ist, bildet diese
Erkenntnis die Grundlage der bei Tragfliigelprofilen
angewandten Berechnungsverfahren, die sich auf die
Theorie der hydrodynamischen Singularititen stiitzen
[1], [2]. Daraus kann die Schlubfolgerung gezogen
werden, daB das sich um die diinne Platte, die in die
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Bild 2

reibungsbehaftete Flissigkeitsstrémung gelegt wird,
ausbildende Geschwindigkeitsfeld (Bild 2) eigentlich das
Geschwindigkeitsfeld einer endlichen Wirbelschicht ist.

Der Definitionsbereich der Wirbelschicht ist die Grenz-
schicht und die diinne Nachlaufschicht hinter der Platte.
Die urspriinglich wirbelfreie Parallelstromung wird
infolge der Reibung in dieser Schicht zu einer wirbel-
behafteten Strémung. Der Definitionsbereich der Wirbel-
schicht erstreckt sich in Strémungsrichtung bis zu der
Entfernung, in der die Stromung wieder ungestort ist.
Die Wirbeldichtefunktion der Wirbelschicht ist die
Funktion 2 w (x, y). Sie hat entlang der Platte eine
Unstetigkeitsstelle (siehe Bild 1), ist aber im Gebiet T
stetig.

3. Das Geschwindigkeitsfeld der Wirbelschicht

Im folgenden wird das Geschwindigkeitsfeld der Stro-
mung, die im Bild 2 skizziert ist, bestimmt. Im Ge-
biet T liegt eine wirbelbehaftete Stromung vor und
die Wirbeldichte wird durch die bekannte Funktion
2w (x, y) beschriehen. AufBierhalb des Gebietes T ist
die Stromung wirbelfrei, womit die Wirbeldichte gleich 0
sein mub. Die Stromfunktion dieser Strémung erfiillt
entsprechend den friheren Uberlegungen die folgende
Gleichung:

2V 2V {2w(x,y); fiir x,y e (T),

ax2  9y2 ®)

0; fir x,ye(T).

Die Randbedingung kann in dem behandelten Fall
sehr leicht angegeben werden. Das Gebiet ABCD wird
so grof gewihlt, daff an der gesamten Begrenzung die

Geschwindigkeit U, einer ungestorten Parallelstromung
vorhanden ist.

Die Stromfunktion ergibt sich an einem beliebigen
Punkt P (x, y) innerhalb des Gebietes ABCD durch
Anwendung des Green’schen Satzes

1 1 ow
¥(xy) = 2‘_” A‘Illn(d)dA"' 2*” aln(d) ds—

(ABCD) (L)
(6)
1 d(Ind) 3
Ton on ®
L)



Hierbei ist L. die Begrenzung des Gebietes ABCD, n
die in das Gebietsinnere gerichtete Normale und

- V-2 -y o)
der Abstand zwischen dem Aufpunkt

P (x, y) und dem laufenden Punkt der Integration

Q (x’, y). Aus dem Zusammenhang (6) wird durch

Differentiation die konjugiert komplexe Geschwin-

digkeit ¢ gewonnen:

a\p+_ a\ll 01 ¥) o(i V)
—i

oy ' ax ox dy

8
Mit der komplexen Veridnderlichen z = x + iy gilt der
Ausdruck:

1
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Aus der Gleichung (6) mit einer der Gleichung (8)
entsprechenden Differentiation erhdlt man fiir die
konjugiert komplexe Geschwindigkeit, die in einem
beliebigen Punkt des Gebietes ABCD entsteht, fol-
gende Gleichung:

_ i AV i av ds
¢ = —- — dA+ — — -
! 2m on z —z'
(ABCD)
©)
i ¥ J d
B 5’; _a_—n (z——z') 5
L

Weil 1/(z — z') entlang L iiberall stetig ist, gilt:
2 1 2
s’ B

Damit liBit sich das dritte Integral der Gleichung (9)

umformen zu:

: 99
— v E = e ST S——
27 an(z dof? \;.- ) :
(L)
B 1 oV ds
—2_; 35_ z—12
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Fir die konjugiert komplexe Geschwindigkeit wird
unter Beachtung der Gleichung (5) die Gleichung ge-

wonnen:
c@-Lf \%—f(——+ (10)
Z-*—Z
" 5
AV ds
L1 TR Je—

0s z—z2'

Da die Geschwindigkeit entlag L voraussetzungsge-
mifi konstant ist, kann das Linienintegral ausgerech-
net werden.

Der Ausdruck

3w oW
; B}

ist bekannt, wobei c, die tangentiale und ¢ die nor-
male Komponente der Geschwindigkeit entlang einer
gegebenen Kurve, in diesem Fall entlang L, und die
Neigung dieser Kurve zur x-Achse gleich x ist. Damit

folgt

i ow ov ds i dg!
— {=-%+§ 5=) 2 _= U, 9% _
2 on ds" z—1z' 2m ¥
(L) L *-F
= Uy,.

Aus der Gleichung (10) ergibt sich fiir das Geschwin-
digkeitsfeld der in die ebene Parallelstromung geleg-
ten Wirbelschicht der Ausdruck

T@) = i fwdmuw (11)

o z—1z'
(T
Dabei ist z = x + iy der Aufpunkt im Innern des Ge-
bietes ABCD, z' = x' + iy’ der laufende Integrations-
punkt im Gebiet T, 2 w (x, y) die Wirbeldichtefunk-
tion der Wirbelschicht, deren Definitionsbereich T ist,
und U, die Geschwindigkeit der ungestorten Parallel-
stromung. Auf Grund der Gleichung (11) werden die
folgenden Integralausdriicke fiir die Geschwindigkeits-

komponenten gewonnen:

y-y'
2m f2w(xy) x—x)2 +(y—y')2 s

u(x,y) =
(T)
(12)
+ er R
(x.9) w(xy) . aA
vix,y) = — Wy
27 T ~x)2 +(y-y')2
( ) (13)

Unter Beachtung der unterschiedlichen Eigenschaften
des logarithmischer: Potentials [3], [4] kann zusam-
menfassend festgestellt werden:

1. Die Stromfunktion der ebenen Siromung der rea-
len Fliissigkeit kann durch das logarithmische Poten-
tial der Wirbelschicht, die fiir das gleiche Gebiet wie
die Stromunggrenzschicht definiert ist, ausgedriickt
werden.

. Wenn die Wirbeldichtefunktion der Wirbelschicht
im Definitionsbereich abschnittsweise eine stetige
und eindeutige Funktion des Ortes ist, ist auch in
den Punkten der Ebene x, v, die aufierhalb des Defini-
tionsbereiches der Wirbelschicht liegen, das logarith-
mische Potential der Wirbelschicht einschlieflich
seiner Ableitungen endlich, eindeutig und stetig, und
in den Punkten, die die Wirbelschicht von aufien
beliebig annidhemn, auf der Grenzkurve oder im Innern
der Grenzkurve liegen, das logarithmische Potential
der Wirbelschicht einschliefilich seiner ersten Ablei-
tung endlich, eindeutig und stetig.

3

3. Nach den Bezichungen (12) und (13) sind die Ge-
schwindigkeitskomponenten die ersten Ableitun-
gen des logarithmischen Potentials der Wirbelschicht,
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folglich sind sie endliche, eindeutige und stetige
Funktionen des Ortes in der ganzen Ebene.

4. Wenn die Wirbeldichtefunktion der Wirbelschicht
in der Richtung der Normalen n entlang einer Kur-
ve innerhalb ihres Definitionsbereiches eine Pol-
stelle erster Ordnung hat, ergeben ~ich gegeniiber
den Aussagen entsprechend Punkt 2 und 3 Verin-
derungen in der Hinsicht, dab die \bleitung des
logarithmischen Potentials der Wirbelschicht in
der Richtung n entlang der Kurve gleich — oo wird.
Folglich wird die tangentiale Geschwindigkeit auch
gleich — oo,

4. Die Wirbeldichtefunktion der Wirbelschicht

Die Wirbelschicht, die sich um eine diinne, in die ebene
Parallelstromung gelegte Platte ausbildet, ist im Bild 3
dargestellt. Die Skelettlinie der diinnen Platte sei yg (x),
die Grenzlinie der Wirbelschicht wird auf der Saugseite
yG * 6s und auf der Druckseite yg — 8p bezeichnet. In
einem Schnitt der Skelettlinie wird die Verteilung der
Wirbeldichtefunktion der Wirbelschicht dargestellt.
Zuerst wird eine mogliche Variante der Dichtefunktion
2 w (x,y) gezeigt.

Das Oberflichenintegral der Wirbeldichtefunktion, be-
zogen auf das Gebiet T der Wirbelschicht, liefert die
Zirkulation T, die die Auftriebskraft auf die diinne Platte
bewirkt:

r = f 2w (x,y) dA (14)
(T)
Da das Integral der Wirbeldichtefunktion in der Ge-
schwindigkeitsdelle verschwindet, kann das Integral
(14) in der Form
L yg+8,
r = 2w (x,y) dy dx (14.1)
x=0 y=ys -8

geschrieben werden.
Fiir das erste Integral wird die Bezeichnung eingefiihrt

YG +‘ss
n

v(x) = J

Y6—%p

2w (x,y)dy. (15)

Diese Funktion entspricht der Wirbelbelegung vig (x)
entlang einer Kurve, durch die die Wirbeldichtefunk-
tion der Wirbelfliche, die im reibungslosen Grenzfall
die diinne Platte G hydrodynamisch ersetzt, angege-
ben wird. Im Fall einer ebenen Platte, deren Anstell-
winkel zur ebenen Strémung mit der Geschwindig-
keit U, gleich Null ist, muf natiirlich das Integral
(15) verschwinden.

Aus der Theorie der hydrodynamischen Singulariti-
ten ist bekannt [2], daff die Geschwindigkeitskompo-
nenten, die entlang der schwach gewdlbten Platte
entstehen, im reibungslosen Fall wie folgt bestimmt
werden konnen:
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L) = U ® =% (), (16)

L
| dx’'
Vv - [ ma ) a7)
2n x —x'
()
Der Zusammenhang zwischen der Kurve G und den
Geschwindigheitskomponenten  wird aus  der Bedin-
gung gewonnen. dals entlang G keine Querstrémung
moghich st
dy,. \ (\)
G (18)
dx l »
Somit ergibt sich, daf zwischen der Form der Kur-

ve G und der Funktion 7iq (x) ein eindeutiger Zusam-
menhang besteht. Fiir die Berechnung der Geschwin-
digkeitskomponenten, die durch die Gleichungen (16)
und (17) gegeben sind, muf die Wirbeldichtefunktion
Yid (x) gegeben sein. Wie iiblich, ist zwischen zwei Fillen
zu unterscheiden, die in der Tragfliigeltheorie als erste
bzw. zweite Hauptaufgabe bezeichnet werden. Die erste
Hauptaufgabe besteht darin, das Profil — in diesem Falle
yg (x) — aus der Geschwindigkeitsverteilung bzw. der
Funktion 7;q (x) zu bestimmen.

Die zweite Hauptaufgabe ist die Bestimmung des Ge-
schwindigkeitsfeldes der reibungsfreien Strémung, die
sich bei unterschiedlichem Anstellwinkel um das ge-
gebene Profil y, (x) ausbildet.

Im letzten Fall ist vyjq (x) die gesuchte Funktion. In

Details der Rechnung wird auf die Fachliteratur hin-
gewiesen [2], [5]. In den weiteren Untersuchungen
wird die Funktion 7;q (x) als gegeben angenommen.

Die Grenzlinie der Wirbelschicht, die sich um die ge-
wolbte Platte mit der Skelettlinie G ausbildet, stimmt
mit der Grenzlinie der sich hier ausbildenden Stro-

mungsgrenzschicht iiberein. AufBerhalb der Grenz-
schicht ist die Strémung wirbelfrei. Die Grenzschicht-
dicke 8 kann durch eine Beziehung, die aus dem Ver-
fahren von E. Truckenbrodt [6] bekannt ist, leicht
bestimmt werden. Sie ist sowohl fiir die turbulente
als auch fiir die laminare Grenzschicht geeignet. Im
Fall einer gewolbten Platte muf Riicksicht darauf ge-
nommen werden, daB sich der Druck in der Richtung
der Stromung verindert. Wenn sowohl die laminare
als auch die turbulente Grenzschicht entlang der Plat-
te als homogen angesehen wird, wobei vernachlissigt
wird, daB die turbulente Grenzschicht am Anfang la-
minar ist, bekommt man fiir die Grenzschichtdicke
die Gleichung (19), die sowohl fiir laminare als auch
fiir turbulente Grenzschicht gilt:

_ x/ > +E B
——?;- = a-° (;_W(_g:) 3[{L(_:]J:)3 “d({_)]l’wl
(19)

In diesem Ausdruck bedeutet o das Verhiltnis von
Grenzschichtdicke & zu Impulsverlustdicke ¢ und
cw ist der Widerstandsbeiwert der ebenen Platte. Die
Werte betragen im laminaren Fall:



cw = 1,328 Re_o’s; a=7,6; n=1; und im turbulen-
ten Fall: ¢, = 0,074 Re“O’z; a=10;n=4.

Die mit dem Integral (15) definierte Funktion 7 (x)
bzw. die entsprechende Funktion 7jq (x) bei gewdlh-
ter Platte verschwinden nicht, so daf (auf der Saug-
und Druckseite der Platte) der Wert von U(x) und
folglich die Dicke der Grenzschicht (und der Wirbel-
schicht) unterschiedlich ist. Deshalb ist die Grenz-
kurve der Wirbelschicht auf der Saugseite y, (x) +
85 (x) und auf der Druckseite y; (x) — &p (x). Die
Unstetigkeitsstelle der Wirbelschicht ist die Kurve
yg (x). Die Wirbeldichtefunktion der Wirbelschicht
wird wie folgt gewihlt:

U, X y-yg(x
— Ve <ySyn o
S35 S(L 5.x) /76TYTY6 s
2w(x,y) = (20)
Uss X y=yg(x)
fD(—, Ny ~Sp<y<yg -
500 \L" dpx) /¢ ¢

Es wurde schon erwihnt, daB die Wirbeldichtefunk-
tion 2w (x, y) entlang y. (x) eine Unstetigkeitsstelle
hat (Bild 3) und ihr Integral iiber das Gebiet T der
Wirbelschicht die der Zirkulation " entsprechende,
auf die Platte wirkende Auftriebskraft ergibt. Wenn
man also das Geschwindigkeitsfeld einer reibungsbe-
hafteten Fliissigkeitsstromung entlang einer Platte,
deren Skelettlinie durch die Kurve yg (x) gegeben
ist, bestimmen will, miissen zuerst die in der Glei-
chung (20) enthaltenen Funktionen f; und fp pas-
send gewihlt werden. Diese Funktionen bestimmen in
entscheidendem Mafe das Geschwindigkeitsprofil der
Grenzschichtstromung entlang der Platte, das als
Rechenergebnis "gewonnen wird. Weiterhin miissen
diese Funktionen so gewihlt werden, daf die mit ihrer
Hilfe gewonnenen Rechenergebnisse mit den Ergebnissen
der Versuche iibereinstimmen. In Anbetracht dessen, daB
meistens turbulente Strémungen in den technischen
Anwendungen vorkommen, wird die Verwendbarkeit der
Theorie am Beispiel der turbulenten Grenzschicht
dargestellt.

Entsprechend den Berechnungsverfahren eignen sich

im [all der turbulenten Grenzschicht besonders die
folgenden Funktionen:

Jv__" — 6
g~ 1% :\(f)l_y Yol,c 2
15 Y/

X y—y X e )
f“(m. : 'G)hx(_)[n . I e
L op L 6p =

Yo

(2D

X
wobei A ( I) = %id (x)/ Uggund €= 0,10, .. 0,15 ist.

Werden diese Funktionen in den Ausdruck (20) einge-
setzt. =o LBt sich der Ausdruck fiir die Wirbeldichte-
funktion 2 w(x. y) gewinnen und ist cntsprechend
der Gleichung (15) in der Richtungy zu integrieren.
Fiir die Wirbelbelegung, die sich entlang der in die
ebene  Parallelstromung  gelegten, gewdlbten Platte
ausbildet und gleichzeilig auf die Skelettlinie der Plat-

Bild 3

te lokalisiert ist. ergibt sich als Ergebnis der Integra-
tion:

X &
Y(x) = UOOA(—) L ClE == (22)
L ép
Das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung
ist eigentlich die Wirbelverteilung yjq (x) entlang einer
Linie, die die gewdlbte Platte mit der Skelettlinie yG (x)
im reibungsfreien Fall hydrodynamisch ersetzt.
Das zweite Glied bedeutet eine Korrektur, deren Inte-
gral immer negativ ist, weil auf dem grobten Teil der
Platte 5, <8p ist. Durch die Korrektur wird die Rei-
bung beriicksichtigt. Sie gibt die Verteilung Ay, an,
die durch die Reibung im turbulenten Fall gegeniiber
der reibungsfreien Wirbelverteilung vjq (x) entsteht.
Da das Integral von A7Y, negativ ist, wird durch die
Korrektur die Auftriebskraft, die auf die Platte wirkt,
verringert.
Somit kann die in der Gleichung (22) definierte Funk-
tion 7 (x) mit der Wirbelbelegung entlang einer Linie, die
die gewdlbte Platte mit der Skelettlinie y (x) in der
turbulenten Strémung hydrodynamisch ersetzt, identi-
fiziert werden. Das Integral iiber x dieser Wirbelvertei-
lung liefert die Zirkulation, die der realen Auftriebs-
kraft entspricht.
Aus den vorangegangenen Uberlegungen ist leicht
einzusehen, daB im Fall einer ebenen Platte, deren
Anstellwinkel gleich Null ist, auch yg (x) = 0, 85(x)
=8p (x) und A (x/L) = 0 sind.
So ist auch v (x) = 0. Das bedeutet, daf bei einer lings-
angestromten ebenen Platte keine Auftriebskraft
existiert, was mit der Erfahrung iibereinstimmt.

5. Berechnung der Geschwindigkeitskomponen-
ten

Die Integralausdriicke (12) und (13), die fiir die Ge-
schwindigkeitskomponenten, die durch unstetige Wirbel-
schichten induziert sind, gewonnen wurden, miissen auf
die Form, die den numerischen Rechnungen entspricht.
gebracht werden. Wie gesagt, kann die Wirbeldichtefunk-
tion 2w (x.y) in zwei Anteile getrennt werden. Der
erste Anteil ist die Wirbelverteilung 2 wiq (x, y), durch
die die Auftriebskraft, die in der entsprechenden rei-
bungsfreien Stromung auftritt, entsteht. Den zweiten
Anteil bildet die unstetige Wirbelverteilung 2 wy; (X.y).
wodurch der Geschwindigkeitsabfall in der reibungsbe-
hafteten Grenzschicht verursacht wird.

Dementsprechend werden die \usdriicke der Geschwin-
digkeitskomponenten ujg, vig und uyy, vyy. die durch die
zwei Anteile der Wirbeldichtefunktion induziert wurden,
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aufgeschrieben. Im folgenden werden zur Berechnung
der einzelnen Geschwindigkeitskomponenten die For-
meln fiir die aus den Beziehungen (21) bestimmten
Wirbeldichtefunktionen aufgeschrieben.

Die Wirbelverteilung, die die Auftriebskraft induziert,
lautet

Uy , 7% Y=Y¢g
oo n (X [_ ]; Ly 45,
5 (L) 5, YgSYSYg 79

(23)
Uoo X y_YG
—A({ - [1+ ]; —Sp<y<
5p (L) Bp A48 DR hG

2wig(xy) =

und die Wirbelverteilung, die den Geschwindigkeits-
abfall in der Grenzschicht verursacht,

C
Up — yG<y<yG+t‘5s ,

Y—-Y¢
2wy (xy) = (24)

ye—0D<y<yg

Die numerische Berechnung der Geschwindigkeits-
komponenten kann auf Integrale iiber x' zuriickge-
fihrt werden, wenn die Gleichungen (23) und (24)
in die Integralausdriicke (12) und (13) eingesetzt werden
und die innere Integration iiber y’ durchgefiihrt wird. Fiir
die inneren Integrale iiber y’ werden die Ausdriicke
eingefiihrt:

A(x
JiaGoyx) = [ =29
D ) 6' 8D
Y %p
y—y' , AE)
dy’ + :
(x—x")2 +(y—y')? LA
yg * s ,
f (Sl_ y' yG) y-y iy
) (x—x")2 +(y—y")?
YG
(25)
. = A(x') y YG
JV]d(xs}I’x‘) - *, f )
D
Xeait! A(x’
ay' + (x')
(x—x")2+(y—y')2 85
yi +6I
Y'-yg x—x' "
(1—— dy
§/,\ 6p (x—x)2+(y—y’)2
¢ (26)
l +8'
y-y' v

- = C y
Junt (xy3x') f 8,y “vp G2 (y)?

(27)
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JvH (x,y;5%")

Yg 05

1]

C /'
Y6

x—x'

. dy’.
5 Y Y6 (x—x")2 +(y—y')?
D

(28)

In den Gleichungen (25) bis (28) sind die folgenden
Ausdriicke vereinfachend dargestellt:

o (x') =

ye(x) =

8s(x)

YG

b5,

A -

A(x')

Die Integrale (27) bis (28) stellen den Cauchy’schen

Hauptwert dar.

entstehen die Gleichungen:

Nach Durchfihrung der Integration

A(‘f’) y— yG 1, (x4 G-y +8p)?,
Juid = ( ) In 5 T
P (x=x")% +(y-yg)
x—x' —y +68! —v'
t— arctan-}i—y(—;——— arctan 7 ) - ﬂ —
5i) x—x' x—x'
A(X') ( y= yG> L x4y -85
2 (x=x)2+(y-yg)?
Xx—x' ;_61 !
- * arctan y—&’———arctan L yG)-— 1] )
&g x—x' x—x'
(29)
A(x’ —v! o ,/\+5!
Jvid = (, )[(1+ ¥ ,YC) (arctan y—i’,——[} —
SD 5]‘_) X—X
—Y x—x' N2+ 1+§! )2
— arctan _}_,_LF') == ’X ll’l (X x) (y y D) ]
X—X 267, (x—x")2 + (y_yG)z

yvi

x—x'

— A(x)[(l S —-———y_yG) (arctan
8s 85
x—x') (x—x)2+(y-yg)?*
= y_y'G [ln E_;. + lln
(x—x"N2+(y—yg)2 L 6p 2

D
(x—X’)2+(y—y'G+5’D)2]+C
(x—xR2+(y—y; —85)?

x—x'

25!

— arctan

(30)

Jun

x—x'

(x—xR2+(y—-yg)?

y—y—0%s

x—x'

wyt + 8L
— arctan Y7V¢ "p. yG, D], (31)

[arctan
X—X

’

S
s 0

X—X
= C, [ln .
xRy L oy 2
(x—x)2+ (y—yg *0p)?
(x—x")2+(y—yg—85)? (x—x)2+(y~vg)?

—y' 5! —y!, +6!
[arctan y___y_G__s_ — arctan y yG'——D] (32)
X

—x' X—X

JvH

Y=Y




Mit diesen vier Funktionen konnen die entsprechen-
den vier Geschwindigkeitskomponenten berechnet
werden:

w
ujq (x,y) U, L Juia(xyixt)
| U f s (33)
x| 2T o Jur(xyx)
Vid (X’Y) U, ‘/I'J Jvid (x,y;x') q (34)
r = ) x'.
vy (%,y) 2 0 JvH(EYX)

Bei der numerischen Integration muff darauf geachtet
werden, daf die Integranden J; und Jy in der Umge-
bung von x’ = x sehr starke Unterschiede aufweisen
und an der Stelle x’ = x nicht differenzierbar sind.
Wenn sich das Wertepaar x, y innerhalb der Grenz-
schicht befindet, ist J, unstetig. Dieses Problem li6t
sich aber durch entsprechende Verteilung und Anzahl
der Integrationslaufpunkte gut iiberbriicken. Wenn die
Geschwindigkeitskomponenten, die sich mit Hilfe der
Integrale (33) und (34) bestimmen lassen, bekannt
sind, konnen die Geschwindigkeitskomponenten der
Stromung um die gewolbte Platte, die in die ebene
Parallelstromung gelegt ist, sowohl innerhalb als auch
auferhalb der Grenzschicht, also in der ganzen Ebene
x, y berechnet werden. Die Untersuchungen gelten
fir die Fille der schwach gewdlbten Platte, weshalb
dafir zu sorgen ist, daf die Gleichungen (33) und
(34) mit den durch das Tropfenprofil induzierten Ge-
schwindigkeiten ergiinzt werden {2]:

L
U,
ug(x,y) = —fq (x')
0

x—x'

(x-x)2+(y-yg)?

dx’ (35)

- oo X y— YG Ly
Vq(x’y) f q ( )(X—X')2+(y V )de 3

(36)

Dabei bedeutet q* die dimensionsiose dem Tropfen-
profil entsprechende Quellen-Senken-Verteilung:

q* = __B.fl_+bb +Z by ()",

< n L

L
Bei der Herechnung der Grenzschichtstromung muf
in diesem Fall darauf geachtet werden, daf die Ge-
schwindigkeit der Potentialstromung U (x) entlang
Yg (x) um den Wert von u, (x, yg) grober ist als im
Fall der gewdlbten Platte, die keine Dicke hat. So
wird die in der Beziehung (19) stehende Geschwindig-

keit U nicht durch die Formel (16) berechnet, son-
dern durch die Beziehung

U = Ut (x, w— =7y ). @)

Die berechneten Geschwindigkeiten sind streng ge-
nommen nur entlang der Skelettlinie yg (x) giltig.
Weil hier schwach gewdlbte dinne Profile behandelt
werden, konnen die Geschwindigkeitskomponenten,
die entlang der Skelettlinie berechnet wurden, auf
die Konturlinie des Profils transformiert und die Ge-
schwindigkeitskomponenten w4, V4, Uy, Vg ohne
Anderung verlegt werden. Das gesamte Verfahren ist
schon aus der Tragfliigeltheorie bekannt. Zur Berech-
nung der Geschwindigkeitskomponenten ist hinzuzu-
fiigen, daf die Wirbeldichten, die mit den Bezichun-
gen (23) und (24) gegeben sind, nur als passend aus-
gewihlte Beispiele aufgefabt werden soliten, die nur
dafiir da sind, die Anwendbarkeit dieses Verfahrens
zu demonstrieren. Die Wirbeldichte kann nicht nur in
einer anderen Form, sondern auch z.B. punktweise
gegeben werden. Die analytischen Ausdriicke (23)
und (24) sind hauptsichlich im Interesse rechentech-
nischer Vereinfachungen gewihlt worden. Die Ergeb-
nisse stimmen aber gut mit den Versuchen iiberein.

6. l]i]rinschiitzung der Auftriebs- und Widerstands-
aft

Bei der Beziehung (22) wurde schon darauf hinge-
wiesen, daf die Auftriebskraft, die auf die in die Stro-
mung gelegte gewélbte Platte wirkt, infolge realer
Fliissigkeitsstromung kleiner wird als bei der Berech-
ming des reibungsfreien Falles. Zur Abschitzang der
Auftriebskrait kann das Integral des zweiten Gliedes
der rechten Seite der Gleichung (22) verwendet wer-
den. Wenn die Zirkulationsabnahme, die durch die
Reibung verursacht wird, ATy ist, so gili:

{
AT, = cj ln—D—-:,d >0. (38)
Die entsprechende Auftriebsabnahme ist

6
AFp = p Uyl = pU2 D()

(39)

Die Auftriebskraft ergibt sich durch die Integration
der Gleichung (22) in der folge:den Form

Fp =p Ui[f Ty, D“ J(4O>
0

Der Unterschied zwischen Grenzschichtdicke und
Impulsverlustdicke besteht nur in einem konstanten
Faktor, so daB in der Gleichung (40) statt §p /84 auch
9p 9 genommen werden kann. Fir die Widerstands-
kraft, die auf die gewolbte Platte oder auf das Trag-
fliigelprofil wirkt, gilt [7]

o0

F,=p U fi(i_f—)dv:p U220,
. U/

)
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Hierbei soll u/U,, hinter dem Profil in der Entfernung
liegen, bei der im Nachlauf schon Umgebungsdruck
vorhanden ist. Die hier auf der einen Seite sich erge-
bende Impulsverlustdicke wird durch 9. gekenn-
zeichnet. So ist die ganze Impulsverlustdicke im Nachlauf
hinter dem Profil gleich 29,

Zur genauen Bestimmung gibt es kein zuverldssiges
Verfahren. Deshalb ist eine Abschitzung erforderlich.
Die einfachste Abschitzung ergibt sich, wenn der Wert
29, mit der Gesamtimpulsverlustdicke (fiir die Saug-
und Druckseite zusammen) im  Ausgangspunkt
gleichgesetzt wird. Somit ergibt sich die Formel fiir
die Widerstandskraft:

Fy=p UZ (9 +9DK). (41)

Die darin enthaltenen ¥4 und Jpk-Werte konnen
aus den Grenzschichtdicken, die sich aus der Glei-
chung (19) ergeben, bestimmt werden:

1
Jsk * 9Dk = —(Ssk + Spk) - (42)
Unter Beriicksichtigung von
P 2
F = CW, A "2‘ U°°L
und auf Grund der Gleichungen (40) und (41) ergibt

sich der Auftriebswert c A und der Widerstandsbei-
wert ¢, in der Form

1 1
. 8
cA=2[f ;’;_dd(%)_cf ma_Dd(%)] (43)
0o = 0 s
bzw.
sk Opk
:2*1--—_ 4‘4'
c. (L 3 ) (44)

94

Die Beziehungen (43) und (44) kénnen zur Einschit-
zung der Auftriebs- und Widerstandskraft bei der ge-
wolbten Platte oder dem Tragfliigelprofil benutzt
werden.

Das hier vorgestellte Berechnungsverfahren wurde am
Beispiel der Umstrémung einer ebenen Platte und
eines Tragfliigelprofils erprobt. Uber die Ergebnisse
dieser Berechnungen wird in einem folgenden Artikel
berichtet.
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