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Naherungsformeln zur Erfassung von Parametereiniliissen
am Beispiel von Biegeeigenifrequenzen

Hans Dresig und Gernot Schuster

Es wird gezeigt, daf man mit Hilfe der Abschitzungen von Dunkerley, Rayleigh, Grammel und Papkovic fiir komplizierte Schwingungs-
systeme einfache Formeln zur Berechnung von Parametereinfliissen erhalten kann. Die Methoden der Versuchsplanung erlauben es auch,
in Verbindung mit Rechenprogrammen Niherungspolynome zu ermitteln, mit denen der Einfluf von Parametern auf Eigenfrequenzen
berechnet werden kann. Am Beispiel einer Textilspindel und einer Schleifspindel sind diese Methoden erliutert worden.

Es zeigt sich, daf die Anwendung dieser Niherungsformeln auch Vorteile bei der Optimierung der Parameterwerte bietet.

1. Einleitung

Zur Berechnung der Eigenfrequenzen von Biegeschwin-
gern stehen dem Ingenieur gegenwiirtig hinreichend viele
Rechenprogramme zur Verfiigung ([1] S. 398, [2]). Es
wird aber oft nicht nur nach den Eigenfrequenzen fiir
gegebene Parameterwerte gefragt, sondern auch nach
einem Variantenvergleich, weil die Parameterkombina-
tion fiir das nach einem bestimmten Kriterium beste
Schwingungssystem gesucht wird. Der Konstrukteur
ist auch manchmal daran interessiert, eine einfache For-
mel zu erhalten, mit der er fiir ein kompliziertes Schwin-
gungssystem mit Hilfe eines Klein- oder Taschenrechners
Eigenfrequenzen berechnen kann.

In der folgenden Arbeit wird gezeigt, mit welchen Me-
thoden es moglich ist, Formeln zu finden, mit denen der
Einflub von Parametern (Massen, Massentrigheitsmo-
mente, Federkonstanten, Biegesteifigkeiten, Lingen, . ..)
auch bei komplizierten Systemen einfach berech-
net werden kann.

2. Niherungsformeln fiir Eigenfrequenzen von
Biegeschwingungssystemen

Typisch fiir Biegeschwinger ist, daf sich die Eigenfre-
quenzen fy = wi /27 und Eigenschwingformen Y fiir
ungedimpfte diskrete Systeme ohne Kreiselwirkung aus
der Eigenwertaufgabe
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ergeben. Dabei ist

D = ((dy)) die Matrix der Einflufzahlen (Nach-
giebigkeitsmatrix) einer beliebig gela-
gerten Welle von beliebigem Querschnitt,

die mit I Massen besetzt ist.

M = diag(m;) die Massenmatrix, deren Elemente auf
der Hauptdiagonale die Massen m;
sind.

» Vi) der Vektor der k-ten Eigen-
schwingform, der die Durch-
biegungen an den Stellen
i=1,2,..,1enthilt.

Vi ™ (Vi gk -

wg = 2wy

Die konstruktiv beeinflufbaren Parameter x,, sind in den
Einflubzahlen djj und den Massen m; enthalten. Sie wer-
den im Parametervektor

die k-te Eigenkreisfrequenz

XT = (x99, + -+ Xp)

zusammengefafit. Die GroBen x, (n=1, 2, .., N) kon-
nen Massen, Federkonstanten, Biegesteifigkeiten,
Léngen, Durchmesser u. a. mechanische Grofen darstel-
len. Es ist meist von Vorteil, dafiir dimensionslose (bezo-
gene) GroBen zu benutzen.

In der Praxis benétigt man oft nicht alle Eigenfrequen-
zen eines Biegeschwingers, sondern nur einige. Falls nur
die erste Eigenfrequenz fj interessiert, so kann man zu
ihrer Berechnung Abschitzungsformeln benutzen, von
denen einige in Tabelle 1 angegeben sind (vgl. [1], [3]).
Mit Hilfe dieser Formeln kann man fiir konkrete Anwen-
dungsfille die Grundfrequenz oft schon mit hinreichen-
der Genauigkeit bestimmen. In allen Fillen benstigt man
dabei die Einflubzahlen dj; bzw. djj, die man aus ent-
sprechenden Tabellen in Lehrbiichern (z. B. [1], S. 252/
253) oder Taschenbiichern (z. B. [3] entnehmen kann.
Falls die Eigenfrequenz fy, fiir bestimmte Parameter-
werte X, eines Systems schon bekannt ist, und nur
interessiert, wie gro die Eigenfrequenz fy ist, wenn die
Parameter die neuen Werte X = X,, + AX erhalten, wobei
AX die Anderungen der Parameter erfafit, so gibt es eine
weitere Berechnungsméglichkeit ([4], [5]). Den Parame-
terinderungen entsprechen in den Matrizen D und/oder
M Anderungen der dj; und/oder m;. Die Matrizeniinde-
rungen AD und AM ergeben sich aus der Differenz
zwischen den Matrizen D, = D(X,) und M, = M(X,) des
urspriinglichen Systems und den Matrizen D = D(X) und
M = M(X) des veriinderten Systems.

Es gilt dann

A(DM) = D, - AM+AD + M, +AD + AM ®)
In [5] ist gezeigt, dab als Niherungsformel zur Berech-

nung der k-ten Eigenfrequenz unter Verwendung der
k-ten Eigenschwingform v, =~ folgende Niherungsformel

gilt:
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Tabelle 1

Verfahren zur Abschitzung der Grundfrequenz von Biegeschwingern

Verfatren von urtere Grernze abere Grenze
Durker /é’y /; > —n—l——-— (2)
a ,g‘; d/’/’ %
.Z; 7
Rayleigh f< = . (3)
Z”\/,)_i; JZ; djj iy Vi m;
n
V& v m
Grammel f< — , 4)
T\ 2 dyvin i,
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Papkovic f<— fi-é d 2’ : (5)
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k T Man kann die Abhingigkeit einer Eigenfrequenz fi von
ADM) v ngig g
1+ Yko k den Parameterinderungen dann durch ein quadratisches

Die Berechnung des Einflusses von kleinen Parameter-
inderungen kann damit folgendermafien erfolgen:

1. Berechnung der Eigenfrequenz fy, und der Eigen-
schwingform Yy fiir die Parameter X, des urspriing-
lichen (unverinderten) Systems (z.B. mit einem
Rechenprogramm [2]).

2. Berechnung der Matrizeniinderung A(DM) infolge
der Parameterinderung AX nach Gl. (8).

3. Berechnung der verinderten Eigenfrequenz nach
Gl (9).
Anstelle der wiederholten Benutzung eines Rechenpro-
gramms ist somit nur eine Multiplikation von Matrizen
notig.
Diese Vorgehensweise ist dann ratsam, falls kleine Para-
meterinderungen vorliegen.
Falls grofe Parameterinderungen AX auftreten, kann
der Ingenieur stets obere Grenzen Xp,x und untere
Grenzen Xpin fiir die Parameter angeben, innerhalb
derer es sinnvoll ist, die Parameter zu variieren. Es gilt
dann Xpin SX<Xpax fiir den zu untersuchenden
Parametervektor X. Es ist dann zweckmiBig, einen Pa-
rametervektor

Xo = % (Xmin * Xmax) (10)

einzufiihren, und die Parameteriinderungen auf diesen
Mittelwert zu beziehen:
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Polynom approximieren:

N
fic(yn) = fi(yn) = a0 + 2 Oy, +
n:
12)

N N
+2 Y, &) yaym
n=1 m=1

Fiir die Ermittlung der Koeffizienten a , a unda_  des
Niherungspolynoms ist es erforderlich, eine bestimmte
Anzahl exakter Eigenfrequenzberechnungen durchzufiih-
ren.

Die minimale Anzahl der notwendigen Eigenfrequenzbe-
rechnungen entspricht der Anzahl der zu berechnenden
Koeffizienten.

Eine gute Approximation entsteht zum Beispiel, wenn
im N-dimensionalen Quader in allen Eckpunkten und im
Mittelpunkt X, die Eigenfrequenzen berechnet werden.
Es ist vorteilhaft, die entsprechenden Punkte, in denen
die exakten Werte der Eigenfrequenzen bestimmt wer-
den sollen, mit Hilfe eines Versuchsplanes festzulegen,
wobei die Anzahl der Versuche von N abhingt ([6]).

Dabei wird mit bezogenen Grofen

2xn ~Xpmax ~ *nmin (13)

yn=

Xpmax ~ *nmin
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Bild 1a:
Berechnungsmodell der Schleifspindel

v, .
Va 7 Bild 1b:

gerechnet, die stets zwischen — 1 und + 1 liegen, wenn
sich x zwischen x . und x_ . &ndert. Aus den
y,-Werten folgt umgekehrt

1
X T E [yn(xnmax - xnmin) + Xnmax tx nmm] (14)

Die Koeffizienten werden dann mit den exakten Werten
der Eigenfrequenzen und den zugehorigen Parametervek-
toren durch Anwendung der Fehlerquadratmethode von
Gaubs berechnet.

Beim Vergleich der Gl. (9) mit den Gln. (2), (3) und (6)
siecht man, daf diese denselben Aufbau haben, d. h. im
Nenner steht eine lineare bzw. quadratische Funktion
unter der Wurzel. Die Gln. (4) und (5), die auch im Zih-
ler noch lineare Funktionen enthalten, sind ebenso wie
Gl. (7) genauer als die erstgenannten. Gl. (9) und (12)
gelten nicht nur fir die Grundfrequenz f;, sondern fiir
beliebige fi. Gl. (12) weicht im Aufbau von den Gln. (2)
bis (7) und (9) génzlich ab. Sie ist nicht physikalisch,
sondern mathematisch begriindet und verlangt die ge-
ringsten Kenntnisse zur Aufstellung und den geringsten
Aufwand bei der Ariwendung.

3. Beispiele: Schleifspindel und Textilspindel

Bild 1 zeigt das Berechnungsmodell einer riemengetrie-
benen Schleifspindel, das in [7] begriindet und benutzt
wurde und Bild 2 das der Textilspindel.

Erste Eigenschwingform 2] der
Schleifspindel

Zur Ableitung physikalisch begriindeter Niherungsfor-
meln wird fiir das Beispiel der Schleifspindel von den
Elementen der Matrizen D und M und einer Niherung
v, fiir die erste Eigenschwingform ausgegangen:
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Bild 2:
Berechnungsmodell der Textilspindel
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Mit Einfihrung der dimensionslosen Parameter

I* 1 1
= 21 M Sl =l 4 =2
xl = m‘ 3 x2 - m* ’ x3 12» x4 l* 9 x5 l*
(18)

und der Bezugsgrofen m*, I¥ und 1¥ ergeben sich Nihe-
rungsformeln aus den Gln. (2) bis (7).

Hier soll nur der einfachste Fall nach Gl. (2) angegeben
werden.

1
i 5 (19)

2n/dyymy +dgymy +dggmg +dyymy

Tabelle 2
Versuchsplan mit Eigenfrequenzen der Textilspindel

Versuch Eigenfrequenzen
Nr. der Textilspindel

V] Yy Y3 ¥y V5 f3Hz fy =
1 1 1 1 1 1 183,1 363,8
2 -1 1 1 1 1 181,0 312,1
3 1 -1 1 1 1 164,6 286,1
4 1 1 -1 1 1 174,4 344,2
5 1 1 1 -1 1 181,2 352,7
6 1 1 1 1 -1 233,3 386,5
7 -1 1 -1 1 1 181,0 312,1
8 -1 1 1 1 -1 232,7 358,1
9 1 -1 1 -1 1 161,6 284,9
10 1 1 -1 -1 1 168,4 335,7
11 1 1 1 -1 -1 232,5 375,8
12 -1-1 -1 1 1 115,0 156,0
13 -1 -1 1 1 -1 134,0 247,3
14 -1 1 -1 1 -1 208,2 340,5
15 1 -1 -1-1 1 144,6 258,7
16 1-1 1 -1 -1 193,6 269,4
17 -1 -1 -1 -1 1 115,0 155,6
18 -1 -1 -1 1 -1 114,5 208,6
19 -1 -1 1 -1 -1 133,9 246,9
20 -1 1 -1-1 -1 207,9 308,9
21 1 -1 -1-1 -1 189,3 237,4
22 -1 -1 -1 -1 -1 114,5 208,1
23 0 0 0 0 0 186,5 280,7
24 1 0 0 0 0 186,6 312,0
25 -1 0 0 0 0 186,3 253,1
26 0 1 0 0 0 191,6 356,8
27 0 -1 0 0 0 170,2 242,2
28 0 0 1 0 0 194,7 313,1
29 0 0 -1 0 0 176,1 288,3
30 0 0 0 1 0 186,3 300,3
31 0 0 0 -1 0 186,3 2959
32 0 0 0 0 1 164,0 2737
33 0 0 0 0 -1 217,7 288,1

Nach elementaren, aber umfangreichen Umformungen

gilt:

EI*/m*1*3
£ >

Man sieht, daf das Polynom im Nenner beziiglich der
Parameter x  nicht nur quadratisch ist und man kann
sich vorstellen, wie kompliziert der Ausdruck gemib
Gl. (7) aussieht. Zur Gewinnung derartiger Naherungs-
formeln ist neben griindlichen Kenntnissen der Maschi-
nendynamik auch ein grofier manueller Rechenaufwand
nétig. Das trifft auch auf die Anwendung von Gl. (9) zu.

Anhand der Tabelle 3 kann man die mit den Niherungs-
formeln der Tabelle 1 fiir drei ausgewihlte Schleifspin-
deln ermittelten Eigenfrequenzen mit dem exakten Wert
vergleichen.

Tabelle 3
Werte der ersten Eigenfrequenzen der Schleifspindel mit Nihe-
rungsverfahren

Spindel 1. Eigenfrequenw in Hz nach GL Nr. exakter
Nr. 2) (4) (5) (6)  Wert fiir
die 1. EF
1 577,5 771,2 873,6 710,3 766,2
2 3351  410,7 4539  390,0 4090
3 106,8 140,5 148,0 125,7 134,2

Bei Anwendung der Gl. (12) fiir das Beispiel der Textil-
spindeln werden nur die interessierenden Eigenfrequen-
zen mit einem Rechenprogramm, hier FEMROT ([8]),
nach einem Versuchsplan berechnet, der dem in
Tabelle 2 dargestellten entspricht. Mit dem Programm
P 174 der Sektion Mathematik der TH Karl-Marx-Stadt
werden dann die Koeffizienten (Tabelle 4) ermittelt.
Fiir dieses Programm darf die Anzahl der variierbaren
Parameter nicht groBer als 5 werden. Als zu variierende
Parameter wurden die im Bild 2 eingezeichneten Grofien
ausgewihlt. Es ist

x; = c. die Schubfederkonstante der elast. Ein-
spannung

Xy = ¢p ... die Drehfederkonstante der elast. Ein-
spannung

xg = cp ... die Federkonstante des Fufilagers

X4 = ¢y ... die Federkonstante des Halslagers

xs =1 ... der Abstand zwischen Fui- und Halslager.

Die Grenzen und die Mittelwerte der Parameter sind in
der Tabelle 5 dargestellt.

Der Vergleich der exakten Werte fiir die Eigenfrequen-
zen der Spindel mit den Naherungswerten ergibt fiir die
3. Eigenfrequenzen einen durchschnittlichen Fehler von

1 2 2 EI* 3 2
2w §x3(xlx4+x2x5)+cl—*§ X (1+2x, +2x, ) + x5 (1+2x5+2x5) + 1 —x,

(20)



Tabelle 4 Koeffizienten des Naherungspolynoms

Eigen- Koeffizienten des Polynoms Gl. (12)
frequens 3) 3) G0 B0 B_0 606 6)_0)
" ®n Wl "n n2 “2n n3 “3n nd  “4n 'n5  5n
1 1885 1262  -115 -393 ~1,66 -1,19 1,07
2 25,57 -12,89 0,42 0,51 -2,76
f3 3 6,49 0,11 -0,07 ~2,92
4 0,89 -0,55 -0,73
5 -16,4 0,09
4) (4) @O_ @ BO_ H_. B_@ @_ %
" ®n " "n %n2 %20 n3 *3n "ma n *hs " %sn
1 292,6 25,17 -11,54 2,69 3,31 2,03 —6,58
2 52,52 -5,59 0,67 -1,18 5,94
f4 3 14,75 -3,68 2,42 —0,86
4 4,78 0,03 -1,42
5 -11,5 -0,25
Tabelle: § Das Ziel einer Optimierung der variablen Parameter der
iabl g :
(e dsrvarish{en Eimmsteriler Tetilypielel Textilspindel besteht darin, die in der Nihe der gefor-
derten Betriebsdrehzahl liegenden Eigenfrequenzen so
" *nmin *no *nmax MaBeinheit zu verschieben, daf ein groBer resonanzfreier Bereich
1 0,97 * 105 43¢ 105 7,62 ¢ 105 N/m geschaffen wird. ) )
2 90,0 980,0 1870,0 Nm Fiir die v'orliegende Spfndel liegen fiir 'das ungedimpft(?
4 4 4 System die 3. und 4. Eigenfrequenz bei 185 Hz bzw. bei
3o 2, 340 o 280 Hz. Mit der Zielfunktion |
4 100 51-100 108 N/m z. it der Zlettun
5 01 0,12 0,14 m F(y,) = f, —a(f; +f,) = Max. (21)
lassen sich folgende Forderungen, die einer Polyoptimie-
rung entsprechen, in Abhingigkeit vom Gewichtsfaktor

a (0 <a<1) erfiillen.

Fiir a = 0 wird f, maximal gro8, fir & = 1 wird f; maxi-
400 mal klein und fir a=0,5 wird die Differenz f, — f3

maximal grof (vgl. Bild 3).

Die Optimierungsrechnung wird mit dem Programm
= VEROPT und dem Unterprogramm POWREL durchge-
g fihrt. POWREL berechnet ein lokales Minimum einer

beliebigen nichtlinearen Funktion von N Variablen unter
7 Beriicksichtigung spezieller Restriktionen.

1 Das Bild 4 zeigt die Werte y nach Gl. (13), die mit der

Umrechnung nach Gl. (14) den optimalen Parametern

der Schleifspindel in Abhingigkeit von & nach Gl. (21)

entsprechen.
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Optimale Eigenfrequenzen in Abhingigkeit vom Gewichtsfak- /
tor @ At——————— f
5,3 % und firr die 4. Eigenfrequenzen von 7.9 %. Mit
Hilfe von verbesserten Versuchsplinen und Programmen
zur Koeffizientenermittlung kann die Genauigkeit der Bild 4:

Niherungswerte erhoht werden.

Optimale Parameter in Abhingigkeit vom Gewichtsfaktor a
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