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Ein mechanisches Modell zur Berechnung des E-Moduls getfiillter und
kurzfaserverstarkter Kompositionen und dessen experimentelle

Uberprifung

Wolfgang Pfefferkorn

Zunichst wird eine bereits bekannte Methode des Referenten zur Vorausberechnung des E-Moduls gefiillter und mit kurzen Fasern
verstiirkter Stoffe auf der Grundlage eines mechanischen Modells zusammenfassend dargestellt und die Probleme und Grenzen ihrer
Anwendung erliutert. Aus eigenen Versuchen und z.T. aus Versuchen anderer Autoren an verschiedenen Sioffsystemen werden
Ergebnisse gebracht, mit den Ergebnissen der Theorie verglichen und Abweichungen von den Modellvoraussetzungen beschrieben.

1. Ubersicht

Werkstoffe, inshesondere Plaste, werden durch Zumi-
schen von Fiillstoffen in globularer oder Faserform in zu-
nehmendem Mafie modifiziert. Die Ursachen hierfiir lie-
gen im merklichen Anheben der mechanischen Kennwer-
te E-Modul und Festigkeit unter Beibehaltung der Ver-
arbeitbarkeit auf Plastverarbeitungsmaschinen und in
der zusitzlichen Einsparung von teuerem Matrixwerk-
stoff infolge des Verschnitts mit billigeren Fiillstoffen
begriindet. Bei der Verarbeitung auf Extrudern und
Spritzgufimaschinen werden die Fasern infolge der
hohen Scherkrifte zerkleinert und orientiert. In einem
Vorschlag des Verfassers zur Berechnung des E-Moduls
kurzfaserverstirkter Werkstoffe wurden diese beiden
Effekte erstmals beriicksichtigt [1]. Die Brauchbarkeit
dieses Berechnungsverfahrens konnte durch Versuche
bestitigt werden [2] bis [4]. (In einer Arbeit von
Ehrenstein und Wurmb [5] wurden gréBere Abweichun-
gen zwischen Experiment und Rechnung festgestellt.
Sie beruhen jedoch auf einer falschen Anwendung der
Theorie: Statt mit uncrientierten Fasern zu rechnen
wurden die Gln. fiir parallele Fasern benutzt. Dadurch
liegen die theoretischen Werte weit iiber den experimen-
tellen.)

Spiter zeigte sich die Erweiterungsfihigkeit des Ver-
fahrens auf polyheterogene Kompositionen, die sowohl
verschiedenartige globulare als auch faserférmige Fill-
stoffe enthalten [6].

In den folgenden Ausfihrungen soll das Berechnungs-
verfahren zusammenfassend dargestellt und die Ergeb-
nisse einer experimentellen Uberpriifung anhand ver-
schiedener polyheterogener Kompositionen gezeigt und
beurteilt werden.

2. Beschreibung des mechanischen Modells u.
Berechnungsverfahrens

Es werden Kompositionen betrachtet, deren Matrix mit
beliebig vielen verschiedenartigen Komponenten gefiillt
wurde.

Die Fiillstoffpartikel kénnen von globularer Form sein
oder die Gestalt kurzer Fasern besitzen. Der mittlere
Durchmesser der Globulen soll wesentlich kleiner als
die mittlere Faserlinge sein. Die Komposition wird als
mechanisches Gemisch behandelt und setzt die Kennt-
nis der E-Moduln der Komponenten voraus. Die gegen-
seitige chemische oder physikochemische Beeinflussung
der beteiligten Werkstoffe bleibt unberiicksichtigt. Wenn
diese Beeinflussung durch andere Untersuchungen be-
kannt ist, kann dieser Effekt durch Modifizierung der
elastischen Kenngrofien beriicksichtigt werden. Ferner
wird eine gleichmifiige Verteilung aller Komponenten
in der Matrix vorausgesetzt.

Die beteiligten Komponenten sollen linear-elastisch sein.
Liegt teilweise linear-viskoelastisches Verhalten vor, so
kann naherungsweise statt des E-Moduls der Kriech-
modul gesetzt werden. Es werden auBer den Moduln und
dem Volumenanteil der Komponenten auch die verarbei-
tungsbedingten unterschiedlichen Faserlingen und die
Faserorientierungen nach einer Vorzugsrichtung beriick-
sichtigt. Beide besitzen Zufallscharakter und sind bei
einer Vorausberechnung aufgrund vorliegender Erfah-
rungen (evtl. zonenweise) abzuschitzen.

Nach einem Vorschlag von Flemming [7] kann die Wir-
kung der Fasern auf zwei Effekte zuriickgefithrt wer-
den:

auf die sogenannte Fiillstoffwirkung infolge der bloBen
Anwesenheit des fein verteilt gedachten Fiillstoffes (zer-
kleinerte Fasern).

auf den Einflub der geometrischen Gestalt der eingela-
gerten Teilchen.

2.2, Zur Fiillstoffwirkung

Die Fiillstoffwirkung im oben angegebenen Sinne abstra-
hiert von der Form der eingelagerten Teilchen. Sie ist
daher durch Versuche an realen gefiillten Kompositio-
nen nicht exakt nachpriifbar und besitzt hypothetischen
Charakter. Allerdings kann festgestellt werden, daf die
grobie Zahl der Berechnungsvorschlige fiir unterschiedli-

che globulare Teilchenformen zu nahe beieinanderliegen-
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den Ergebnissen fithren (z. B. Oldroyd [8], Stroppe [9],
Pelzbauer [10], Hashin und S. Trickman [11], Pfeffer-
korn [1]). Eine weitere Zusammenstellung findet sich
bei Skudra/Bulavs/Rosen [12]. Offenbar ist die Form
globularer Teilchen fiir den Modul der Komposition von
untergeordneter Bedeutung. Diese Vermutung wurde
durch Urbanczyk [13] bestitigt, der Berechnungen der
Spannungen und des E-Moduls an ebenen Modellen mit
verschiedenartig geformten (kreisformigen, quadrati-
schen und dreieckfrmigen) und geordnet eingelagerten
Fiillstoffpartikeln durchfiihrte. Der Vergleich der erhal-
tenen Rechenergebnisse mit denen des hier benutzten
einfachen Modells [1] ergab Abweichungen von weniger
als 5 %. Aus diesem Grunde wurde das in [1] entwickelte
Modell mit wiirfelférmigen Fiillstoffteilchen auf ein
polyheterogenes System erweitert.

Zur Berechnung der Fiillstoffwirkung denke man sich
alle Zusatzstoffe (auch die Fasern) gleichmibig disper-
giert im Matrixwerkstoff angeordnet. Wenn ein hinrei-
chend grober Streifen der Linge n * a mit quadratischem
Querschnitt a2 herausgeschnitten wird, sollen alle n
Fiillstoffe entsprechend ihrem Volumenanteil ¢; =
Vi/V (i€n) darin enthalten sein (Bild 1). In dieser
Zuordnung des Matrixwerkstoffes zum Fiillstoff liegt

Bild 1
Modell der Fiillstoffwirkung
heterogener Kompositionen

eine gewisse Willkiir des Modells. Das elastische Verhal-
ten eines Elementarwiirfels der Kantenlinge a=1, der
den Volumenanteil der i-ten Komponente des gesamten
Streifens der Linge n * 1 enthilt, wird durch drei Federn
ersetzt, von denen zwei in Reihe und diese zur dritten
parallel geschalten sind [1]. Vom untergeordneten Ein-
fluf unterschiedlicher Querkontraktionszahlen auf die
Lingsdeformation wird hier im Interesse eines einfachen
Modells abgesehen. /

Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

Eq - Elastizititsmodul der Matrix

¢ = V/V= )\? /n — Volumenanteil der Komponente i,

E; - Elastizititsmodul der Komponente i,

ni = Ei/En,

Eo — Elastizititsmodul der in oben genannter Weise
gefiillten Matrix,

fn = Eo/Eq — Fiillstoffaktor.
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Die Reihenschaltung aller Elementarwiirfel gemifs Bild 1
fiilhrt zum Fiillstoffaktor f,, :

E, n
= - : 1)
H Z"x' i — (i — 1) Vng

g n-mi-DFna-ng)

Fiir eine Zusatzkomponente (n = 1) ist mit
m =71 und ¢y ="

— p— 3 —
= By =Dy (1a)

n-@m-1)Ve
Der Verlauf wurde im Bild 2 dargestellt.
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Bild 2
Fiillstoffaktor in Abhingigkeit vom Volumenanteil des Fiillstoffs
(f1 = Ef/EH)

2.2. Zur Verstirkung infolge der Faserform

Von den n verschiedenen Fiillstoffarten sollen m in Fa-
serform, der Rest p = n—m in globularer Form vorliegen.
Ist der mittlere Durchmesser der globularen Teilchen
wesentlich kleiner als die mittlere Faserlénge, so bilden
jene fiir die Fasern eine modifizierte, gefiillte Matrix,
deren E-Modul sich nach Gl (1) wie folgt berechnet:

— P
Eo= Egy - 2
Pk —(mk —1) Vb

=1 M —(mc — 1) (p ok —p i)

Fiir die effektive Querkontraktionszahl der modifizier-
ten Matrix wird der Mittelwert

n P
- ) o)+ ) e
D_o = Flm k=1 (3)
1 Z "
=1

als hinreichend genau erachtet.

Uber die modifizierte Matrix werden die Krifte von
einer Faser auf die benachbarten iibertragen. Die Kraft-
iibertragung zwischen den Fasern einer zufillig entstan-
denen Faserkonfiguration wird durch ein Einfasermodell
wie folgt simuliert:



Ist I\ die Linge einer beliebigen Faser der Art A, so
denke man sich diese Faser mit einer zylindrischen Hiille
aus der modifizierten Matrix umgeben. Die Volumina
von Hiille und Faser entsprechen dem Volumenanteil
P\ dieser Faserart am Gesamtsystem.

Der Matrixmantel erfahre nun die gleiche mittlere Deh-
nung wie die Komposition. Die modifizierte Matrix iiber-
triigt durch diese Randdeformation vermoge ihrer Elasti-
zitit Krifte auf die Faser (ausfiihrliche Ableitung siche
in [1]). Die mittlere Spannung 0 in Faserlingsrichtung
iiber die Faserlinge Iy betrégt im Vergleich zur Spannung
der (mit allen n Komponenten) gefiillten Matrix bei
gleicher Dehnung

E th 1
6)\/00 = _)\ <1 ___S_‘Y)\—)\)_) .
Eo 7)\17\
mit (4)
1 c 2E, 1
BE 5 | S——— 0 C= &
2 |/ ExAy (1-7,)InC
PN

E, wird gemih Gl. (1) berechnet; A, ist der Faserquer-
schnitt.

Der Grundgedanke fiir die Erfassung des Formeinflusses
auf die Verstirkung besteht nun darin, daf zu den Krif-
ten, die in der lediglich gefiillten Matrix mit dem Modul
Eo (nicht Ey!) durch Dehnung entstehen, die Faser-
krifte hinzugezahlt werden. Der Vorgang ist im Bild 3
erklart: Der gefiillten Matrix werden m Fasern
anteilmiBig zugeordnet. Durch Addition der Krifte iiber
den Querschnitt entsteht eine mittlere Spannung:

m
5v= 0ot ), Ty (5)

Bild 3

&t Modell zur Verstirkungswirkung der
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Der Vergleich zwischen gefiillter und faserverstirkter,
gefiillter Matrix fiihrt bei gleicher Dehnung auf:

0o/Eo =0y /E (6)

Darin ist E der E-Modul der mit parallelen Fasern belie-
biger Linge I und m verschiedenen Faserarten sowie
mit p verschiedenen globularen Fiillstoffarten gefiillten
Matrix. Mit E, = f;, Ef entsteht daraus der elementare
Verstirkungsfaktor fiir eine derartige Komposition mit
parallelen Fasern:

m

o 1
K = E/En =1 (1+— DI\ w)\> (7)
% A1

Fasern polyheterogener Kompositionen

Die Faserlingen sind jedoch nicht gleichgrofs. Durch den
Verarbeitungsprozefs entsteht eine Faserlingenvertei-
lung, die fiir jede Faserart anders sein kann. Diese wird
durch die Dichtefunktion Yy (z)) mit zy =L /Ly
charakterisiert. Ly ist die grofite auftretende Faserlinge
der Art A. Die Dichtefunktion unterliegt der Bedingung:

1
f ¥y (zy) dzy = 1

o

Der gesamte Einflufs vieler paralleler Fasern auf die Ver-
stirkung, deren Langenverteilung durch Y beschreibbar
ist, kann durch den Faktor

t th (B z
=/ @ [1——‘%;—*)] dzy ®)

mit ﬁ)\ =7\ L)\ erfait werden.

Wird in Gl (7) 04 = € E,, 0y = € Ey und E, = £, Efj ge-
setzt, so ergibt sich als Verstirkungsfaktor einer poly-
heterogenen Komposition mit paralleler Faseranordnung
und n Fiillstoffen, davon m in Faserform:

= = 1 m

K = E/EH:fn+FH Y PyoyEy 9)

Durch den Verarbeitungsprozefs erhalten die Fasern eine
bestimmte Orientierung. Im allgemeinen sind die Rich-
tungen nicht alle gleich wahrscheinlich, sondern die
Fasern richten sich stirker nach einer Vorzugsrichtung
aus, zu der sie den Winkel & einnehmen. Versuche haben
gezeigt, dafi hierfiir die Gauss’sche Normalverteilung
nahezu zutrifft [14]. Dadurch entsteht fiir die Komposi-
tion orthotropes Verhalten. Bei einer Vorzugsrichtung
entsteht ein Kérper mit Ex = Ey = E,, der als transver-
sal-isotrop bezeichnet wird. Dieser Richtungseinfluf
wird durch die Faktoren Ry in Vorzugsrichtung und
Ry,, senkrecht dazu beriicksichtigt. Aus der Transfor-
mation des Spannungs-Dehnungsverhaltens und der
Wichtung der Richtungen entsprechend der Gauss-
Verteilung ergeben sich die Ausdriicke

12 _ Qa2

Ry = By e costa da (10a)
o
T2 _Qya2

R, 2= By f e N sintada (10b)
(]

T m2 Qkoﬂ
mit By = — e da. £ ist ein Orientie-
AT A

(o]

rungsfaktor, den man fiir eine Vorausberechnung fiir alle
Faserarten gleich grof, also 21 =Q2=..... Q= Qm
= §2 annehmen wird.

Die Verstirkungsfaktoren kénnen dann wie folgt formu-
liert werden:

m

Exy.z 1 (11)
K = 2 =f,+— o E, P\ R
X,y 2 EH n EH )gl )\ )\ x’y’zk
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Fiir isotrope Korper ist z.B. 2=0 und Ry =Ry =
R, =3/8. Fir parallele Fasern ist Q- und
Rx =1, Ry =R;=0.

Fir die Auswertung wurde ein kurzes ALGOL-Pro-
gramm erarbeitet. Zur besseren Auswertung konnen
auch die Integrale der Gln. (8) und (10) durch Summen
iiber Fasergruppen bestimmter Linge bzw. Richtung
ersetzt werden (vgl. z. B. [2] und [4].)

Im Bild 4a und 4b ist die mégliche Auswertung in
Form eines fiir den Konstrukteur anwendungsbereiten
Diagramms gezeigt. (Bild 4a und 4b).
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Bild 4a
Verstirkungsfaktor K in Abhingigkeit des Volumengehalts ¢
an Fasern bei isotroper Faserorientierung
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Einflug der transversal-isotropen Fasercrientierung auf den Ver-
stairkungsfaktor

3. Experimentelle Ergebnisse

Um die praktische Brauchbarkeit des Verfahrens nachzu-
weisen, wurden einige Experimente mit verschiedenen
Werkstoffsystemen durchgefiihrt. Hierbei interessierte
besonders die Untersuchung des Einflusses der Abwei-
chungen von den Modellvoraussetzungen, eine getrenn-
te Analyse der Fiillstoffwirkung globularer Teilchen von
der Verstirkungswirkung kurzer Fasern und das Verhal-
ten bei extrem unterschiedlichen E-Moduli von Matrix
und Faser.

i6

3.1. Werkstoffkomposition UP-Harz/Quarzmehl/Glas-
fasern [15] :
Als Matrixmaterial diente UP-Harz vom Typ LPG 24328
des VEB Chemische Werke Buna, weil es einen Werkstoff
mit ausgeprigtem Hooke'schen Bereich ergibt. Als Fiill-
stoff diente Quarzmehl in einer Korngrofenfraktion von
D=0,1 - 0,007 mm Korndurchmesser, das durch
Mahlen hergestellt wurde. Bei Vorversuchen ergab sich,
dab feineres Mehl groferen Einfluf auf die Netzwerk-
storungen der Matrix hatte, was sich im Abfall des
E-Moduls #uferte. Als Verstirkungsmaterial dienten
geschnittene  E-Glasfasern Typ EC 18-W (Gewetex-
GmbH, BRD) mit einer mittleren Faserlinge von
In = 0,123 mm. Die Lingenverteilung lag vor. Die
Modellvoraussetzungen D <<l sind damit nicht voll
erfiillt. Orientierungsuntersuchungen an Schliffen, die an
gegossenen Priifstiben hergestellt wurden, zeigten keine
Vorzugsrichtung fiir die Fasern, so daf der Orientie-
rungsfaktor  in der Rechnung Null gesetzt werden
konnte.

Im Bild 5 ist die Fillstoffwirkung des Quarzmehles dar-
gestellt. Es zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung
der experimentell gewonnenen Mittelwerte mit der
Theorie. Ungeklirt blieb bisher die etwas groBere Ab-
weichung bei etwa 15 % Volumenanteil Quarzmehl, die
sich auch bei wiederholten Versuchen ergab.

Bild 6 zeigt die E-Moduli fiir die Komposition UP-Harz/
Quarzmehl/Glasfasern in riumlicher Darstellung, ge-
wonnen aus der Berechnung und aus Versuchen. Auch
hier zeigt sich eine gute Ubereinstimmung. Der Fehler
betriigt maximal 11 %. Offenbar wirkt sich die Verlet-
zung der Modellvoraussetzungen beziiglich der Grofen-
ordnung D/, nur unerheblich aus.
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Bild 5
E-Modul der Komposition UP-Harz/Quarzmehl in Abhingigkeit
vom Quarzanteil
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E-Modul der Komposition UP-Harz/Quarzmehl/Kurzglasfasern
in Abhiingigkeit von den Fiillstoffanteilen

3.2. Messungen an glasfaserverstirktem Polyamid

Schubert [2] untersuchte den Einfluf der Faserlingen-
verteilung und der Orientierung auf das Rechenergebnis
fir den E-Modul. Er konnte feststellen, daf die Vernach-
lissigung der Lingenverteilung zugunsten einer mittleren
Faserlinge einen geringeren Einfluf auf das Ergebnis
besitzt als die Vernachlissigung der Orientierung (vgl.
auch [3]). Bei flachen Proben orientieren sich die
Fasern vorwiegend nur in einer Ebene. Der Schichtauf-
bau der Faserorientierung blieb hier jedoch unberiick-
sichtigt. Der Vergleich mit MeBergebnissen aus dem
Zugversuch ergab dann auch — je nach Lage des aus einer
gespritzten Platte herausgearbeiteten Priifstabes — Feh-
lerschwankungen von + 7,6 bis — 48,8 %. Der mittlere
Fehler lag bei — 15 %.

Eine sehr griindliche Analyse, die auch die schichtweise
Orientierung der Fasern iiber der Priifk6rperdicke aus PA
VE 30 (Produkt des VEB Leuna-Werke ,,W. Ulbricht™)
neben der Lingenverteilung beriicksichtigt, wurde von
Meyer, Erber u. Seifert [4] erarbeitet. Bei Beriicksichti-
gung all dieser Effekte war der Fehler zwischen experi-
mentellen und rechnerischen Ergebnissen nicht gréBer
als 10 %.

Undiskutabel fiir eine experimentelle Uberpriifung von
theoretischen Ergebnissen nach o. g. Verfahren sind die
Mitteilungen von Ehrenstein und Wurmb in [5], da dort
sowohl Angaben und Messungen der Faserorientierung
fehlen als auch die Rechenergebnisse fiir parallele Faser-
anordnung benutzt wurden.

Die theoretischen Ergebnisse miissen dann zwangsliufig
zu hoch liegen.

3.3. Bisher beobachtete Fehlermoglichkeiten bei der
Anwendung der theoretischen Ergebnisse infolge
der Abweichungen vom Modell

3.3.1. Abweichungen von der Linearitit

Um den Einfluf starker E-Modulunterschiede zu unter-
suchen, wurde eine Kautschukmischung, wie sie fiir die
Produktion von Gummierzeugnissen verwendet wird,
mit kurzen, oberflichenbeschichteten Kurzglasfasern
verstirkt. Das Einmischen erfolgte im Innenmischer;
das Herstellen der Felle auf einem Walzwerk. Durch
Anderung der Auswalzrichtungen konnte die Faser-
orientierung beeinfluit werden, die fiir dieses Matrix-
material schwer erfaBbar ist. Das Vulkanisieren von
Platten, die aus den Fellen geschnitten wurden, er-
folgte in einer heizbaren Presse. Aus Zugpriifungen
an Priifkérpern, die in verschiedener Richtung aus den
Platten gestanzt wurden, konnte der Orientierungs-
grad indirekt bestimmt werden. Der E-Modul fiir die
unverstirkten und verstirkten Proben wurde bei gleicher
Dehnung gemessen. Nun besitzt jedoch Gummi ein typi-
sches  nichtlineares  Spannungs-Dehnungs-Verhalten
(Bild 7). Wenn im unverstiirkten Priifkorper die Dehnung

‘w...J

&~

"
™~

Bild 7
Spannungs-Dehnungs-Diagramm fiir Gummi

€o betrigt, gibt es im verstirkten Priifkrper bei gleicher
mittleren Dehnung €, jedoch Gebiete, die infolge der
Kraftiibertragung von einer Faser auf die andere hoheren
Dehnungen (etwa €]1) unterworfen sind. Der wirksame
E-Modul ist in Pkt. 1 jedoch kleiner als im Pkt. 0. Wird
nun der Rechnung E, zugrunde gelegt, so liegen die
Rechenwerte iiber den Mefwerten. Die Abweichungen
betrugen teilweise iiber 100 % [16].

Bei héheren Dehnungen (€, — €1 ; €1 > €2) kénnte auch
die Abweichung in anderer Richtung eintreten, was
jedoch noch nicht iiberpriift wurde.

3.3.2. Abweichung von der Verteilung der Fiillstoffe

Untersuchungen von Liiders und Carius [17] haben ge-
zeigt, dab die formale Anwendung des Berechnungsver-
fahrens auch bei der Ermittlung der Fiillstoffwirkung zu
Fehlern fiihren kann, wenn die Aggregation der Fiillstoff-
partikel unbeachtet bleibt. Bei dem hier untersuchten
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kautschukmodifizierten Polystyrol zeigte es sich, daf der
Kautschuk teilweise die anderen mineralischen Fiillstoffe
wie Kreide und Kaolin mit einer Hiille umgibt.

Dadurch entsteht in seiner Wirkung ein neuer, kombi-
nierter Filllstoff (Kreidekern mit Kautschukhiille). In die
Gl. (1) mibten nun dessen Eigenschaften (falls sie be-
kannt sind) eingesetzt werden.

3.2.3. Abweichungen von der Grobenordnung der
Teilchen

Fiir die hier berechneten polyheterogenen Kompositio-
nen wurde vorausgesetzt, daf globulare Teilchen mit
der Matrix eine modifizierte Matrix fiir faserformige
Fiillstoffe bilden (Bild 8a). Es sind jedoch auch andere
Fille denkbar [18]. So konnen z. B. kurze Fasern mit
der Matrix eine modifizierte Matrix fiir globulare Teil-
chen groberen Durchmessers ergeben (Bild 8b). Das
oben behandelte Berechnungsverfahren ist auch auf
diesen Fall anwendbar. Die Unterschiede im Rechen-
ergebnis wurden von Kniipfer [19] auf der Basis von

[18] untersucht.
W=<TAN
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Bild 8b
Globulare Teile in faserverstirkte

Matrix eingebettet

Bild 8a
Fasern in gefiillter Matrix
eingebettet
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