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Berechnung von Schaufeleigenfrequenzen und Untersuchung

spezieller Einfliisse

H. Sollmann

Es wird ein Ubertragungsmatrizenverfahren zur Berechnung der Eigenfrequenzen und Schwingformen von Schaufeln axialer Turbo-
maschinen vorgestellt, bei dem die Einflisse der Einspannelastizitit, der Temperatur, der Schubverformung und der Drehtrigheit der
Querschnitte sowie der Blattverwindung eingearbeitet sind. Da die Aufstellung einer aus Massen- und Elastizititsmatrix bestehenden
Kombinationsmatrix im Hauptachsensystem des beliebigen Feldes geschieht, ist bei der Durchfiihrung der Rechnung jeweils nur noch
eine Transformation der Zustandsgréfen in das Hauptachsensystem des nachfolgenden Feldes vorzunehmen. Dadurch wird das vor-
gestellte Verfahren gegeniiber bekannten Verfahren erheblich einfacher und es liefert kiirzere Rechenzeiten.

1. Einleitung

Das Problem, das hier vorgestellt wird, gehért in das Auf-
gabengebiet der Maschinendynamik, speziell in das
Gebiet der Biegeschwingungen. Das kiirzlich erschienene
Lehrbuch der Maschinendynamik von Holzweibig/Dresig
[1] gibt einen Uberblick iiber die Entwicklung der
Methoden der Modellfindung und der Modellberechnung
in der Maschinendynamik und lift den Platz erkennen,
den diese Problematik einnimmt. In diesem Aufsatz wird
bereits von einem angemessenen Modell zur Berechnung
der Biegeschwingungen, speziell der Eigenfrequenzen,
ausgegangen. Bei der Berechnung der Eigenfrequenzen
von Laufschaufeln axialer Turbomaschinen beriicksich-
tigt man oft die Einfliisse der Einspannelastizitit, der
Temperatur, der Schubverformung und der Drehtrigheit
der Querschnitte sowie der Blattverwindung gesondert
[2]. Das hat den Vorteil, dafi man wei, wie gro§ dieser
oder jener Einfluf ist, bzw. mit welchen Anderungen zu
rechnen ist, falls bei der Auslegung bestimmte Parameter
geindert werden. Indessen lassen sich diese Einfliisse in
bequemer Weise durch das Verfahren der Ubertragungs-
matrizen beriicksichtigen. Untersuchungen hierzu, die
den einen oder anderen Einfluf beriicksichtigen,
insbesondere den der Verwindung, werden beispielsweise
in [3], [4] vorgenommen.

In der vorliegenden Arbeit wird die Giiltigkeit der Bal-
kentheorie vorausgesetzt, d.h. es werden formsteife
Profile angenommen. Ferner wird vorausgesetzt, dafi
Profilschwerpunkt und Schubmittelpunkt so dicht bei-
einander liegen, daB sie als identisch betrachtet werden
kénnen, wie das bei zahlreichen Schaufelprofilen der
Fall ist. Damit ist es moglich, den Kopplungseffekt
zwischen den vor allem interessierenden Flachkantbiege-
schwingungen und den Torsionsschwingungen zu ver-
nachlissigen, der, wie Untersuchungen zeigten [5], [6],
die Rechnung erheblich aufwendiger gestaltet, wobei im
allgemeinen zu vernachlissigende Frequenzinderungen
zu erwarten sind. Alle anderen genannten Einfliisse
werden beriicksichtigt, und es wird auch bei der Auf-
stellung der Matrizen und Durchfihrung der Rechnung
ein anderer, einfacherer Weg gegeniiber den in der Litera-
tur angegebenen eingeschlagen, der im Hinblick auf ein

aufzustellendes Rechenprogramm zu bedeutend kiirzeren
Rechenzeiten fiihrt.

2. Losungsweg

Ausgangspunkt ist ein verwundener Balken, Bild 1, der
in diskrete Punktmassen und masselose, elastische Felder
unterteilt wird. Die Drehtrigheit der Querschnitte wird
durch entsprechende Massentrigheitsmomente beriick-

Bild 1

Aufsicht einer verwundenen Turbinenschaufel

sichtigt, die den Punktmassen zugeordnet werden. Den
masselosen, elastischen Feldern wird aufer der Biege-
steifigkeit auch eine Schubsteifigkeit zugeschrieben, so
daf damit die Schubdeformation Beriicksichtigung
findet. Indem man den in der Biegesteifigkeit ent-
haltenen Elastizititsmodul und den in der Schubsteifig-
keit enthaltenen Gleitmodul eines jeden Feldes als Funk-
tion der Temperatur betrachtet, wird dem Einfluf der
Temperatur Rechnung getragen. Die Verwindung y des
gesamten Balkens denkt man sich aus sprunghaften
Anderungen Ay an den Schnittstellen zusammen-
gesetzt.

Das so vorbereitete Modell wird nun unter der Wirkung
der Fliehkraft betrachtet. Hierbei wird nicht der von
Jéager [4] eingeschlagene, aufwendige Weg beschritten,
der eine dauernde Hin- und Riicktransformation
zwischen dem scheibenfesten Koordinatensystem xyz
und dem Hauptachsensystem inz des betrachteten
Feldes erforderlich macht, sondern es werden die
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ZustandsgroBen im Hauptachsensystem beschrieben.
Werden die Elastizititsmatrix des masselosen, elastischen
Feldes und die Massenmatrix noch zu einer Kombina-
tionsmatrix zusammengefaft, so ist dann an der Schnitt-
stelle zum nichsten Feld lediglich eine Transformation
der ZustandsgroBen in das neue Hauptachsensystem vor-
zunehmen. Dem Einfluf der Einspannelastizitit wird
schlieblich durch entsprechende Beriicksichtigung der

Die Lingskraft Sy wurde dabei im Feld k als konstant
betrachtet. Ferner wurde unter der Voraussetzung einer

kleinen Feldlinge Iy die Niherung
‘@ ~ 1

verwendet, und es wurden die in die Matrix (1) zuniichst
eingehenden Grofien
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3. Beschreibung der Matrizen
3.1. Elastizititsmatrix

Bezeichnet man nach Bild 2 mit vz eine der Ebenen £z
bzw. nz des Hauptachsensystems (Bild 3), so erhilt man
mit den Gleichgewichts- und Verformungsbedingungen
nach Integration und Beachtung der Randbedingungen
zwischen den Schnittstellen k und k-1 den Zusammen-
hang der ZustandsgroBen in dimensionsloser Form
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gestrichen, da sie im allgemeinen sehr viel kleiner als 1
und damit gegen 1 vernachlissigbar sind.
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Bild 3
Krifte und Verschiebungen der Masse my



Im #nz-Koordinatensystem besteht damit der Zusammenhang
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oder Die iibrigen Gleichgewichts- und Verformungsbedin-
g g
_ gungen bilden die Grundlage fiir die Massenmatrix.
;E =E iz, (5) Beriicksichtigt man dabei die Zusammenhiinge

wobei die unterschiedlichen Biegesteifigkeiten in dimen-
sionsloser Form durch

T
LU £k
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bezeichnet sind.

3.2. Massenmatrix

Bild 3 zeigt die Verhiltnisse. Die an der Masse my
angreifende Fliehkraft Fx wird ausgedriickt durch ihre
Komponenten im £nz-Hauptachsensystem, das zur Be-
schreibung der Deformation des masselosen Balken-
abschnittes benutzt wurde und in dem auch die
Bewegung der Masse mi beschrieben werden soll. Der
Masse my werden zur Beriicksichtigung der Drehtrigheit
noch die Massentrigheitsmomente Jgx bei Drehung um
die ¢-Achse in der nz-Ebene und Jyi bei Drehung um die
n-Achse in der £z-Ebene zugeordnet.

In das Bild 4 sind in den beiden Ebenen £z bzw. nz auer
den Komponenten der Fliehkraft noch die weiteren
Trigheitswirkungen, die Schnittreaktionen und die im
Feld k bzw. im Feld k+1 konstante Lingskraft S bzw.
Sk+1 eingetragen.

Man sieht aus dem Gleichgewicht der Krifte in z-Rich-
tung, dab sich die Stabkraft im nachfolgenden Balken-
abschnitt k+1 um die Komponente Zx der Fliehkraft Fy
vermindert.

Uy
Zy

L ™

R+Zk

Vi = Ek siny) + M COSTY 5 X = ’g’k cosyy — My sin'yk , (8)

so wird wegen

4

Uy = my szk =my Q2 (& siny, +my cos'yk),

~ F, =m, (R +z) @ )

(10)

so daf die in den Gleichgewichtsbedingungen auf-
tretende GroBe Uy eliminiert werden kann.

Mit den schon verwendeten und den weiteren Abkiir-
zungen

m, EI w?
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und 5
J J
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wobei m — Bezugsmasse,
erhilt man in dimensionsloser Form
5 =M, 7 (13)

mit der Massenmatrix
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3.3. Kombinationsmatrix
Aus den Gln. (13) und (5) folgt
=M Bz, =R, (15)
dabei stellt l?‘k die dimensionslose Kombinationsmatrix

dar, die mit den Bezeichnungen nach Bild 5 lautet

Bild 4
Schnittreaktionen, Trigheitswirkungen und Stablingskrifte im
Hauptachsensystem
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Die in die Abkiirzung (2) eingehende Stablingskraft Sy
des Abschnittes k berechnet sich aus

n n
S ) 8~ @ Y my R+ 2.
v=k v=k

17)

3.4. Transformationsmatrix

Da die Hauptachsen des nachfolgenden Querschnittes
um den Winkel A’yk = Mer1 — Yk gedreht sind, ist der
Ausgangsvektor aus dem Feld k nicht gleich dem Ein-
gangsvektor in das Feld k+1, und es muf erst eine Trans-

fiir eine beliebige Zustandsgréfie, zum Beispiel fiir die
Verschiebung v, die durch die Komponenten \7 und v

ausgedriickt ist, nach der Drehung ?

VE=V cosA'yk + v, sin Ay,

£k n (18)
Vi T Ve sin Ay + Vp €08 A'yk
usw.
Somit ist der Zusammenhang der ZustandsgroBen nach
und vor der Drehung hergestellt, er lautet

fk =Ty 2, (19)
formation der ZustandsgroBen in das neue Hauptachsen-
system £n vorgenommen werden. Nach Bild 6 erhilt man mit der Transformationsmatrix
[ cos Ay, 0 0 0 | sin Ay, 0 0 (N
0 cos Ay 0 0 : 0 sin Ay, 0 0
0 0 cos Ay 0 0 0 sin Ay 0
0 0 0 cos Ay : 0 0 0 sin Ay,
B [ o = o v o e o e - T T T T T (20)
—sin Ay, 0 0 0 l cos Ay, 0 0 0
0 —sin Ay, 0 0 | 0 cos Ay, 0 0
0 0 —sin Ay, 0 I 0 0 cos Ay, 0
0 0 0 —sin Ay | 0 0 0 cos A’ykJ
Feldk(EI"I.kiEngiGAh i &k 1%s; Ik)
Bild 5
Zur Kombinationsmatrix
1. Rechengang
Beginnt man die Rechnung am Innenrand, so ist Ay
negativ (vgl. Bild 1), und es ist bei elastischer Einspan-
nung durch die Randbedingungen
Bild 6 = Qe =0
Zur Transformation der Zustandsgréfen Veo - O Ym0
_ M _ EI
Y, 0=B8,°M ZB(T) s Bp=B, — (21
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der Eingangsvektor festgelegt, nimlich
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Bei dieser Vorgehensweise sind fiir die numerische Aus-
wertung auf einem Digitalrechner die bezogenen Ein-
spannelastizititen En und B¢ als Zahlenwerte vorzugeben
und es ist die Kreisfrequenz w so lange zu variieren, bis
der Restwert R(w) zu Null wird, der durch die Rand-
bedingungen des Ausgangsvektors gegeben ist.

Fiihrt man indessen die Rechnung vom freien Aufienrand
zum Innenrand durch, so ist Ay, positiv und es ist eine
Kombinationsmatrix Fl’: zu verwenden die sich aus der
Matrix (16) durch Spiegelung an der Nebendiagonalen
ergibt. Die Stablingskraft lautet dann

k

Q2 ZmV(R t1).

v=1

s - (23)

Dieser Weg hat den Vorteil, daf die Einspannelastizi-
titen erst nach den Matrizenmultiplikationen iiber die
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Randbedingungen am Innenrand in die Rechnung ein-
gehen. Es lift sich dann das Problem umkehren, indem
nimlich das zugehorige Wertepaar (B B ) berechnet
wird, welches das gewihlte w zur Elgenkrelsfrequenz
macht. Gibt man das Verhiltnis der Einspannelastizi-
titen

B

by

iiber flache und hohe Kante vor, so lift sich schlieflich
die Funktion Bt = f(w,V) aufstellen, aus der die
Frequenzen fiir bestimmte Werte Bz bei gegebenem Ein-
spannverhiltnis abgelesen werden konnen.

29

Liegt der Eigenwert w fest, so liefert eine nochmalige
Durchrechnung den Zustandsvektor an der Schnitt-
stelle k, Gl (15). Die damit festliegenden Verschie-
bungen & und My lassen sich anschliefend mit dem
Winkel 7, nach den Gln. (8) in das xyz-Koordinaten-

Tabelle 1
Beriicksichtigung von 1. Eigenwert 2. Eigenwert
(Flachkant- (Hochkant-
schwingung) schwingung)
ohne mit ohne mit
Verwindung Ver- Verwihdung Ver-
windung windung
Handr. | Auto- | Auto- | Handr. | Auto- Auto-
matr. matr. matr. matr.
f[Hz] | f[Hz] f[Hz] f[Hz] | f[Hz] f[Hz]
Biegung 310,3 | 3099 | 3135 1241,3 1 1239,8 11009,8
Biegung,
Schub und 3089 | 3084 | 311,1 1161,9{1160,4 | 9722
Drehtrigheit
Biegung,
Einspann- 259,5 | 2599 | 263,1 1241,311240,5 | 9454
elastizitit
Biegung,
Schub u. Dreh-
trigheit, 276,44 | 276,3 | 2787 1167,4 11165 923,7
Einspannel.,
Fliehkraft
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system umrechnen, so daf die Schwingform vorliegt. Das
beschriebene Verfahren wurde in der Sprache FOR-
TRAN fiir die Rechenanlage BESM 6 programmiertl)
und steht als Programm zur Nutzung bereit.

5. Berechnungsbeispiel

Aus Griinden der Vergleichbarkeit der Rechenergebnisse
bei getrennter Beriicksichtigung verschiedener Einfliisse
wird ein in der Radscheibe elastisch eingespannter Stab
mit konstantem Rechteckquerschnitt untersucht, der
zwischen 7, und Ya gleichmifig verwunden ist. Alle fiir
die Rechnung erforderlichen Daten sind in das Bild 7
eingetragen.

n = 3000min’

R = 500mm

L = 200mm
b= 60mm

h = 15mm

§ = L rad (80°)
fa= —'gr—rad (20°)
Pg= O

[ 0610 YNmm
E = 2,06-10°Njmm?

E

26
% - 12

Bild 7
Daten fiir das Berechnungsbeispiel

1) Die Programmierung wurde freundlicherweise von Herrn
Doz. Dr.-Ing. D. Orlamiinder, Rechenzentrum der TU Dres-
den, iibernommen.

Tabelle 1 zeigt die Ergebnisse. Dabei sind die mit dem
Rechenautomaten erhaltenen Ergebnisse denen gegen-
iibergestellt, die man von Hand bei gesonderter Beriick-
sichtigaung der Einflisse erhilt (vgl. auch [2]). Fiir die
Automatenrechnung wurde der Stab in 20 Abschnitte
unterteilt. Diese Unterteilung ist fiir die Untersuchung
der ersten beiden Eigenfrequenzen offensichtlich fein
genug, um geniigend genaue Werte zu erhalten, denn die
Ergebnisse der Automatenrechnung unterscheiden sich
von denen der Handrechnung fiir den unverwundenen
Stab nur éufierst wenig voneinander.

Man sieht, dab durch die Verwindung der erste Eigen-
wert geringfiigig erhoht (~ 1 %), der zweite Eigenwert
indessen beachtlich herabgesetzt wird (=~ 20 %).
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