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Schwingungen von Kugelschalen mit schwingungsdampfender

Oberflachenhiille

Dieter Witt

Zur Schwingungsdimpfung von Schalen wird auf ihrer Oberfliche eine mehrschichtige, diinnwandige Hiille aus armierten Materialien
aufgebracht. Die durchgefiihrten Untersuchungen an der Kugelschale mit einer solchen Oberflichenhiille basieren auf der Theorie viel-
schichtiger Schalen und fiihren auf finite Differenzen-Differentialgleichungen. Die schwingungsdimpfende Wirkung der Hiille beruht auf
der Energiedissipation in den armierten polymeren Zwischenschichten, deren viskoelastische Eigenschaften bei stationiren Schwingungen
nach der Theorie des komplexen Moduls erfafit werden. Am Beispiel der geschlossenen Kugelschale werden numerische Ergebnisse fiir die
Bewertung der schwingungsdimpfenden Wirkung der Oberflichenhiille vorgestellt und giinstige Einflufparameter aufgezeigt.

Schwingungen -von Kugelschalen mit schwin-
gungsdimpfender Oberflichenbhiille

Bei Flichentragwerken ist das Eigenfrequenzspek-
trum derartig dicht, daB es wegen der vielen mogli-
chen duBeren Erregungen in der Regel nicht gelingt,
eine resonanzfreie Konstruktion zu projektieren. Dar-
aus ergibt sich die Aufgabe, schwingungsabwehrende
Mafinahmen zu treffen und dafir Berechnungsmetho-
den zu entwickeln. Eine mogliche konstruktive Reali-
sierung stellt das Aufbringen einer mehrschichtigen,
diinnwandigen Oberflichenhiille aus armierten poly-
meren Materialien dar, die bei unbedeutender Veriin-
derung des Gewichtes und der Abmessungen der tra-
genden Konstruktion eine effektive Schwingungs-
dimpfung gewihrleistet.

Die tragende Schale stellt gemeinsam mit der mehr-
schichtigen Hiille einen vielschichtigen Korper dar, fir
den in [1] die theoretischen Grundlagen zusammen-
gestellt wurden. Die schwingungsdimpfende Wirkung
der Hiille beruht auf der Energiedissipation in ihren
armierten polymeren Zwischenschichten, deren visko-
elastische Eigenschaften bei stationiren Schwingun-
gen nach der Theorie des komplexen Moduls [2], [3]
erfait werden. Am Beispiel der Kugelschale werden
numerische Ergebnisse fiir den Einflub der schwin-
gungsdiimpfenden Oberflichenhiille vorgestellt und
giinstige Einflubparameter aufgezeigt.

1. Wir betrachten eine tragende Schale (Index ,,0”)
der Dicke H, mit einer vielschichtigen Oberflichen-
hiille der Dicke H, die aus sich abwechselnden n Schich-
ten geringer Steifigkeit der Dicke sy (verbindende,
weiche Schichten) und n Schichten erhéhter Steifigkeit
der Dicke hy (armierende, harte Schichten) (Bild 1)
besteht (k = 1, 2, . .., n). Diesen Verbund beziehen wir
auf ein orthogonales Koordinatensystem xi (j = 1, 2, 3)
dergestalt, daB die Mittelflichen der harten Schichten
durch x3 = const beschricben werden, wihrend die
Flichen x® = const (@ = 1, 2) orthogonal dazu liegen.
Schlupf zwischen allen Schichten der vielschichtigen
Schale wird ausgeschlossen. Die Materialien der Hiill-
schichten und des tragenden Flichentragwerkes seien

Bild 1

linear viskoelastisch, isotrop und homogen. Fiir die
harten Schichten einschlieBlich der tragenden Schale
gelte die Hypothese von Kirchhoff-Love, wihrend in den
weichen Schichten nur die Schubverzerrungen in der
Schicht und die Dehnung normal zur Schicht Bedeu-
tung haben, die iiber die Annahme linearer Verschie-
bungsverteilungen iiber die Wanddicke der weichen
Schicht gewonnen werden. Diesen Voraussetzungen
entsprechen in den harten Schichten die elementaren
SchnittgréBen

k)af _ (k)apys (k)
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k)af h3 )
M = _k p(afyd (k)
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und in den weichen Schichten die Scher- und Lingskrifte
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Hierin sind A(K)¥878 die kontravarianten Kompo-
nenten des Viskoelastizititstensors beim ebenen
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Spannungszustand in der k-ten harten Schicht mit
dem Modul E(®), Glk] yng glk] Schubmodul bzw.
Modul in Normalenrichtung der ~k-ten weichen
Schicht, alkloB  ontravariante Komponenten des
Mabtensors der Mittelfliche der k-ten weichen
Schicht, e(k) und K(k) die Komponenten des Verzer-

rungstensors bzw. ges Tensors der Kriimmungsinde-
rung der Mittelfliche der k-ten harten Schicht, 6!3]
J
die wesentlichen Komponenten des Verzerrungsten-
sors der weichen Schichten. Die hochgestellten Indi-
zes (k) und [k] iiberall weisen den Bezug auf die k-te
harte Schicht bzw. k-te weiche Schicht aus. Griechi-
sche Indizes haben wie gewohnlich die Werte 1, 2 und
lateinische 1, 2, 3.

Alle Moduln haben bei stationiren Schwingungen die
komplexe Form [2], [3]

G[k] . G[k] n iGi[k] = Gr[k] 1+ in["])
r (1.3)
ﬂ[k] N Gi[k] / Gr[k]

usw. Die Indizes r und i kennzeichnen den Real- und
Imaginirteil des Moduls. 7 ist der sog. Verlustfaktor
(Verlusttangens).

Aus dem Prinzip von Hamilton folgen unter Verwen-
dung der Eulerschen Gleichungen die Bewegungsdif-
ferentialgleichungen fiir die geschichtete Schale bei
Berucksmhtlgung der Trigheitskrifte in_den harten
(chhtep ) und weichen (Dichte p[ ]) Schichten

[1]:

k *
N(k)a6|; )+b(k)§lQ(k)ﬁ+q (e - o (1.4)
K wal® . %03

bfxg)N(k)aB‘Q( )ala +q 3 =g (1.5)

k=0,1,2 ...,n)
(k)

mit QU0 = p(k)ab| (16)
B

und q 1 = g1, G +§(k)l (1.7)

Hierin sind | %) das Symbol fiir die kovariante Dif-
ferentiation in der Mittelfliche der k-ten harten Schicht,
b(k) «, b(k) Komponenten des Kriimmungstensors der
k-ten harten Schicht, q(k)l die an den harten Schichten
angreifenden duBeren Belastungen, a(k)l die Trigheits-
krifte

’(‘i(k)lz_p(k)hk v (0l (k] (k1)1 21

~%[p St (v

_p[k—l]sk_lt:* (v (0145 (=Dl | (1.8)
it v(K1 .
mit v als den Komponenten des Verschiebungs-

tensors eines Punktes der Mittelfliche der k-ten har-
ten Schicht sowie § (¥)! die von Seiten der [k—1]-
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ten und k-ten weichen Schicht auf die k-te harte Schicht

einwirkenden Krifte
* %

g(k)a:_

Q[k]* a
.1

Q[k— 1 ]**a 4

+ 2b(k)°‘( k tk Q[k]"f3 + Q[k 1]**3)
Sk—1
~(k)3 _ _(ck tk Q[k]*a . Kk Q[k 1]**&) |(k)

5 -1

+ % LI %
Sk Sk—1
Durch Transformation der Scherkriifte der weichen
Schichten in die harten Schichten ergeben sich die
Formeln

Nlk-1] (1.9)
Q[k]*a = (5g+c]‘: b[k]g)Q[k]ﬁ

Qli-11*a_ (55_ - b[k—”g) olk-118

(1.10)
mit
* 1 **_1
o =5 (G the) , o =5 (a1 th) (1.11)
Die Abkiirzungen 1
I S SN
— i k 9 - k0
& (a(k)) no b a(k)
oL O i
- P4 (1.12)

folgen aus Umrechnungen der Mittelflichen.

2. Wir wenden nun die vorgestellten Grundlagen auf
eine vielschichtige Kugelschale an, die wir auf ein Ku-
gelkoordinatensystem x! = & (o — Breitenwinkel) und
x2 = B (B — Lingenwinkel) beziehen. Aus den Tensor-
beziehungen (1.4 — 1.6) folgen fiir dieses Problem die
Bewegungsgleichungen in physikalischen Komponen-

ten zu

'—[Nil;)a N(lz)ﬁ/sma-*(N(k) N(k))cota Q(k)] +

R

(2.1)

R TR -

+ q;(k) = 0 2.2)

I k), N (k) (k) _.
T‘;[Nn HNog #5540y “eina), +

+ Q(k) > [sina] + qg(k) =4 (2.3)



mit
Kk k K k k
Q(l )___[Ml(l)t:x+M1(2){i/51na+(M( )—M( ))°°t°‘]
2.4

(k) _ (k) (k) , . (k) | (k)
Q R [M21 - Mzzﬁ/sm(.\H(M12 +M21 ) cota |

n), M —( ),

k=012,..., o= E

Ry ist der Radius der Mittelfliche der k-ten harten
Schicht.

Im weiteren bezeichnen wir die Verschiebungen der
Mittelfliche der k-ten harten Schicht in Richtung der
Koordinaten x!, x2, x3 mit u(k), (k) w(k),

Die Schnittgrofen in (2.1 — 2.3) werden durch die
Verschiebungen ausgedriickt. Es ist jedoch zweck-
mifig, folgende invariante Gréfen [4]

ok - [(u(k>sina),a+v“‘}3]/sina+ 2w (25)
x) = [(v(k)sina),a—u(kg]/(2sina)

einzufiihren. Damit nehmen die Bewegungsgleichun-
gen der vielschichtigen Kugelschale folgende Form an

Ak{ 0. ® 2, on (k) (k)
il d [(g+2)w ] —(1-w) /sina +
R2 %8

Ky (k) *(k) (26)
+(L-n) @O —w prg T =0

Jl<@"" 4, (v 2+2) w0 > sinart (1-m) xR+

+(1—m) (V0w )/sma)} "Moo (27

A
= { 4% - 1+m)le®—a’ (g2 +

+1—Vk)(vz+2)]w(k)}+ q;(k) =0 (2.8)
mit dem dimensionslosen Laplace-Operator

v2( )={[( )msina],a+( ),Bﬂ/sina}/sina

(2.9)
und den Abkiirzungen
By 2 1 fhy
Ag = 2 = =5 ('RI) (2.10)
k

Durch Elimination der tangentialen Verschiebun-
gen u(k), (k) in den Gln. (2.6 — 2.7) erhalten wir

2 [(92+1-9) O (& 1 1-m) @ +2w 0] +
R2
k

* [(ql(k) sina), a+q2“;)}/sina =0 (211
Ag
— (l—vk)(v2+2)x(k)+

* [(q:(k)sina),a—q:(;)]/sina =0 (2.12)

Die Bezxehungen (2 11), (2.8) enthalten nur die Gros-
sen ©) und w(k), wihrend in (2.12) nur die Grés-
sen (k) auftreten.

Fiir die weiteren Untersuchungen nehmen wir einige
Vereinfachungenl) vor:

Die Schale sei diinnwandig. Das bedeutet, daf die
Mafsinderungen iiber die Dicke der Schale vernach-
lissigt werden:

(k] ()
aklaB - (e - jaf = |,
a (4 o
af af af * ®E
L= b = 9%

Q[k]*a _ Q[k]**a= Q[k]a

Die weichen Schichten arbeiten nur auf Schub, d. h.
ihre Dickeninderung in Richtung der Normalen zur
Mittelfldche wird vernachlissigt:

kI

“33 Nil- o

= 0 oder w(k)-w,
Unter Beriicksichtigung dieser Vereinfachungen, der

Beziehungen (1.8), (1.9), (1.2) und (2.5) lauten die
Bewegungsgleichungen

A [ 2+1-n) 0 _ (@22 H1n) @+ Dw] +
R]f k

6oy,
. (k+1)_ g (k) _
- (® e +Rkv w) (2.11a)
G[k_llﬂko Ck
5T RO o) _glk-1) Kl s
8k—1 ( Rk—lv ")

k ~~ . k ~
+{ [(q(l) tq (lk)) sina] , (,l’“(q(2 ) +q;k)) , B}/Sina' =0

clkly
gk_z“—vk><v2+2>x“"+2[—;ﬂa‘kﬂtxw»-

k
B G[k—l]ako

(X(k) _ x(k—-l))] +
Sk-1

1) In [5] hat der Verfasser die vorgestellte Problematik
fiir die flache Kugelschale behandelt.
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il 38 0,

(2.12a)
(k=0,1,2,....n)

n Ak
(k) _ 42 2
E—o R? {[d —(14) 10T —d (92 +

+1-v) (2 +2)] w}+

n-1 glk] (c; Ck+1 ck
+Z — + T2 Y (ektl)_g(k) . %
k=0 Sk \Rg Rk+1) ( Rkv )=

n
—Z @Werplkly 5 yws 2 (0 -0 @213
k:O k=0 3

mit
* * ¥
ck =¢ t Oy (2.14)

Die Relation (2.13) entstand durch Addition der Gln.
(2.8). Somit hat sich die Anzahl der Bewegungsgleichun-
gen von 3 (n+1) auf 2(n+1) + 1 verringert.
3. Im weiteren betrachten wir vorzugsweise die Schwin-
gungen in normaler Richtung, die durch die Relationen
(2.11a), (2.13) beschriecben werden, wobei wir die
tangentialen dufieren Belastungen und die tangentialen
Trigheitskrifte vernachlissigen wollen

k k) _~ (k) _~(k
(‘11( ) - qz( ) - ‘11( =q2( ) _ 0).

In diesem Fall ist das Gleichungssystem (2.12a) ho-
mogen mit den trivialen Lésungen

x® =0 (3.1)

Auf die Schale wirke eine harmonische normale iufe-
re Belastung

n .
Ezoqg(k) = q (e,6) €' 3.2)

Die Losung des Systems (2.11a), (2.13) suchen wir
in Form von

w(®Bt) = w(ap)elSlt

o®)(a,8,t) =8 (o, 0) i (33)

wobei w (e, f), g (, B) komplexe Amplituden bei
der gegebenen reellen Erregerkreisfrequenz 2 sind.
Damit lauten die Gleichungen fiir die normalen Schwin-
gungen der Kugelschale mit Hiille

b2 +1-)8 V(@ + 1)@+ D71+

+ )\k ﬁkn (§(k+l)—6(k) +l(;_l;v2 W) -
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_—_— —(k— C
N1 (@R8N KL G250 g 3y
1

(k=0,1,2,....,n)

508 {[(12v —(1+v )]@(k) d2[(V +h) 6@ +2)]‘}

*
k+1 =(k+1) (k) 2 —
+2 )\ —+ (C] -0 v w) +
£, (R Ry Ry ) Rk )
+MQ" 2w +g =0 (3.5)
Darin sind
2
A R, 2 clkIR2 *Zzﬂzp(omokﬁ
6k AO(R) ) >\k:Ao’Sk ’ Ao
(3.6)
Cn )y olkl _ R}
M=2 (— o *— — %), 99—
k=0 plo) H, p(o) H, A,

wobei die Parameter Hy, R,, A, (E(o), Vo) p(©) die tra-
gende Schale charakterisieren.

Zur weiteren Vereinfachung des Problems moge die
schwingungsdimpfende Hiille einen regelmibigen Auf-
bau haben und aus sich abwechselnden n weichen
und n harten Schichten mit den Werten s = s, clkl- G,

[k]— ol 1 by =h, Ag = A (ER) = E, vy = V), p(k)-p()
bestehen. Fiir alle Schichten der diinnen Hiille gelte
ein mittlerer Radius

Rk:R:Ro+%(H0+H) (3.7)
mit der Hilllendicke H =n(s+h) (3.8)

Die &ufere Belastung kann in eine Reihe von Kugel-
funktionen zerlegt werden:

o |
qahp=2 = Qim Y™ (a, B) (3.9)
mit

sinmf  (m>0)
Y™ (0,) = P (coser)
cosmf  (m<0)

Y9 (0,6) = P, (cos0)

P™ (cos @) sind die zugeordneten Legendreschen Funk-

tionen und P; (cosa) die Legendreschen Polynome.

Die Losung des Systems (3.4), (3.5) suchen wir auch
in Form von Kugelfunktionen

¥ (@p)= T >
1=0m=-1

im Y™ (@,6)

o1 (3.10)
6M@p=2 = 8lY™ (ap
1=0 m=-1



Indem wir beriicksichtigen, daf
v2Y(™ =k Y™, k=10+1) (3.11)

gilt, konnen wir das Gleichungssystem (3.4) ausfiihr-
lich aufschreiben:

k=0: (3 12)
e(°>+b w+ x[e(n @<°) fow]
k=1: (3.13)
5O +bw] +A[OP _
_2§'§(1)+6(0)_(f_f0)(}] =0
k= (n=1): (3.14)
5[ ae(k) +hw]+A[OK+D) _
_ 20094+ g(k-1] =0
k=n: ~ R (3.15)
§[—a®@™+bw] -
A ~ A
_)\[@(n)_@(n—l)_fw] =0
mit
o (k=0)
a =k —(1-p) =
a (k+0)
b k=0
by = (—di k+1-p)(k—2) = (3.16)
b k0
a fo (k=0) A=A
= ﬁI;‘K =

f k $0) =6 (k#%0)
Die Indizesl, m sind hier und werden auch im weite-
ren zur Verkiirzung der Schreibweise weggelassen.

Die Losung des Systems finiter Differenzengleichun-
gen (3.13 — 3.15) erhalten wir zweckmibigerweise,
indem wir es als Differenzenrandwertaufgabe betrach-
ten. Die Beziehungen fiir k = 1 und k = n iibernehmen
dabei die Rolle von Randbedingungen. Die allgemeine
Lésung dieses Systems lautet

A
8®) = ) sinh pk + Cy cosh pk + Wb/a
k=12,...,n)
Ci= {fw Ca [cosh p(n + 1) — cosh un] /N
=8)_F&
coshu=1+8a/(2N), F=b/a+f—f0
N = sinh u(n +1) —sinh un 3.17)
Dle GroBen 9(0) elt'gehen sich aus (3.12) zu
b
) = w(—+  sinbu—fo FS+—)/

(1+7\—O_S)

= [sinh un —sinhpu(n —1)]/N (3.18)

Die Werte le finden wir aus (3.5)

A

w= 3 (3.19)

T_MQ"2

* n *
T=p,®@sr +8pZ 6 snr]—
k=1
c* cx*
) A{ &' ) ED-00 -ty
¥ % [ ™M_e"M_n_1) f]};

0 () - gk)/

Po k=0)
Py = d§x+1+vk=
P (k+0)
o (k=0)

k= & k-—1-p)l(k-2)=

r (k #0)

Damit sind die erzwungenen Schwingungen normal zur
Schale

wez o2 13‘"‘ Y{m) el 2t (3.20)
= m:_
bekannt.

Fiir weitergehende Betrachtungen der vielschichtigen
Kugelschale konnen auch die tangentialen Verschie-
bungen u(k) und (k) von Bedeutung sein. Aus den
Formeln (2.5) erhalten wir nach einigen Umformun-
gen

v? (v(k)sinoz) = (G(k)— 2w2 gt 2 ()((k)sin2 a), of sine
72 (u®sinq) = [(©%)_ 2w) sin? a] ofsina— 2)((,2)

Setzen wir x(k) =0 (3.1) voraus, so finden wir

o ]
L3z Deoyem

7(k)
sin® =0 m=—1 K Im

(3.21)

w1
i) = gnez z - ckym
10 m=—1 K “m 1

Darin sind
k) A A
C(lm) = @lm — 2wy, , X =cosa

Die hergeleiteten Beziehungen gestatten auch, die
freien Schwingungen in normaler Richtung zu be-
rechnen. Dafiir ist erforderlich, ¢ = 0 zu setzen und
die reelle Erregerfrequenz Q durch die komplexe Fre-
quenz w der freien Schwingungen [2], [3] zu ersetzen.
Aus (3.5), (3.19) folgt

= J1T/M (3.22)
Die dimensionslose (3.6) Frequenz der freien Schwin-
gung
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w* = wr +iw;‘ (3.23)

setzt sich aus einem Real- und einem Imaginirteil zu-
sammen.

Zu Vergleichszwecken interessiert mitunter die Fre-

quenz der freien Schwingungen der tragenden Kugel-
schale ohne Schicht

w; = Vpobo/as +1, (3.24)

4. Als Beispiel betrachten wir eine geschlossene Ku-
gelschale mit regelmibig geschichteter Hiille, auf die
2 diametral gegeniiberliegende Krifte F, i€t in den
Polen einwirken. Dieser Belastung entsprechen in An-
lehnung an [6] die verallgemeinerten Krifte

m=0 rotationssymmetrischer Fall

B(2l+1) 1=2j 5
A A i B= Fo Ro
m =% ) 27R2 A,

0 1=2j+1,

(4.1)
Aus (3.19) folgen die komplexen GroBen
o cmep_—t fiir 1= 2] “.2)
W, =W, = — = J %
Im 1 T — MQ#*2

Die Amplitude der Normalverschiebung lautet somit

Wwl=BIZ

= _p | 43
12024 T_Mawz 19 “3)

Wie aus (3.2) ersichtlich, hiingen die ::q von der Erre-
gerfrequenz §2 ab. Im Resonanzzustand treten fiir
jede Eigenfrequenz der Ordnung | extreme Verschie-
bungswerte

! =B 2] (4.4)
: Im (T)
bei den Erregerfrequenzen
1
Q* = [Re (T)/M] 2 (4.5)

auf.

Zur Ermittlung numerischer Ergebnisse wihlen wir
die Materialien der harten Schichten einschlieBlich
der tragenden Schale als elastisch mit den Querkon-
traktionszahlen v =0,3 und v, = 0,3 sowie

Ho/Ro = 0,01, H/H,=0,2, h/(s+h) =05,
p0)p@ =10, pl Jp®@ =03,
e=E (1-v2)/[E®) 1-»2)]=10

In Bild 2 ist dargestellt die auf die statische Verschie-
bung wgt = | W(Q2* = 0) | bezogene Resonanzampli-
tude Iw | im Pol ((4.3), @ = 0) bei einer Erregerfre-
quenz in unmittelbarer Nahe der sechsten Eigenfre-
quenz (I = 6) in Abhingigkeit von einem dimensions-
losen Parameter g = G;(1—»2)/E;, dem Verlusttan-
gensn (1.3) der weichen schwingungsdimpfenden
Schichten und der Anzahl der Schichten in der Ober-
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Bild 2

10

3 + b 4
1075 10 107 0 o 107

flichenhiille (ausgezogene Linien n =1, gestrichelte
n = 2). Es ist ersichtlich, daf fiir die Dampfung opti-
male Werte g existieren, der Verlusttangens eine we-
sentliche Rolle spielt, wihrend die Anzahl der Schich-
ten (bei gleichbleibender Dicke (3.8) der Hiille) wenig
Einfluf hat.

Die durchgefiihrten Betrachtungen hatten das Ziel,

fir die Kugelschale die Wirksamkeit der Schwingungs-
dimpfung durch eine Oberflichenhiille nachzuwei-
sen,

dafiir optimale Parameter aufzuzeigen,

numerische Vergleichswerte auf analytischem Wege
bereitzustellen, die eine Einschitzung von Niherungs-
verfahren fir die Dampfungsbewertung bei kompli-
zierteren Konstruktionen gestatten.
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