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Zur Konvergenz von Relaxationsverfahren bei der Berechnung

rotationssymmetrischer Stromungen

Walter Zwick

Zur Untersuchung der Konvergenz von Relaxationsverfahren am Beispiel der stationiren und instationiren Stokesgleichung mit kon-
stanten und vcrinderlichen Zihigkeitskoeffizienten werden im Falle rotationssymmetrischer Stromungen Relaxationsoperatoren be-
trachtet, die sich in Produktform darstellen lassen und dadurch unter Anwendung des Aufspaltungsverfahrens zu einfachen Losungs-
algorithmen fiihren. Mit Hilfe mathematischer Umformungen kénnen fir die Relaxationsparameter Konvergenzbedingungen aufge-
stellt werden, die bei praktischen Rechnungen die Auswahl geeigneter Relaxationsparameter und -operatoren erleichtern.

0. Einleitung

Bei der Anwendung von Iterationsverfahren zur Lésung
von Gleichungen der Strémungsmechanik ist es wichtig
zu wissen, unter welchen Bedingungen die Verfahren
konvergieren. Zur Sicherung bzw. zur Verbesserung der
Konvergenz von Iterationsverfahren wurden konvergenz-
verbessernde Operatoren eingefiihrt und die Relaxations-
verfahren verallgemeinert (vgl. auch [6], [3]). Die Rela:
xationsverfahren zur Losung der Gleichung

—Bu = f{, (1)
wobei B ein Differentialoperator, u die gesuchte und f
eine bekannte Funktion sind, bestehen darin, daf man
von einer Niherungslosung u™ ausgeht, den Defekt 6™
8" = Bu" + f (2)
mit einem Relaxationsfaktor p wichtet und mit Hilfe
eines Relaxationsoperators A eine Gleichung

Au" = p&" 3)
zur Berechnung von u™ aufgestellt. Diese Losung u™

wird zur ,Verbesserung” der Niherung u" in der
Form

utl = gt 4 P )
verwendet. Aus den Gln. (2) bis (4) folgt
A@" —u") = p Bu" +9) ®)

Geht man von einer Startniherung u® aus und wendet
dieses Relaxationsverfahren fir n=0,1,..., an, dann
erhilt man eine Losung der Ausgangsgleichung (1),
wenn man zeigen kann, daf dieses Verfahren konver-
giert.

Der Relaxationsoperator A und der Relaxationsparame-
ter p sind so zu wihlen, dab das Verfahren konvergiert,
und A u =0 genau dann gilt, wenn u = 0 ist. Dabei wird
vorausgesetzt, dafi A linear ist. Im Fall, daf A gleich
dem identischen Operator I ist und p geeignet gewihlt
wird, ergibt sich das iibliche Iterationsverfahren

"t = pBut+f) + ", n=01.... (6
Sind A=—B und p=1, so ergibt sich die Ausgangs-
gleichung (1) fiir u=u""1. Dividiert man die Gl. (5)
durch p, so erhilt man auf Grund der Linearitit von A

A — = Bu'+f )

Dabei kann (u"*! —u")/p als Differenzenquotient
einer fiktiven Zeitableitung gedeutet werden.

Bei der Stokesgleichung haben sich als Relaxationsopera-
toren die Laplace-Operatoren erfelgreich bewihrt
(Arrow-Hurwicz-Algorithmus [7]). Der Grund besteht
darin, daB fiir sie schnelle Losungsalgorithmen existie-
ren, die in der Regel die Randbedingungen voll beriick-
sichtigen. AuBerdem koénnen fiir diese Operatoren die
Konvergenz des Verfahrens mathematisch begriindet und
Kriterien fiir den Relaxationsparameter abgeleitet wer-
den. Besonders vorteilhaft sind jedoch solche Relaxa-
tionsoperatoren, die sich als Produkt von Operatoren
A =Aj Ay ... Ay darstellen lassen, bei denen die Fak-
toren Ay (v=1,..., M) leicht invertierbar sind. In die-
sem Fall fiihrt ein einfacher Losungsalgorithmus fiir die
Gleichung

Au=g ®

mit gesuchtem u und bekanntem g zu dem Aufspaltungs-
verfahren [3]

Al“l =8, Apuy = upy,
)

v=2,...,M, uy = u

In speziellen Fillen gelingt es, die Operatoren A, durch
Dreipunkteschemen zu approximieren; dann konnen die
bekannten Losungsverfahren fiir dreidiagonale Matrizen
[5] angewendet werden.

Ohne auf spezielle funktionalanalytische Fragestellungen
eingehen zu wollen, sollen im folgenden Ergebnisse eror-
tert werden, die sich bei hinreichenden Glattheitseigen-
schaften der Eingangsfunktionen durch die Anwendung
der Methoden und Ungleichungen der Funktionalanaly-
sis ergeben [7], [1], [2]. Durch die Aussagen iiber das
Konvergenzverhalten von Relaxationsverfahren bei
speziellen Bewegungsgleichungen soll die Auswahl der
Relaxationsoperatoren und -parameter fiir praktische
Rechnungen erleichtert werden. Obwohl die folgenden
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Untersuchungen im Rahmen analytischer Methoden
durchgefiihrt werden, konnen sie auch bei geeigneter
Diskretisation auf die approximierenden Gleichungen
iibertragen werden.

Wegen der grofien praktischen Bedeutung sollen hier
rotationssymmetrische Stréomungen in Zylinder- oder
Zylinderringgebieten betrachtet werden. Diese Aussagen
lassen sich auch auf andere Stromungsgebiete iibertragen.
Als Randbedingungen werden Bedingungen 1. Art ge-
wihlt. Die Randbedingungen 2. Art bereiten keine
Schwierigkeiten, wenn sie interativ erfaBt werden kon-
nen.

Da oft komplizierte rotationssymmetrische Strémungs-
probleme durch ihre entsprechenden Stokesgleichungen
iterativ angenihert werden kénnen, soll im folgenden die
Konvergenz von Relaxationsverfahren zur Losung der
stationdren und instationiren Stokesgleichung mit kon-
stanten und verinderlichen Zihigkeitskoeffizienten be-
trachtet werden.

1. Stationire Stokesgleichung

Betrachtet man ein Zylinder- oder Zylinderringgebiet
(rp,z) | 0SSR, <r<Rp, 0<¢<2m,

Z°<z<Z1}

und seine Berandung 02, dann nehmen die Stokes- und
die Kontinuititsgleichung bei rotationssymmetrischen
Stromungen inkompressibler Medien im Zylinderkoordi-
natensystem (r, ¢, z) €£2 die folgende Form an:

op

Ly = - — t g (LL)
or
op
Ly, = — L4y, (1.2)
dz
divau = 0. (1.3)
Dabei sind
aar-+az.) L. (a a-+a2.
L= ) (e 5 )
dru ou
diva= —L + 2%,
ror 0z
u=u(rz) = (ur,uz) bzw. g=g(rz) = (g.g)

der Vektor der Geschwindigkeit bzw. der duBieren Kraft
mit seinen r- und z-Komponenten und p = p(r,z) der
Druck.

Die Randbedingung soll die Form

b (1.4)
haben. Dabei soll das Integral der Normalkomponente
von b = b(r,z) iiber den Rand 92 verschwinden. Damit

der Druck eindeutig bestimmt ist, soll

fpr dgdrdz = 0 ' (L.5)
Q
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gelten. Das Problem besteht darin, dafs bei vorgegebenem
konstantem Zihigkeitskoeffizienten >0 und bei vor-
gegebenem Stromungsgebiet 2 sowie bekannten Ein-
gangsfunktionen g und b die Geschwindigkeit u und der
Druck p zu bestimmen sind.

Diese Aufgabe soll mit dem folgenden Relaxationsver-
fahren gelost werden:

s () o

A, (u;‘“— %) n(Lzu;‘— —aaﬂ— + sz) (1.7

gr) (1.6)

"l _p" = —adive™! (1.8)

=0; =n=01,... . (1.9)

Dabei sind p, 0 Relaxationsparameter und A;, A, Rela-
xationsoperatoren. Die Startwerte u® und po sollen so
vorgegeben werden, daf sie die Gln. (1.4) und (1.5) er-
fillen. Dann sind die Gl. (1.9) gerechtfertigt und die
Gl (1.5) fiir alle pn erfiillt [7]. Man konnte daran den-
ken, auch bei der Gl. (1.8) an Stelle des expliziten An-
satzes fiir pntl einen Relaxationsoperator einzufiihren.
Zu diesem Zweck benétigt man i. a. Randbedingungen
fiir p, die mit Gl. (1.5) vertriglich sein miissen.

In Anlehnung an die Darstellung der Operatoren L, und
L, kann man fiir A; und A, die Ansitze A, = — L, und
A; = — L, wihlen. Dieses Verfahren entspricht dem
Arrow-Hurwicz-Algorithmus [7], fiir den Konvergenz-
bedingungen angegeben werden konnen. Wihlt man zu-
sitzlich p = 1, dann ergibt sich der Uzawa-Algorithmus
[7]. Einfachere Losungsalgorithmen ergeben sich, wenn
man fiir A; und A, Produktansitze in der Form

A;=AjA2 und Az=A‘1‘ mit
d Oore
% _515: ror ;
. b e
A1'~a1'—61$rar und
2.
A2 ﬁ2 322

einfiihrt. Dann kann man das Aufspaltungsverfahren an-
wenden und erhilt bei der iiblichen Differenzenapproxi-
mation algebraische Gleichungen mit dreidiagonalen
Matrizen. Auch bei dieser Wahl der Operatoren lift sich
dhnlich wie beim Arrow-Hurwicz-Algorithmus die Kon-
vergenz des Verfahrens beweisen (siehe Anhang 1).
Als Konvergenzbedingungen ergeben sich die folgenden

Ungleichungen: o oy >0, o, By —pn>0;

"‘251 —pn>0, 5162>0a
1

n——-—>0;1—0e>0, p>0, 6>0 und €¢>0.
€

Dabei ist € ein willkiirlicher Parameter, der sich durch
die Anwendung der e-Ungleichung ergibt.



Da bei den Konvergenzbedingungen kein wesentlicher
Unterschied zwischen a; und a, sowie B, und f, zum
Ausdruck kommt, kénnen a; = a, = a und B, =B, = B
gesetzt werden. Die Zahl der Parameter kann weiter re-
duziert werden, wenn die Gleichungen durch einen
dieser Parameter dividiert und die sich ergebenden Quo-
tienten neu bezeichnet werden.

Der erste Anteil des Operators L, libt sich auch in der
0 orc 9 0+ -

Form ar ror  ror o1 &2

darstellen. Bei der Anwendung des Relaxationsverfah-
rens zur Losung der Gl. (1.1) konnte an Stelle von A,
auch der Operator A, = AfA, benutzt werden. Das
hat aber Auswirkungen auf die Konvergenzbedingungen,
weil sich dann an Stelle von &; &, >0 die Ungleichung

PN
alaz— —ré- >0

ergibt, die nicht durch konstante Werte fiir a; und
erfilllt werden kann, wenn r —> o strebt, d. h. wenn
nicht ein Zylinderring R, > 0, sondern ein Zylinder-
gebiet mit Ry, = 0 betrachtet wird.

2. Instationire Stokesgleichung

Auf gleichem Wege wie die stationire Stokesgleichung
kann auch die instationire gelést werden. Zusitzlich
zum rdumlichen Stromungsgebiet 2 werden noch eine
Zeitkoordinate t aus dem Zeitinterval [0,T] und An-
fangsbedingungen eingefiihrt. Die instationire Stokes-
und Kontinuititsgleichung fiir rotationssymmetrische
Stromungen in Zylinderkoordinaten hat die Form

du, _ dp
E{_ — L\‘ul‘ 2 o —a; + g (21)
du ap
5t-z ~Lu, = — ™ tg, 2.2)
divu=0 (2.3)

Dabei wurden die Bezeichnungen aus dem Abschnitt 1
iibernommen. Die auftretenden Funktionen hiingen jetzt
von (rz,t) € Q x [0,T] ab. Die Randbedingung, die An-
fangsbedingung und die Bedingung fiir die Eindeutigkeit
des Druckes haben die Form

ul =b,ul =a,

1Y) t=0
Dabei sind a= a(rz), (rz) € und b= b(r,z,t), (r,z,t)
€0Q2x(0,T] bekannte Funktionen, wobei fir die
Normalkomponente b, von b

fprdgodr dz = 0 (24)
Q

JSburdedr dz = 0 gelten muS, und £ = QU ist.

1Y)

Zur Losung der Gln. (2.1) bis (2.4) werden sie beziig-
lich der Zeit diskretisiert. Das heifit, das Zeitintervall
[0,T] wird in J Intervalle [tc-l’ tL]; t=1,...,) mitder
Linge 7=T/J eingeteilt, und die Ableitung 9%/3¢ zum
Zeitpunkt t, wird z. B. durch den Differenzenquotienten

* [semt)—ses )]

T

ersetzt. Diese zeitliche Diskretisation kann auf verschie-
dene Weise erfolgen (vgl. z. B. [4]). Man erhilt an Stelie
des Anfangs-Randwertproblems (2.1) bis (2.4) fiir die
Zeitpunkte

t=t ;= 1,...,J] Randwertprobleme der Form

1 op
;—ur—Lrur=——5;+gr+Hru (2.5)
1 ap
;—uz—Lzuz=——a—z+gz+qu (2.6)

divu =0, u |l
1Y)

=b, fprdtpdrdz=0 2.7)
Q

Dabei sollen Hyu und H,u bekannte Ausdriicke darstel-

len, die von u(r,z,te) mit tye< t abhingen. Zur Losung

dieser GIn. (2.5) bis (2.7) kann das Relaxationsverfah-

ren mit den Relaxationsoperatoren A; und A, aus dem

Abschnitt 1 angewendet werden.

& n+l n\_ n apn | -
A —u)=Ee Lru————u tg t

T r  or r r
2.8
+H u 2.8)
r
n
ntl n\_ n Op I p
Az(uz ‘uz)_ p(Lzuz_B:-;uz+gz+ 20
ol u) 29
Z
PPt = —odiva™! (2.10)
w1 =05 n=o0,1,... . (2.11)
a0

Beziiglich der Startwerte u® und po gilt das gleiche wie
im Abschnitt 1. Bei den Konvergenzbedingungen éndert
sich nur die 1. Bedingung, die an Stelle von o, a, >0
ietzt die Form

0y 0y — P >0 annimmt (vgl. Anhang 2).
T

3. Stokesgleichung mit verinderlicher Zihigkeit

Bei zahlreichen praktischen rheologischen und turbu-
lenten Stromungsproblemen ergeben sich Ansitze fiir
den Spannungstensor in Abhingigkeit vom Tensor der
Deformationsgeschwindigkeiten, in denen Zahigkeits-
koeffizienten auftreten, die entweder von den Kompo-
nenten des Tensors der Deformationsgeschwindigkeiten
oder von seinen Invarianten abhingen. In diesen Fillen
werden die entsprechenden Stokesgleichungen iterativ
gelost. In jedem Iterationsschritt treten dann bekannte
Zihigkeitskoeffizienten > 0 auf, die vom Ort und von
der Zeit abhingen 1 = n(r,z,t). Im Falle einer instationi-
ren rotationssymmetrischen Strémung ergeben sich dann
die Gleichungen
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—l. ¥y = — " # 3.1

ot Pt or B @)

ou ap

— 2 _L¥u= — — 3.2

ot 2" 0z & ©-2)
diva =0 (3.3)

und die entsprechende Rand-, Anfangs- und Druckbe-
dingung (2.4) aus dem Abschnitt 2. Die Operatoren
L¥ und L} haben jetzt die Form

L*u :a_.narur_u_r?_n.-f-i_d
¥ or rdor r Or 9z ¢
0 ) du

L¥u = —nrd  + —n =2

ror Z 9z 0z

b = (2 2
12 2\ 0z or /°

Die stationiire Aufgabe ergibt sich als Spezialfall, indem
die Zeitabhiingigkeit, die Ableitungen nach der Zeit und
die Anfangsbedingung unberiicksichtigt bleiben. Im
instationdren Fall wird wie im Abschnitt 2 vor Anwen-
dung des Relaxationsverfahrens das Anfangs-Randwert-
problem beziiglich der Zeit diskretisiert, so daf dann fiir
jeden diskreten Zeitschritt Randwertaufgaben gelost
werden miissen. Fiihrt man einen weiteren Parameter 7y
ein, der im stationdren Fall =0 und im instationiren
Fall = 1 ist, so kann man die stationiire und instationire
Aufgabe zusammenfassen, und es ergeben sich die fol-
genden Gleichungen

Y op
?ur—L:“:_§+gr+7Hr“ (3.4)
L L¥u = ap+ +yH u (3.5)
P L L '
divu =0 (3.6)

die unter Beriicksichtigung der Rand- und Druckbedin-
gung zu losen sind. Wendet man das Relaxationsverfah-

ren -

0]
n+l n P Y n
A]_(ur —ur) = p(L;‘u = _'r_u' +
(3.7)
+ gr+'yHru)
)
n+l B n Y 7 n
Az(uz ‘“z) = P(Lf 5 %
3.8
+ gz+’)‘qu) 38
pn+1 _pn s vl un+l (3.9)
L. = 0; fpn+1rd¢drdz=0;
a0 Q

(3.10)
n=0,1,...

an, dann kann man zeigen, daf dieses Verfahren unter
den Bedingungen o &, —PY/7 —p (30/r3r) >0,
a8, —pn>0, ayf; —pn>0, B8, >0,
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1
n——>0,1-0e>0,p>0,0>0 und €>0
€

konvergiert (vgl. Anhang 1 bis 3).

4. Allgemeine Bemerkungen

Durch ihre Universalitit und ihre Ubersichtlichkeit wur-
den in der letzten Zeit auch bei allgemeineren Problemen
des Impuls-, Wirme- und Stoffaustausches die Relaxa-
tionsverfahren angewandt. Bei der Beriicksichtigung kon-
vektiver Glieder und/oder unbekannter Funktionen in
den Zahigkeitskoeffizienten ist ein weiterer Iterations-
zyklus erforderlich, so daf in jedem Iterationsschritt
die lineare Stokessche Gleichung bzw. bei Anwendung
des Relaxationsverfahrens noch einfachere Gleichungen
(entkoppelte Gleichungen) zu lésen sind. Obwohl es bei
einigen instationdren Aufgaben gelingt, die Konvergenz
der Iterationsverfahren nach den konvektiven Gliedern
zu beweisen [2], treten bei praktischen Rechnungen
oft so kleine Konvergenzgeschwindigkeiten auf, daf
eine  Anderung des Iterations- bzw. Relaxationsver-
fahrens erforderlich wird. Auf Grund der Bedeutung
dieser Gleichungen fiir praktische Aufgaben werden an
vielen Stellen Arbeiten zur Verbesserung der Konver-
genzgeschwindigkeit von Relaxations- und Iterations-
verfahren und Untersuchungen zur Erfassung von Stro-
mungen Newtonscher und nicht-Newtonscher Medien

in komplizierteren Gebieten und bei groferen Geschwin-
digkeiten durchgefiihrt.

Anhang 1

Bildet man die Differenz aus den Gln. (1.6) bis (1.8) mit
den Gln. (1.1) bis (1.3) und fihrt die Bezeichnungen

n_ n n_ n da"=o" .
v,=u —u,v,=u,—u und q =p —p ein, s0 er-
hélt man unter Beriicksichtigung der Darstellungen der

Operatoren Ar’ Az, Lr und Lz nach Multiplikation der

n+l n+l

< s +1 :
Gleichungen mit v, ~, v, = bzw. qn und Integration

iiber 2 die folgenden Gleichungen:

ntl n n+l
ala2<vr Vi Yy )
9 0 n+l n +1
—aﬁ-—pn(—-—r(v —v)vn)
(@2h) ) or ror z )’

0 9 32 n+l n n+1
*"lﬁz(s:ra—,’m(vr “)
I R S
_.(Ol1B2—pn)(a—z2(Vr —vr),vr )

el n+l n+l 32 n+l n+l1
- PM _a_rer » Ve - M mvr ) Vi

L)
oar T p

> (1.10)



. B( 3 o o2 (vn+1 vn) vn+1)
_r — )
1"2\rar  or 022 \ 2 AR TR

o2 ntl n n+l
—P\5z\% V)%

n+l n  n+l) _ n+l
(q -q .9 )——O(q

Dabei bedeuten (w1, wg) = f w1 wo rde dr dz,
Q

, div v"”) (1.12)

n n
n Orv n OV
r _ 9V

" und e, = ;

ror 0z

Beriicksichtigt man die homogenen Randbedingungen
fiir v?“ und v:ﬂ, so erhilt man aus den Gln. (1.10)
bis (1.12) durch partielle Integration und der Bezie-

2 2
hung 2 (w; — wy) wy = w] —wy +(w; -—w2)2

TR, R 107, 2pn R -
= 2 (qn n+1) (1.13)
VR, 2 B PR, 4 apn B -
il (L14)
=20 (a" ey )
lqn+1l2 _ lqn '2 + an+1 _qn'2 -
(1.15)
= —20(qn+1,divvn+1)
Dabei sind
ol = Gy nv ol 2]
0
“v "2 Y2 + |ez |2
or

"vrﬂir = oo |v“|2 + (ayB; — pm) |er|2 e
2

+

(2185 —pm)

" 2
*Biby 5.

a
"vzuzz T % Ivz|2 + (9B, — p7) 5‘::,2

+ (o By — o) le, I 4,8,

Verwendet man noch die Beziehungen

(qn+1, divv) = (qn+1 = qn, divv) + (qn, e te,)

@ =" divwy<elq

1
+ z( |el.‘2 + Iez I2)

und multipliziert die Gln. (1.13) und (1.14) mit o und
die Gl. (1.15) mit p, so folgt nach der Addition dieser
3 Gleichungen die Ungleichung

(uvnﬂ 12 )2 4 Bt )2
: 2,;(,,~ )u L2 (1.16)

—q"Pa- oe))

n+l _ qn ’2 "

+ 0 lqn+l [2 _ |qn l2 4 [qn+1
<0

Dabei sind "v"2 = "v "2 + "v Hi H

B 9
M "v "2+“v “2, e = Ve L und e, = —ﬁ
rar 0z

Der Ausdruck llvlly stellt eine Norm dar und ist nicht
negativ, wenn die Ungleichungen a; a, > 0, o; By —
on>0, a2[31 —pn >0 und ﬂl 32 >0 gelten. Summiert
man die Ungleichung (1.16) iiber n von 0 bis n,, so er-
hilt man

n
= 1
L [ v Bezpo(n- D) R
€

n=0

+ p lqn+l _qn|2 a —oe)] x
M Rk [T | ikt P

<olvlB+plel.
1

Wenn die Ungleichungenp >0, 6>0, n— —>0 und
€

1-€¢>0
nicht negativ und wegen der Beschrinktheit der Summe
vt — el

v —v Iy und

|qn+1 — qn I gegen Null streben, wenn n gegen °° strebt.

gelten, dann sind die Glieder der Summe

miissen die Normen "anrl “,

Anhang 2

Gegeniiber dem Abschnitt 1 sind auf den rechten Seiten
der Gln. (2 8) und (2.9) die Glieder —(P/—,—) u. bzw.

—(Pl)u, u, zu beriicksichtigen. Diese lassen sich in der
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Form (p/T) @yt —ul) (Pl
(u, A ) (P/T)u o schreiben.
D1e ersten Anteile werden auf den linken Seiten der

und (P/7)

Glelchungen mit den Gliedern o; o, (u - ur;) bzw.

oy 0y (u ok —~uz) der Operatoren A; bzw. A, zu
(Otl 2 p/T) (u — un) bzw. (al O(2 - p/fr)
(u';r z) verbunden, wihrend die anderen Anteile

bei den Umformungen entsprechend des Anhangsl zu
nicht negativen Anteilen auf den linken Seiten der
Gleichungen fiihren.

Anhang 3

Neben den Differentialoperatoren LF und L} werden

h die O o200,
noch die eratoren = — +—n — un
e e A TRl

PRI I )
2 rar ' or | oz as

eingefiihrt. Auf den linken Seiten der Gln (3.7) bzw.
(3.8) werden die Ausdriicke pL, (u -—un) bzw?”
pL, (u —u ) addiert und subtrahiert. Die mit dem
Pluszeichen versehenen Anteile werden entsprechend
den Umformungen des Abschnittes 1 und des Anhangs 1
weiter verwendet. Dabei ist jetzt zu beriicksichtigen,

an

R ™Y
des Operators L¥ wird zusammen mit dem Glied

pY
- — dhnlich wie im Anhang 2 mit dem Glied
T % 6

daf  eine Ortsfunktion ist. Das Glied

n+1 n
oy 0y (u —u)
Die mit dem Minuszeichen versehenen Ausdriicke

des Operators A abgeschitzt.

p L (un+l

werden mit den verbleibenden Gliedern von L:f u” bzw.

: *
mit Lz

n o n+l n
—u) bzw. pL (u, ~u,)

u" zusammengefafit. Nach den Umformungen

und der Summation der Gleichungen entsprechend des
Anhangs 1 bleibt noch der Anteil

0 0 - n+1 n n+1
Gt e (3 -) ) -
0 n Gl n o n+l n n+l
‘(‘a_rnrerz+anez+]‘z(vz _vz)’vz )

R 2 e

9 n+l n n+l
MW, — VY » Wig

+

+12 +1j2
= Ien+1|2 + le:+112 In ' I :lz In
— Iwrz |127 ¥ IwnH—— W, EI
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iibrig, der zur weiteren Abschiitzung verwendet werden

kann, Dabei sind 2¢" = 2% 4 22
ann. Dabei sin erz—?; ar
ov" ov"
n
2wrZ: arz B i)zr e
Ielfl = (ne,e).
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