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Deformationsgesetze des plastischen Materialverhaltens auf der
Grundlage von Versuchsergebnissen

Georg Backhaus, Karl Richterl)

Die in friiheren Veréffentlichungen (vgl. insbesondere [3] und [5]) entwickelten Sp ngs-Deformations-Beziehungen werden einlei-
tend erliutert und erfahren aufgrund von Ergebnissen zyklischer Versuche an Stahl und Messing [7] eine theoretische Erweiterung bzw.
Prisizierung. Die in |3] eingefiihrte Bauschinger-Relaxationsfunktion erweist sich [10] fir Zyklen mit Vorverformung als abhingig von
der Lastwechselgeschichte. Bestimmend fiir das Auftreten zyklischer Verfestigung oder Entfestigung und das Erreichen eines stationiren
(stabilen) Zustands bei zyklischer Verformung ist die wirksame Vergleichsdehnung. Die zu ihrer Ermittlung entwickelten theoretischen
Beziehungen werden anhand der Versuchsergebnisse iiberpriift. Mit den aus den experimentellen Ergebnissen ermittelten Materialkon-

stanten wird fiir verschiedenartige Fille ein Vergleich zwischen Theorie und Versuch durchgefiihr:.
Abschliefend wird auf stetige Verformungsvorginge und den Einfluf der Drehung des materiellen Elementes kurz eingegangen.

1. Einleitung

Die wesentlichen Eigenschaften des plastischen Material-
verhaltens werden ~or allem bei Versuchen mit endlichen
Richtungsinderung :n der plastischen Verformung deut-
lich. Solche Versuche sind daher geeignet als Grundlage
der quantitativen Fassung phinomenologischer Stoffge-
setze (Spannungs-Deformations-Beziehungen) zu dienen.
Diese werden im wesentlichen durch den bei einer endli-
chen Anderung der Verformungsrichtung (Richtungs-

tensor: d eg /de ,) auftretenden verallgemeinerten Bau-

schingereffekt bestimmt, der seine maximale Grofe bei
einer Umkehr der Verformungsrichtung erreicht. Fiir
die Ermittlung quantitativer Beziehungen ist dieser Fall
daher besonders geeignet.

Bild 1 zeigt schematisch den Verlauf der FlieBspannun-
gen bei Belastungsumkehr, aufgetragen iber der Ver-

gleichsdehnung €,= +/2/3deP deP . Der Unter-
ij i

schied gegeniiber den FlieBspannungen bei monotoner
Belastung (gespiegelte FlieBkurve: — kg (€y)) stellt den
(verallgemeinerten) Bauschingereffekt dar. In [1] bis [3]
werden zwei Anteile des Bauschingereffektes unterschie-
den: der erste Anteil (by in Bild 1) erfaft im Augenblick
der Lastumkehr den gesamten hierbei auftretenden Bau-
schingereffekt und geht mit zunehmender Verformung
in der neuen Richtung gegen null, der zweite Anteil (bg)
ist dementsprechend zunichst null und fithrt zu einer

bleibenden Entfestigung im Vergleich zur monotonen

FlieBkurve.
P

Bei einer beliebigen Richtungsinderung A —di wird
€y

der erste Anteil auf der Basis der Huber- v. Mises-Flie§-

bedingung und des zugeordneten Fliefigesetzes durch die

folgenden Zusatzspannungen dargestellt ([1] bis [3]):

1) Die Entwicklung der theoretischen Beziehungen erfolgte
durch den erstgenannten Autor. Sie basiert auf Ergebnissen
der experimentellen Untersuchungen des zweitgenannten
Autors.
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Bild 1
FlieBspannungsverlauf mit Umkehr der Belastungsrichtung bei
€y = €ys

*
Bauschingeranteile: by, bo; Schlupf: Aey
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wobei f(e, , ) =0 ist.

Hierin ist ey die Vergleichsdehnung, bei der die Rich-
tungsinderung erfolgt, k¢ ist die Spannung der Flief-
kurve (Umformfestigkeit). Die skalare Funktion f(eys,
€y — €yg) bewirkt die mit zunehmender Verformung
€y — €yg erfolgende Relaxation der Bauschingerspannun-
gen ASijB-

AuBer der Verringerung der Gréfe der Fliefispannung
wird durch die Darstellung (1) auch die experimentell
festgestellte verzogerte Einstellung der Richtung des



Spannungsvektors (Vektor im Raum der Deviatorspan-
nungen) auf die geénderte Verformungsrichtung mit den
obigen Annahmen in guter quantitativer Ubereinstim-
mung mit Mefergebnissen (z. B. [4]) erfafit (vgl. [14]
Bild 4.55). Der erste Bauschingeranteil hat also vektoriel-
len Charakter.

Bei isotropem Materialverhalten und beliebiger Verfor-
mungsgeschichte gilt auf der oben genannten Basis die
folgende Beziehung zwischen der augenblicklichen
Fliefispannung und Verformungsrichtung:

1Y

2 K de].lj
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v

Hierin ist sj; die wahre Spannung, dej; der natiirliche
Dehnungszuwachs. Die oben definierte Vergleichsdeh-
nung ist also eine logarithmische Dehnung.

Die Beriicksichtigung der durch den ersten Anteil des
verallgemeinerten Bauschingereffekts erzeugten Verfor-
mungsanisotropie ergibt daher nach einer endlichen
Richtungsinderung:

p

ij
T, (€,)+Asyp - )

de

2
Sij (ev > evs) = 3 k¢ (ev)

Der zweite oben genannte Anteil des Bauschingereffek-
tes beeinflubt nur die Gréfe des nach Verschwinden des
ersten Anteils verbleibenden FlieBspannungsvektors,
nicht seine Richtung, die durch die neue Verformungs-
richtung festgelegt ist. Dieser skalare Effekt wird in [5]
(in einer gegeniiber [3] verbesserten Form) durch eine
Verminderung der die Fliefspannung k¢ bestimmenden
Dehnung ey um den Schlupf Ae¥ erfabt. An die Stelle
der Vergleichsdehnung e, der Fliefkurve k¢ (ey) tritt
also die wirksame Vergleichsdehnung
*

e =€, —~Aeg . (4a)
Auf Grund der oben getroffenen, experimentell begriin-
deten Annahmen (Verlauf von by und bg) nimmt
A€y vom Wert null unmittelbar nach der Richtungs-
inderung bei €yg allmihlich auf einen Endwert A ey,
zu, so dafl angesetzt werden kann ([3] und [5]):

€y = ev—Ae:fs H(t—:v—evs (4b)
mit
H@0)=0 wund H(~) =1.

Fiir die Funktion H hat sich die folgende Darstellung
als brauchbar erwiesen:
-O(ey—e

H(e, —¢,) = 1—e (Sv—tul (4c)
Der Schlupf Aey bedeutet eine Horizontalverschiebung
der FlieBkurve k¢ (ey) bzw. — k¢ (ey). Bei hinreichender
Grofe von €y — €y kommt die verschobene FlieBkurve
mit dem Spannungsverlauf nach Belastungsumkehr zur
Deckung (Bild 1). Das entspricht dem in [6] beschriebe-
nen Verhalten.

Bei Beriicksichtigung des verallgemeinerten Bauschinger-
effekts (Anteile by, bg) lautet also die Spannungs-Ver-
formungs-Beziehung nach einer endlichen Richtungsin-
derung bei €yg:

)] deg ) d_ei‘TL
5 (€,>€,9) = gkf (ey) 3, {e,)— §kf (e,9) A ic, :
“E(E, 8, =€) ®)

wobei fiir die wirksame Fliefspannung auch die Schreib-
weise

kf (ew) = kW (ev)
Verwendung finden kann (Bild 1).

Die weiteren Ausfiihrungen dienen der experimentellen
Untermauerung und Vervollstindigung der theoretischen
Beziehungen und der Gewinnung quantitativer Daten.
Zu diesem Zweck wurden zyklische Torsionsversuche an
zwei Werkstoffen (St 38, Ms 58) durchgefiihrt [7].

2. Bauschinger-Relaxationsfunktion und Schlupf

Bauschinger-Relaxationsfunktion

Die den relaxierenden Bauschingeranteil by bestimmen-
de Funktion f(eys, €y — €yg) wird in [1] bis [3] in fol-
gender Form dargestellt:

f((:‘vs,ev—evs)=z(<—:‘m)sp(ev—evs . (6a)

Hierin ist z bestimmt durch die bekannte Bauschinger-
Kennzahl

o} + 0%

PR i 0 (6b)

+

OF
a;. bzw. o sind die vorzeichenbehafteten Fliefispannun-
gen unmittelbar vor bzw. nach der Belastungsumkehr
(Bild 1). Der Wert von 2z ist von der Definition der
FlieBgrenze abhingig und erreicht, wie zahlreiche Ver-
suchsergebnisse zeigen, schnell eine praktisch konstan-
te GroBe. Werte 2z > 1 treten auf, wenn die plastische

Riickverformung bereits vor der volligen Entlastung auf-
tritt.

Die Funktion ¢(ey — €yg), die den allmihlichen Abbau
der den Bauschingereffekt erzeugenden inneren Span-
nungszustinde bewirkt, soll mit Bauschinger-Relaxa-
tionsfunktion bezeichnet werden und wird ([1] bis [3])
wie folgt angesetzt:

SD(GV_(:-VS):e-Kl(ev—Gvs)p; p<1. (60)

Bei der Anwendung dieser Beziehung ist es manchmal
zweckmiBig, sie durch einen aus wenigen Gliedern be-
stehenden Reihenansatz zu ersetzen:

- -Ky(Ey—E . -
cp(ev*evs)—zr?are r(€v—€vs) it ?ar—l. (6d)

Schlupf

Der die bleibende Entfestigung bewirkende Schlupf
Ae",*s wird in [5] der Dehnung €, proportional gesetzt.
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Diese Annahme wird durch die Ergebnisse systemati-
scher Messungen an Stiihlen mit unterschiedlichem C-
Gehalt [8] weitgehend bestitigt. Ae:e o kann daher durch

folgende Beziehung dargestellt werden:

*
Aevs~ qevst W)
mit
1 déd deP
Di=—-A _4 A_ei 8)
6 € |o de, .

Hierin ist q der Proportionalititsfaktor. D, beriicksich-
tigt die Grobe der Richtungsinderung und wird aufgrund
von Versuchsauswertungen [7] dem Quadrat des Betra-
ges der Richtungsinderung proportional gesetzt2).

Die Ermittlung der Materialkonstanten z, kj, p erfolgt
auf der Grundlage der Gl. (5) durch Vergleich der Flie§-
spannungen von Versuchen ohne bzw. mit Umkehr der
Belastungsrichtung. Bei Wechsel von Zug auf Druck oder
umgekehrt sind evtl. vorhandene Unterschiede der Zug-
und Druck-FlieBspannungen zu beriicksichtigen.

Der Wert von q ist annihernd durch die oben erwihnte
Horizontalverschiecbung der Fliefkurve bestimmt. Der
zur Bestimmung von €, benédtigte Exponent ¢ kann
bei einmaliger Andcrung der Verformungsrichtung nach
Gl. (27) wie folgt angenommen werden:

1
9~ — In(1+50¢,,) . 9)
2¢, ¥

Aus den Versuchen ermittelte Werte zeigt die folgende
Tabelle3) (zu k,, siehe Abschn. 4.):

Tabelle 1
Werkstoff K1 Kss P q
St 38 10,4 1,0 0,45 1,0
Ms 58 19 0,3 0,59 0,6

3. Folge endlicher Richtungswechsel

Fiir eine Anzahl n aufeinanderfolgender endlicher Ande-
rungen der Verformungsrichtung geht die fiir einmalige
Richtungsinderung giiltige Beziehung (5) durch Super-
position iiber in:

p
d eij

2 n 2
5 (e, >evn) = 3 k¢ le.) i (e,)—2 B k¢ (e *
v s=1
dei‘;
: f(evs’ € _‘evs) A de |5 (10)

v

2) Das ist eine Anderung gegeniiber der GL (22) in [5], wo
Proportionalitit mit dem Betrage der Richtungsinderung
angenommen wird.

3) Die Ermittlung der Werte K] und p erfolgte unter Vernach-
lassigung der bei vollstindiger Entlastung auftretenden pla-

;tischen Riickverformung (0,02 % bis 0,05 %), d.h. fiir
z=1. -
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Der Index s kennzeichnet die der s-ten Richtungsinde-
rung zugeordneten GrdBen. Die wirksame Vergleichs-
dehnung €, ergibt sich ebenfalls durch Superposition
in der in [5] erlduterten Weise:

n i
€, =€, -2 Aek (1—cHE—Cwdy (11a)
s=1
wobei Ael; =qe Dy, (11b)
s—1
Aer =qle, =2 Aek)D;. (11¢)

t=1

Fiir die im Hinblick auf die durchgefiihrten Versuche
besonders interessierende zyklische Belastung gilt:

de; del
i (e, >e, )= ()" < |
de, "V " de, {,
(12a)
ded dé?
A S5 o Cqye S l ;
de, |, de, |,
Dg=1. (12b)
Fiir die Vergleichsspannungen
o, = \/3/2 8 i (13)

ergibt sich damit aus (10) unter Verwendung von (6a)
der folgende Ausdruck fiir die FlieBspannungen:

0,(e,>¢,) =kt (e, ) — (- = (~1)° -
s=1 (14)

- 2zks (€, ) v (€, —€,) -

Als ein Beispiel fiir. die eingangs genannten MeBergeb-
nisse an Stahl und Messing zeigt Bild 2 den Verlauf der
Amplituden-Spannungen fiir Stahl, aufgetragen iiber dem
log. der Vergleichsdehnung. Die eingetragenen Ziffern
geben die Zahl der Lastwechsel an. Aey; ist die Breite
des ersten an die Vorverformung €,] anschlieBenden
Halbzyklus, Ae, die konstant bleibende Breite der nach-
folgenden Zyklen. Zum Vergleich ist ein Versuch mit

Ae
symmetrischen Zyklen (eyq = Tv) und ein Versuch

mit groBerer Vorverformung (ey; > Ae€,) dargestellt.
Letzterer zeigt in Ubereinstimmung mit vielen anderen
MeBergebnissen eine allmihliche Abnahme der Ampli-
tudendifferenzen (gleichbedeutend mit einer Relaxation
der Mittelspannung [9])sowie der Spannungsamplituden
(zyklische Entfestigung). Man erkennt die Anniherung
an einen stationdren (stabilen) Zustand gleichbleibender
Spannungsamplituden bei Mittelspannung null unab-
hingig von der GroBe der Vorverformung.

Wie in [5] bereits gezeigt ist, wird die Relaxation der
Mittelspannung durch die Bauschinger-Relaxationsfunk-
tion erhalten, die mit zunehmender Vorverformung
stirker werdende Entfestigung durch die Einfiihrung des
Schlupfes erfafit. In den folgenden Abschnitten wird auf
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diese beiden Erscheinungen aufgrund von Ergebnissen
der durchgefiihrten Versuche niher eingegangen.

4. Abhingigkeit der Funktion ¢ von der Last-
wechselgeschichte

Wihrend die Abnahme der Amplitudendifferenzen bei
symmetrischen Zyklen (ey; = Ae,/2) mittels Gl. (14)
quantitativ gut erfaBt wird, zeigen Versuche mit Vorver-
formung (ey1 > Ae,/2) eine wesentlich langsamere Re-
laxation der Mittelspannung, die auf eine Abhingigkeit
der Relaxationsfunktion ¢ von der Vorgeschichte hin-
deutet. Wie in [10] ausgefiihrt wird, nimmt die Funktion
¢ die folgende Form an%):

n—s
Ps (ev >evn) - exp [_ z (Ki _Ki+1) (evi+s - evs)p -
. i=1
(15)
—Kn_s+1 (ev - evs)p] :

g ist dabei die dem Lastwechsel mit der Nummer s <n
zugeordnete Relaxationsfunktion, die im Bereich
€y > €yp wirkt und von der Folge der Lastwechsel zwi-
schen s und n bestimmt wird. Fiir s = n ergibt sich fiir

¢35 wieder die Beziehung (6¢).

Die Exponenten k; in Gl. (15) bilden mit wachsender
Lastwechselzahl i eine abnehmende Wertefolge

K.=Kgot —— (16)

die, wie in [10] gezeigt wird, zu guter Ubereinstimmung
mit den an Stahl und Messing gewonnenen Mefiergebnis-
sen filhrt. Aus den Versuchen ermittelte Werte k7 und
Koo zeigt Tab. 1.

Im Hinblick auf die Resultate der symmetrischen Zyklen
scheint k., von der mittleren plastischen Dehnung ab-
hingig zu sein:

2 3 (&)

Bild 2
Amplitudenspannungen nach Versuchen [7] an Stahlproben
ohne ( *) bzw. mit (o) Vorverformung.

Koo = Koo (€ym) 3 Keo(0) = Kq . 17)

Im allgemeinen Fall tritt also in den Gl. (10) und (14)
an die Stelle von ¢ die Funktion ¢g nach Gl. (15), die
von der Anzahl und der Verteilung der zwischen ey
und €y, liegenden Lastwechsel abhingt. Gl. (14) lautet

damit:

0, (&, > €y) =ke(e,) — (=" £ (— 1) 22k (e, ,) -
s=1
18
’ 'ps(ev_evs)' o

5. Zyklische Verfestigung und Entfestigung

Die bei wiederholten endlichen Richtungsinderungen
im Vergleich zur FlieGkurve auftretende geringere Ver-
festigung oder sogar Entfestigung wird in den Gl. (11)
durch eine Abminderung der Vergleichsdehnung €, um
den Schlupf Aey erfabit. Fiir zyklische Verformungen
(Ds = Dq = 1), die nach einer Vorverformung bis €] ein-
setzen und konstante Zyklenbreite A€, besitzen, lassen
sich die in (11) auftretenden Summenausdriicke in ge-
schlossener Form darstellen.

Die folgenden Beziehungen werden unter Benutzung der
Summenformel der geometrischen Progression erhalten

[14]. Die Gl. (11 b,c) fiihren auf den Ausdruck:
Aet =q(1-q)* e, +[1-(1-g) ] Ae, . (19)

Aus Gl. (11a) erhilt man damit als wirksame Vergleichs-
dehnung fiir den (n+1)-ten Lastwechsel:

4) Diese unterscheidet sich von dem in [7] entwickelten Aus-
druck.
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exp(—Ynle,)—(1—q)" ] N
1-(1—q) exp(¥A¢,)

1-(1-9" —9%nde ) -1
(e, [LE00" | exp(mac)-1
q 1—exp(¥Ae,)

€wn+l =~ &1 {(l—q)n+q

(29)

exp(—9nde ) —(1-g)" ]
~ 1-(1—q)exp (94¢,)

Diese Beziehung gilt fir <1 und >1. Solange 0<
I1—-ql<1 ist, nimmt der Einfluf der Vorverformung
€,7 mit wachsender Zahl n der Lastwechsel stindig ab.
In dem speziellen Fall q = 1 ist:

exp(%4e,)

€ =€, exp(—dnde )t+Ae, ——— ¥ .
wn+1 vl Xp( V) v exp(t?Aev)—l

*[L—exp (—9nde,)]. (1)

Die Spannung ke (ey), die fiir die Grofe der Amplitu-
denspannung in Gl. (14) bestimmend ist, hiingt also bei
grobien Lastwechselzahlen nur von der Zyklenbreite Ae,
ab.

Es wird, wie aus z: alreichen Versuchen bekannt ist, und
wie es auch Bild 2 zeigt, ein von der Vorverformung un-
abhiingiger stationdrer oder stabiler Zustand erreicht.

Fiir grobse Lastwechselzahlen (n — o) ergibt GL. (20) den
folgenden Zusammenhang zwischen der wirksamen Ver-
gleichsdehnung €,, und der Zyklenbreite Ae, :

1 1
€yoo = A€, |- ——— 22
" v [q exp(OAev)—l} \Pea)
und
1 oo
E o5 = 3 fir Ae,—0. (22b)

Gl. (22a) stellt ein Kriterium dafiir dar, ob bei zyklischer
Verformung bis zum Erreichen des stationdren Zustan-
des Verfestigung oder Entfestigung auftritt. Ist die zu
Beginn der zyklischen Verformung vorhandene Dehnung
€y] kleiner als die wirksame Dehnung €, oo des station-
ren Zustandes, dann tritt Verfestigung auf, andernfalls
Entfestigung.

Bei symmetrischen Zyklen ist €y1 = 1 Aey, es tritt also
nach Gl. (22a) immer Verfestigung auf. Fiir manche
Werkstoffe (legierte Stihle hoher Festigkeit, wirmebe-
stindige Legierungen), die auch bei symmetrischen Zyk-
len eine Entfestigung zeigen, miifiten die Beziehungen
(11) modifiziert werden, z.B. durch Einfiihrung einer
scheinbaren Vorverformung €y, die der Dehnung ey}
hinzuzufiigen wire.

6. Grenzlinie des stationiren Zustandes

Die aus den Versuchen ermittelte experimentelle Zuord-
nung zwischen den GroBen €, 00 und Aey der Gl. (22a)
ist in den Bildern 3 und 4 dargestellt. Zur Bestimmung
von €y co ist zunichst die Spannung ky, oo zu ermitteln,
die dann mit
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Bild 3
Grenzlinie ( ) des stationdren Zustandes nach [14] aus Ver-

suchen an St 38 ohne (o) bzw. mit (*) Vorverformung; Beginn
der Zyklen bei €y (
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Bild 4
Grenzlinie ( ) des stationiren Zustandes nach Versuchen
an Ms 58 ohne (0) bzw. () Vorverformung

kwoo = kf(ewoo)

aus den gemessenen FlieBkurven unmittelbar den Wert
€y o8 liefert.

Die Berechnung von ky oo aus den gemessenen Span-
nungsamplituden 0, (n— o) kann auf der Grundlage
der G1. (18) mittels eines Niherungsausdruckes erfolgen:



3 k1A 1 -k (24e)P
O'A(oo)w w0 {l—2z(ze e V—Ze 1 ) )].

(23)

Die durch die Versuchspunkte in Bild 3 und 4 gelegte
Gerade stellt die Grenzlinie des stationdren Zustandes
dar [14]. Der Beginn der zyklischen Verformung kann
unterhalb (Bereich A, €y; <€y 00) oder oberhalb (Be-
reich B, ¢y) > €y oo) liegen. In Bild 3 sind die zu den
einzelnen Versuchspunkten gehorenden Ausgangswerte
€w1 = €y1 ebenfalls eingetragen. Mit wachsender Zyklen-
zahl nihert sich der betreffende Punkt der Grenzlinie.
Im Bereich A tritt dabei ein Anwachsen von €y, also
eine Verfestigung ein, im Bereich B eine Abnahme von
€w, also eine Entfestigung. Die Grenzlinie trennt also
den Bereich der zyklischen Verfestigung (A) von dem
der zyklischen Entfestigung (B).

¢

[ 0.
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0 T T T T T T T
0 002 004 006 0,08 Q10 012 01%
Aev ——
Bild 5

Abhiingigkeit des Exponenten ¥ von der Zyklenbreite nach
Gl. 25 (¢ = 0,037)

Bild 6

Wirksame FlieBspannung k., in Abhingigkeit von der Lastwech-
gelzahl n; aus Versuchen an St 38 ermittelt: «, o : nach Rech-

nung:

' 550
Kw

g
S

400 /

350 Y

Vers. |evi (%] | A€y1[%]| aEy[%]
o |Vie 1381 | 446 | 896

e | VS bbb 8,84 8.80
Theorje:

10 20 30 50 100

Vers. |Evy [%] |aey1[%]| aey[%]
vie | 1360 | 092 172

250

o |V20 1385 032 056

o | V8 095 1,90 190
Theorie: e

a1
=
=3
51

10 20 30

Bild 7 -
Wirksame FlieBspannung k, in Abhiingigkeit von der Lastwech-
selzahl n; aus Versuchen an St 38 ermittelt; ., o, @; nach Rech-

nung:

41



500

450§

mmi

400

f

4504 IJ/‘/G%F\%\'\L-\'E

° 4o 0.0 000 é{
e Q
- B - - _ \\o
r e
T / Vers. |€yi L4l [a€vil%)laey (%]
/ o | V8 | 126 | 246 | 246
350 Vd o |VIZ 13,25 | 135 | 250
e VI 134 | 316 | 626
® | V13 | 12,66 019 142
| Thearee :
300 T T T
1 2 3 5 10 20 50 100
n—e
n
- kw(+tl) =0, (n+1) +(-)" T (- 1)°2zkyq

Wirksame FlieBspannung k, in Abhiingigkeit von der Lastwech-
selzahl n; aus Versuch:n an Ms 58 ermittelt: ., o, o. e; nach
Rechnung: ——

Mit der Geradengleichung der Grenzlinie
€400 = mA€ tc (24a)

liefert die Neigung m der Grenzlinie gemiifs G1. (22a) den
Wert q:

q = 1/m  (vgl Tabelle 1). (24b)
Die Konstante c ist nach GI. (22a) gegeben durch:

Ae,
g s —it (24)

exp (¥4¢,) -1

und fithrt damit auf eine Abhingigkeit des Exponenten
¢ im stationiren Zustand (= 9,.) von der Zyklenbreite
Aey:

8 = . 1+ 2% 25
co AT ( & I ( )

\4

dargestellt in Bild 5, wobei fiir die beiden untersuchten
Werkstoffe ¢ ~ 0,037 ist.5)

7. Wirksame Vergleichsdehnung e,

Zur Berechnung der Spannungen nach den G1. (10), (14)
bzw. (18) ist die Kenntnis der wirksamen Vergleichsdeh-
nung €y, erforderlich, mit der aus der FlieSkurve kg ()
die wirksame FlieBspannung ki (ey) = ky (€y) zu ent-
nehmen ist. Eine Uberpriifung der zur Ermittlung von
€w dienenden Beziehungen (11) und (25) kann mittels
der im Versuch gemessenen Amplitudenspannungen
oy (n+1) erfolgen. Gl. (18) gibt:

5) Die hier angewandte Methode der Bestimmung von ., unter-
scheidet sich von der in [5] und [7] benutzten, wo auBer q
auch ¢ als Konstante angenommen wird. Letzteres fiihrt
jedoch bei groBeren Zyklenbreiten A€y zu Abweichungen
von den gemessenen Spannungsverliufen.
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s=1
(26a)
EACRTE LR

Hierin sind die Funktionen ¢, durch die G1. (15), (16)
und (17) bestimmt. Damit kann ky, (n+1) sukzessiv er-
rechnet werden. Da die Glieder s > n den groften Bei-
trag zum Summenausdruck liefern, geniigt fiir grofere
Werte n auch die vereinfachte Beziehung:

kw(n+l)f"v'ov(n+1)[1—(——l)n 2 (~1)* 22+

=1 (26b)

-1
s (evn+1 ) €vs J

Die Ergebnisse der Auswertung einer Anzahl von Meb-
werten sind in den Bildern 6 und 7 bzw. 8 fiir St 38 bzw.
Ms 58 als Spannungen k,, iiber der Lastwechselzahl auf-
getragen. Versuchen mit Vorverformung sind dabei sym-
metrische Zyklen gleicher Zyklenbreite zugeordnet.

Fiir die Nachrechnung dieser Ergebnisse stehen neben
den Fliebkurven die oben genannten Beziehungen zur
Verfiigung. Bei den Versuchen mit symmetrischen Ver-
formungszyklen ergibt die Annahme 9 = const = 9, aus-
reichende Ubereinstimmung mit den MeBergebnissen. Es
ist in diesem Falle Aey = 2 €y], somit gilt fiir ¢ (mit 97)
bezeichnet) gemi6 G1. (25):

1 2e,;
9 = In(1+ =YLy @7
1 2¢ c
vl
Ae
Bei Versuchen mit Vorverformung (ey; > —Y)

2
ist der Wert ¢ zu Beginn der zyklischen Verformung
kleiner als der Wert 9, der im stationiren Zustand er-
reicht wird. Gl. (11a) ist daher wie folgt zu modifizieren:
n -B5(€y-€vs)
=€, — zlAe*;s (1—e , (28a)
s:

€w



wobei angesetzt wird:

8, = O — (90— 9y) D) (28b)

Fabt man die Vorverformung €y als die halbe Breite
eines ersten (symmetrischen) Zyklus auf, so ist der
Wert 37 durch Gl. (27) bestimmt.

Die zur Ubereinstimmung der in den Bildern 6 bis 8
dargestellten theoretischen Linienziige mit den Versuchs-
ergebnissen erforderlichen Werte 97 und y sind in Bild 9
eingetragen. Von den Versuchen V 19 und V 20 fiir
St 38 mit sehr kleinen Zyklenbreiten Aey abgesehen ist
die Ubereinstimmung der benétigten Werte 9; mit Gl.
(27) vorhanden.

Die Werte p sind anniihernd der Zyklenbreite proportio-
nal. Je grober Aey ist, desto schneller nihert sich 3,
dem Wert 9. Setzt man u=mAey, dann gilt mit

Ae,(s—1) = ¢,—€,; auch:

- € -€
8, = B (D)o W5 W) (28¢)

Nach Bild 9b ist m =~ 0,6.

8. Berechnungsbeispiele

Um einen unmittelbaren Vergleich zwischen berechneten
und gemessenen Spannungsverliufen zu erhalten, wur-
den die in Tabe'le 2 angegebenen Versuche mit den in
den vorhergehenden Abschnitten dargestellten theoreti-
schen Beziehungen nachgerechnet. Die Spannungen er-
geben sich aus Gl. (18) unter Benutzung der Gl. (15),
(16), (28) und (11 b,c).

Tabelle 2 enthilt die Versuchs-Merkmale und die fiir die
Rechnung benutzten Konstanten.

Die Ergebnisse der Rechnungen enthalten die Bilder 10
bis 13. Zum Vergleich mit den Versuchen sind einzelne
den gemessenen Spannungsverldufen entnommene Werte
eingetragen.

Bild 10 zeigt einen Versuch mit symmetrischen Zyklen
extrem groBer Verformungsamplitude, Bild 11 einen
Versuch mit symmetrischen Zyklen, bei dem nach
10 Lastwechseln die Probe einsinnig bis zum Bruch
weiter verformt wurde.

15
T a)
20
% o
10 - i Ms: €,,=133%
13, 12 1
18 17 16 \
5 St: &= 1387%
0 ‘F- T T T T T
0 002 004 006 008 010 Q12
AEV — -
008 b)
AL
006 1 16
o
004 4 ng!”
002 *
e o
o
o20 9
0 * T T T T T T
0 002 004 006 008 910 Q12
AEV e
Bild 9

Aus Versuchen an St 38 (o) und Ms 58 (. ) ermittelte Werte ¥
und {4, nach [14]; Rechnung nach Gl (27) mit ¢ = 0,037:

—_—

In Bild 12 ist ein Versuch mit grofier Vorverformung
Ae
dargestellt (e,; ~3 T"— ), bei dem Entfestigung auf-

tritt (Bruch nach 45 Lastwechseln). Bild 13 zeigt den
Verlauf der Amplitudenspannungen bei grober Vorver-
formung fiir Messing.

In den Bildern ist der Verlauf der monotonen Flief-
kurve k¢ (ey) sowie der wirksamen Fliebspannungen
ky (€y) angegeben. Die Differenz zwischen diesen Kur-
ven zeigt den rein skalaren Effekt der bleibenden Ent-
festigung (Bauschingeranteil bg) an. Die allmihlich ver-

Tabelle 2
Vers. Versuchs-Merkmale Bereich Material-Konstanten
Werkst. €, Ae, D2 & u q Ky Koo P
[%] [%]

3 St 38 6,86 13,61 A 11 11 - 1 10,4 10,4 0,45
11 St 38 2,20 4,28 A 18 18 - 1 10,4 10,4 0,45
16 St 38 13.8 8,96 B 14 0,055 1 10,4 1,0 0,45
0,04 0,6 19,0 0,3 0,59

11 Ms58 13,4 6,26 B 16
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Bild 10

Spannungsverlauf bei symmetrischen
Zyklen fiir St 38 nach

Rechnung (—— ) und Versuch (o)

Bild 11

Spannungsverlauf bei symmetrischen
Zyklen fiir St 38 nach

Rechnung ( )und Versuch (o),
Darstellung nach [14]

Spannungsverlauf bei Zyklen mit groBer Vorverformung fiir

St 38 nach Rechnung (
nach [14]

) und Versuch (o0+), Darstellung
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Bild 13 ) _
Verlauf der Amplitudenspannungen bei Zyklen mit grofer Vor-
verformung fiir Ms 58 nach Rechnung ( +) und Versuch

(o = n ungerade, ® = n gerade)

schwindende Differenz zwischen den Kurven ky (ey)
und dem resultierenden Spannungsverlauf o, (&) stellt
den vektoriellen Anteil des Bauschingereffekts (Anteil
by) dar, der bei Richtungsinderungen <180° zu der
experimentell festgestellten verzogerten Einstellung
des Spannungsvektors auf die neue Verformungsrich-
tung fiihrt.

9. Verformung mit stetiger Richtungsinderung

Bei Verformung mit stetiger Richtungsinderung tritt an
die Stelle des Summenausdrucks in GL (10) ein Integral-

deP d2eP
ausdruck, wobei A —X durch ____U (¢
de, de2 v

zu ersetzen ist.

Im Bereich stetiger Richtungsinderung entfillt der durch
die Gl. (11) gegebene Entfestigungseffekt, da der Fak-
tor Dy mit dem Betrage der Richtungsinderung quadra-
tiscn gegen null geht (s. Gl. 8). Diese Annahme wird
durch Nachrechnung von Versuchen mit stetigen Rich-
tungsinderungen gestiitzt. Aus diesen Nachrechnungen
geht auch hervor, daf in diesem Fall — wie im Fall der
symmetrischen Zyklen — der Exponent k der Bauschin-
ger-Relaxationsfunktion als Konstante angesetzt werden
kann, so daBi an die Stelle von ¢ wieder die einfache
Relaxationsfunktion ¢ nach Gl. (6c¢) tritt.

Aus Gl. (10) entsteht damit die folgende fiir rein stetige
Richtungsinderungen giiltige Beziehung:

de’ 9 _
T @ [ 2@ kE) -

2
Sij {€) = 3 ke (e,)

_ a2 (29)
: ‘p(ev_ev) _211 (Ev) dev
de;
e \P
-K](€y-€
mit g =e L(Ev-€r) entsprechend Gl. (6¢c).

Eine Anwendung dieser Beziehung (29) auf plastische
Verformungen konstanter Krimmung ist in [11] durch-
gefithrt und ergibt gute Ubereinstimmung mit den Ver-
suchsergebnissen in [12].

10. Anisotropie und Faserdrehung

Die in den vorhergehenden Abschnitten behandelten
Spannungs-Deformations-Beziehungen fiir beliebige end-
liche oder stetige Anderungen der Verformungsrichtung
basieren auf der Fliebbedingung nach Huber-von Mises.
Die in irgendeinem Augenblick des Verformungsvorgan-
ges experimentell festgestellte Fliefigrenzfliche wird
also durch eine Hyperkugel im Deviatorraum angenihert.
Die Lage ihres Mittelpunktes stellt — wie in [10], [13]
und [14] niher ausgefiihrt ist — ein Mab fiir die Verfor-
mungsanisotropie dar.

Die Anisotropie ist eine materialgebundene Eigenschaft.
Die obigen Spannungs-Deformations-Beziehungen setzen
daher ein materialgebundenes Bezugssystem voraus. Fiir
das hier benutzte Cartesische System ist diese Forderung
nur angenihert zu erfiillen, indem eine Achse und eine
durch sie mitbestimmte Koordinatenebene im infinitesi-
malen Bereich materialfest sind. Hierbei ist noch die ver-
zerrungsbedingte Drehung des Materials dcw;j/dey zu be-
riicksichtigen. An die Stelle der Ableitung des Richtungs-
de}

tensors — ( — ) tritt die materielle Ableitung
dey  dey

2. Art, die diese Drehung beriicksichtigt:

p 2 P p
Ly dep )= d ;ij , ey dop; dey, do,
d de, dez de, de, de, de,
(30)

Sie bewirkt, daf auch bei stationiren Verformungsvor-
gingen dei‘}/ de, = const in Gl. (29) ein Integralausdruck
auftritt, dessen quantitativer Einflub jedoch nur sehr
gering ist (vgl. hierzu [13], [14]). Bei endlichen Rich-
tungsinderungen entfillt in dem betreffenden Augen-
blick die Drehung.
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