TECHNISCHE MECHANIK 2 (1981) Heft2
Manuskripteingang: 20. 5. 1981

Deformationsgesetze des plastischen Materialverhaltens auf der
Grundlage von Versuchsergebnissen

Georg Backhaus, Karl Richterl)

Die in friiheren Veréffentlichungen (vgl. insbesondere [3] und [5]) entwickelten Sp ngs-Deformations-Beziehungen werden einlei-
tend erliutert und erfahren aufgrund von Ergebnissen zyklischer Versuche an Stahl und Messing [7] eine theoretische Erweiterung bzw.
Prisizierung. Die in |3] eingefiihrte Bauschinger-Relaxationsfunktion erweist sich [10] fir Zyklen mit Vorverformung als abhingig von
der Lastwechselgeschichte. Bestimmend fiir das Auftreten zyklischer Verfestigung oder Entfestigung und das Erreichen eines stationiren
(stabilen) Zustands bei zyklischer Verformung ist die wirksame Vergleichsdehnung. Die zu ihrer Ermittlung entwickelten theoretischen
Beziehungen werden anhand der Versuchsergebnisse iiberpriift. Mit den aus den experimentellen Ergebnissen ermittelten Materialkon-

stanten wird fiir verschiedenartige Fille ein Vergleich zwischen Theorie und Versuch durchgefiihr:.
Abschliefend wird auf stetige Verformungsvorginge und den Einfluf der Drehung des materiellen Elementes kurz eingegangen.

1. Einleitung

Die wesentlichen Eigenschaften des plastischen Material-
verhaltens werden ~or allem bei Versuchen mit endlichen
Richtungsinderung :n der plastischen Verformung deut-
lich. Solche Versuche sind daher geeignet als Grundlage
der quantitativen Fassung phinomenologischer Stoffge-
setze (Spannungs-Deformations-Beziehungen) zu dienen.
Diese werden im wesentlichen durch den bei einer endli-
chen Anderung der Verformungsrichtung (Richtungs-

tensor: d eg /de ,) auftretenden verallgemeinerten Bau-

schingereffekt bestimmt, der seine maximale Grofe bei
einer Umkehr der Verformungsrichtung erreicht. Fiir
die Ermittlung quantitativer Beziehungen ist dieser Fall
daher besonders geeignet.

Bild 1 zeigt schematisch den Verlauf der FlieBspannun-
gen bei Belastungsumkehr, aufgetragen iber der Ver-

gleichsdehnung €,= +/2/3deP deP . Der Unter-
ij i

schied gegeniiber den FlieBspannungen bei monotoner
Belastung (gespiegelte FlieBkurve: — kg (€y)) stellt den
(verallgemeinerten) Bauschingereffekt dar. In [1] bis [3]
werden zwei Anteile des Bauschingereffektes unterschie-
den: der erste Anteil (by in Bild 1) erfaft im Augenblick
der Lastumkehr den gesamten hierbei auftretenden Bau-
schingereffekt und geht mit zunehmender Verformung
in der neuen Richtung gegen null, der zweite Anteil (bg)
ist dementsprechend zunichst null und fithrt zu einer

bleibenden Entfestigung im Vergleich zur monotonen

FlieBkurve.
P

Bei einer beliebigen Richtungsinderung A —di wird
€y

der erste Anteil auf der Basis der Huber- v. Mises-Flie§-

bedingung und des zugeordneten Fliefigesetzes durch die

folgenden Zusatzspannungen dargestellt ([1] bis [3]):

1) Die Entwicklung der theoretischen Beziehungen erfolgte
durch den erstgenannten Autor. Sie basiert auf Ergebnissen
der experimentellen Untersuchungen des zweitgenannten
Autors.
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Bild 1
FlieBspannungsverlauf mit Umkehr der Belastungsrichtung bei
€y = €ys

*
Bauschingeranteile: by, bo; Schlupf: Aey
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wobei f(e, , ) =0 ist.

Hierin ist ey die Vergleichsdehnung, bei der die Rich-
tungsinderung erfolgt, k¢ ist die Spannung der Flief-
kurve (Umformfestigkeit). Die skalare Funktion f(eys,
€y — €yg) bewirkt die mit zunehmender Verformung
€y — €yg erfolgende Relaxation der Bauschingerspannun-
gen ASijB-

AuBer der Verringerung der Gréfe der Fliefispannung
wird durch die Darstellung (1) auch die experimentell
festgestellte verzogerte Einstellung der Richtung des



Spannungsvektors (Vektor im Raum der Deviatorspan-
nungen) auf die geénderte Verformungsrichtung mit den
obigen Annahmen in guter quantitativer Ubereinstim-
mung mit Mefergebnissen (z. B. [4]) erfafit (vgl. [14]
Bild 4.55). Der erste Bauschingeranteil hat also vektoriel-
len Charakter.

Bei isotropem Materialverhalten und beliebiger Verfor-
mungsgeschichte gilt auf der oben genannten Basis die
folgende Beziehung zwischen der augenblicklichen
Fliefispannung und Verformungsrichtung:
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Hierin ist sj; die wahre Spannung, dej; der natiirliche
Dehnungszuwachs. Die oben definierte Vergleichsdeh-
nung ist also eine logarithmische Dehnung.

Die Beriicksichtigung der durch den ersten Anteil des
verallgemeinerten Bauschingereffekts erzeugten Verfor-
mungsanisotropie ergibt daher nach einer endlichen
Richtungsinderung:

p
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T, (€,)+Asyp - )
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2
Sij (ev > evs) = 3 k¢ (ev)

Der zweite oben genannte Anteil des Bauschingereffek-
tes beeinflubt nur die Gréfe des nach Verschwinden des
ersten Anteils verbleibenden FlieBspannungsvektors,
nicht seine Richtung, die durch die neue Verformungs-
richtung festgelegt ist. Dieser skalare Effekt wird in [5]
(in einer gegeniiber [3] verbesserten Form) durch eine
Verminderung der die Fliefspannung k¢ bestimmenden
Dehnung ey um den Schlupf Ae¥ erfabt. An die Stelle
der Vergleichsdehnung e, der Fliefkurve k¢ (ey) tritt
also die wirksame Vergleichsdehnung
*

e =€, —~Aeg . (4a)
Auf Grund der oben getroffenen, experimentell begriin-
deten Annahmen (Verlauf von by und bg) nimmt
A€y vom Wert null unmittelbar nach der Richtungs-
inderung bei €yg allmihlich auf einen Endwert A ey,
zu, so dafl angesetzt werden kann ([3] und [5]):

€y = ev—Ae:fs H(t—:v—evs (4b)
mit
H@0)=0 wund H(~) =1.

Fiir die Funktion H hat sich die folgende Darstellung
als brauchbar erwiesen:
-O(ey—e

H(e, —¢,) = 1—e (Sv—tul (4c)
Der Schlupf Aey bedeutet eine Horizontalverschiebung
der FlieBkurve k¢ (ey) bzw. — k¢ (ey). Bei hinreichender
Grofe von €y — €y kommt die verschobene FlieBkurve
mit dem Spannungsverlauf nach Belastungsumkehr zur
Deckung (Bild 1). Das entspricht dem in [6] beschriebe-
nen Verhalten.

Bei Beriicksichtigung des verallgemeinerten Bauschinger-
effekts (Anteile by, bg) lautet also die Spannungs-Ver-
formungs-Beziehung nach einer endlichen Richtungsin-
derung bei €yg:

)] deg ) d_ei‘TL
5 (€,>€,9) = gkf (ey) 3, {e,)— §kf (e,9) A ic, :
“E(E, 8, =€) ®)

wobei fiir die wirksame Fliefspannung auch die Schreib-
weise

kf (ew) = kW (ev)
Verwendung finden kann (Bild 1).

Die weiteren Ausfiihrungen dienen der experimentellen
Untermauerung und Vervollstindigung der theoretischen
Beziehungen und der Gewinnung quantitativer Daten.
Zu diesem Zweck wurden zyklische Torsionsversuche an
zwei Werkstoffen (St 38, Ms 58) durchgefiihrt [7].

2. Bauschinger-Relaxationsfunktion und Schlupf

Bauschinger-Relaxationsfunktion

Die den relaxierenden Bauschingeranteil by bestimmen-
de Funktion f(eys, €y — €yg) wird in [1] bis [3] in fol-
gender Form dargestellt:

f((:‘vs,ev—evs)=z(<—:‘m)sp(ev—evs . (6a)

Hierin ist z bestimmt durch die bekannte Bauschinger-
Kennzahl

o} + 0%

PR i 0 (6b)

+

OF
a;. bzw. o sind die vorzeichenbehafteten Fliefispannun-
gen unmittelbar vor bzw. nach der Belastungsumkehr
(Bild 1). Der Wert von 2z ist von der Definition der
FlieBgrenze abhingig und erreicht, wie zahlreiche Ver-
suchsergebnisse zeigen, schnell eine praktisch konstan-
te GroBe. Werte 2z > 1 treten auf, wenn die plastische

Riickverformung bereits vor der volligen Entlastung auf-
tritt.

Die Funktion ¢(ey — €yg), die den allmihlichen Abbau
der den Bauschingereffekt erzeugenden inneren Span-
nungszustinde bewirkt, soll mit Bauschinger-Relaxa-
tionsfunktion bezeichnet werden und wird ([1] bis [3])
wie folgt angesetzt:

SD(GV_(:-VS):e-Kl(ev—Gvs)p; p<1. (60)

Bei der Anwendung dieser Beziehung ist es manchmal
zweckmiBig, sie durch einen aus wenigen Gliedern be-
stehenden Reihenansatz zu ersetzen:

- -Ky(Ey—E . -
cp(ev*evs)—zr?are r(€v—€vs) it ?ar—l. (6d)

Schlupf

Der die bleibende Entfestigung bewirkende Schlupf
Ae",*s wird in [5] der Dehnung €, proportional gesetzt.
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Diese Annahme wird durch die Ergebnisse systemati-
scher Messungen an Stiihlen mit unterschiedlichem C-
Gehalt [8] weitgehend bestitigt. Ae:e o kann daher durch

folgende Beziehung dargestellt werden:

*
Aevs~ qevst W)
mit
1 déd deP
Di=—-A _4 A_ei 8)
6 € |o de, .

Hierin ist q der Proportionalititsfaktor. D, beriicksich-
tigt die Grobe der Richtungsinderung und wird aufgrund
von Versuchsauswertungen [7] dem Quadrat des Betra-
ges der Richtungsinderung proportional gesetzt2).

Die Ermittlung der Materialkonstanten z, kj, p erfolgt
auf der Grundlage der Gl. (5) durch Vergleich der Flie§-
spannungen von Versuchen ohne bzw. mit Umkehr der
Belastungsrichtung. Bei Wechsel von Zug auf Druck oder
umgekehrt sind evtl. vorhandene Unterschiede der Zug-
und Druck-FlieBspannungen zu beriicksichtigen.

Der Wert von q ist annihernd durch die oben erwihnte
Horizontalverschiecbung der Fliefkurve bestimmt. Der
zur Bestimmung von €, benédtigte Exponent ¢ kann
bei einmaliger Andcrung der Verformungsrichtung nach
Gl. (27) wie folgt angenommen werden:

1
9~ — In(1+50¢,,) . 9)
2¢, ¥

Aus den Versuchen ermittelte Werte zeigt die folgende
Tabelle3) (zu k,, siehe Abschn. 4.):

Tabelle 1
Werkstoff K1 Kss P q
St 38 10,4 1,0 0,45 1,0
Ms 58 19 0,3 0,59 0,6

3. Folge endlicher Richtungswechsel

Fiir eine Anzahl n aufeinanderfolgender endlicher Ande-
rungen der Verformungsrichtung geht die fiir einmalige
Richtungsinderung giiltige Beziehung (5) durch Super-
position iiber in:

p
d eij

2 n 2
5 (e, >evn) = 3 k¢ le.) i (e,)—2 B k¢ (e *
v s=1
dei‘;
: f(evs’ € _‘evs) A de |5 (10)

v

2) Das ist eine Anderung gegeniiber der GL (22) in [5], wo
Proportionalitit mit dem Betrage der Richtungsinderung
angenommen wird.

3) Die Ermittlung der Werte K] und p erfolgte unter Vernach-
lassigung der bei vollstindiger Entlastung auftretenden pla-

;tischen Riickverformung (0,02 % bis 0,05 %), d.h. fiir
z=1. -
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Der Index s kennzeichnet die der s-ten Richtungsinde-
rung zugeordneten GrdBen. Die wirksame Vergleichs-
dehnung €, ergibt sich ebenfalls durch Superposition
in der in [5] erlduterten Weise:

n i
€, =€, -2 Aek (1—cHE—Cwdy (11a)
s=1
wobei Ael; =qe Dy, (11b)
s—1
Aer =qle, =2 Aek)D;. (11¢)

t=1

Fiir die im Hinblick auf die durchgefiihrten Versuche
besonders interessierende zyklische Belastung gilt:

de; del
i (e, >e, )= ()" < |
de, "V " de, {,
(12a)
ded dé?
A S5 o Cqye S l ;
de, |, de, |,
Dg=1. (12b)
Fiir die Vergleichsspannungen
o, = \/3/2 8 i (13)

ergibt sich damit aus (10) unter Verwendung von (6a)
der folgende Ausdruck fiir die FlieBspannungen:

0,(e,>¢,) =kt (e, ) — (- = (~1)° -
s=1 (14)

- 2zks (€, ) v (€, —€,) -

Als ein Beispiel fiir. die eingangs genannten MeBergeb-
nisse an Stahl und Messing zeigt Bild 2 den Verlauf der
Amplituden-Spannungen fiir Stahl, aufgetragen iiber dem
log. der Vergleichsdehnung. Die eingetragenen Ziffern
geben die Zahl der Lastwechsel an. Aey; ist die Breite
des ersten an die Vorverformung €,] anschlieBenden
Halbzyklus, Ae, die konstant bleibende Breite der nach-
folgenden Zyklen. Zum Vergleich ist ein Versuch mit

Ae
symmetrischen Zyklen (eyq = Tv) und ein Versuch

mit groBerer Vorverformung (ey; > Ae€,) dargestellt.
Letzterer zeigt in Ubereinstimmung mit vielen anderen
MeBergebnissen eine allmihliche Abnahme der Ampli-
tudendifferenzen (gleichbedeutend mit einer Relaxation
der Mittelspannung [9])sowie der Spannungsamplituden
(zyklische Entfestigung). Man erkennt die Anniherung
an einen stationdren (stabilen) Zustand gleichbleibender
Spannungsamplituden bei Mittelspannung null unab-
hingig von der GroBe der Vorverformung.

Wie in [5] bereits gezeigt ist, wird die Relaxation der
Mittelspannung durch die Bauschinger-Relaxationsfunk-
tion erhalten, die mit zunehmender Vorverformung
stirker werdende Entfestigung durch die Einfiihrung des
Schlupfes erfafit. In den folgenden Abschnitten wird auf



Lastwechselzahl i eine abnehmende Wertefolge

K. =Kgo T = s (16)

die, wie in [10] gezeigt wird, zu guter Ubereinstimmung
mit den an Stahl und Messing gewonnenen Mefiergebnis-
sen filhrt. Aus den Versuchen ermittelte Werte k7 und
Koo zeigt Tab. 1.

Im Hinblick auf die Resultate der symmetrischen Zyklen
scheint k_, von der mittleren plastischen Dehnung ab-
hingig zu sein:

sich die in (11) auftretenden Summenausdriicke in ge-
schlossener Form darstellen.

Die folgenden Beziehungen werden unter Benutzung der
Summenformel der geometrischen Progression erhalten
[14]. Die Gl. (11 b,c) fiihren auf den Ausdruck:

Aet =q(1—q*le,; +[1-(1-* ] A¢, . (19)

Aus Gl. (11a) erhilt man damit als wirksame Vergleichs-
dehnung fiir den (n+1)-ten Lastwechsel:

4) Diese unterscheidet sich von dem in [7] entwickelten Aus-
druck.
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