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Zum Verzweigungsproblem elastisch-plastischer Verbundstiabe

Herbert Balke

Die Mischungsregel zur Berechnung der effektiven Spannungsdehnungskennlinie eines inkompressiblen elastisch-plastischen Verbund-
stabes wird zur Bestimmung des Maximums fiir die axiale Zugkraft benutzt. Die Lésung des achsensymmetrischen Verzweigungsproblems
fiir verschiedene Komponentenpaarungen ergibt, daf die berechneten kritischen Dehnungen oberhalb der zum jeweiligen Kraftmaximum

gehorenden Dehnungen liegen.

0. Einleitung

Schlanke homogene Zugstibe aus elastisch-plastischem
Material mit Verfestigung schniiren bei einer Belastung
ein, die etwa dem Maximum im Kraftverlingerungs-
diagramm entspricht. In [1] wird diese Erscheinung fiir
den Kreiszylinderstab mittels der Verzweigungstheorie
gedeutet. Danach iibersteigt die wahre Spannung bei der
Verzweigung die wahre Spannung beim Kraftmaximum
um einen Betrag, der von dem Verhiltnis Zylinderradius
zur Wellenlinge der Eigenlosung und den Steifigkeits-
moduln abhingt.

In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, inwieweit
die Mischungsregel zur Berechnung des Kraftmaximums
bei einachsig verstirkten elastisch-plastischen Zugstiben
zur Abschitzung der Verzweigungslasten giiltig ist, und
fir den zylindersymmetrischen Verbundstab das Ver-
zweigungsproblem gelost.

1. Mischungsregel fiir einachsig verstirkte Ver-
bundstibe

Ein Verbundstab bestehe aus parallel zur Stabachse an-
geordneten und spannungsfrei fest miteinander verbun-
denen zylindrischen Korpern gleicher Ausgangslinge L.
Die homogenen Korper verhalten sich inkompressibel
elastisch-plastisch, isotrop verfestigend. Der Einfachheit
halber beschrinken wir uns auf zwei Materialtypen 1
und 2, die auf die Ausgangsquerschnittsflichen Ay und
Aoz der Komponenten 1 und 2 verteilt sind. Dann be-
rechnet sich die biegefrei aufgebrachte Axialkraft F aus
den wahren Axialspannungen 04, 02 in den aktuellen
Querschnitten A1, A2 nach (vgl. Bild 1, 2)
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L - aktuelle Stablinge. Gl. (1.1) kann mit dem Volumen-
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Bild 2
Rotationssymmetrischer Verbundstab in der aktuellen Konfi-
guration

effektive wahre Spannung 0, des Verbundstabes ge-

schrieben werden (Mischungsregel)

oy= voqrt+t(1—v)og2. (1.3)
Mit Einfiihrung der logarithmischen Dehnung

€ = In(l+€n) (1.4)

liefert die notwendige Bedingung fiir das Maximum der
Kraft in (1.1)
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wo Ey, den Tangentenmodul der effektiven Spannung
iiber der logarithmischen Dehnung bezeichnet. Fiir die
jeweilige Komponente i ist do;/de im elastischen Be-
reich der Elastizititsmodul E; = 3 G; (G; — Schubmodul)
und im elastisch-plastischen Bereich der Tangentenmodul
Et;. G1. (1.5) ist eine Mischungsregel zur Bestimmung des
Kraftmaximums des Verbundstabes. Mit v = 0 oder v = 1
liefert diese Gleichung das klassische Einschniirkriterium
fiir die einzelne Komponente

0; = Ey, 1.7
In [2] wird gezeigt, dafi die Verformung des Einkompo-
nentenzugstabes homogen bleibt, so lange

o<E; (1.8)

erfilllt ist. Im folgenden soll untersucht werden, ob es
eine analoge Beziehung fiir den Verbundstab gibt. Hierzu
wenden wir das in [3] angegebene hinreichende Eindeu-
tigkeitskriterium dhnlich wie in [2] an.

2. Eine untere Schranke fiir die Verzweigungslast
In einem raumfesten Koordinatensystem xk sei die Ge-

schwindigkeit eines Korperpunktes vk. () ly bezeich-
net die kovariante Ableitung nach xk und

() = ()t ()] v (2.1)

die materielle nach der formalen Zeit t. Der Geschwin-

digkeitsgradient
Vil = diitwy 2.2)
zerfillt in die Verzerrungsgeschwindigkeit
1
= 5 <"k|| +"1|k) (2:3)

und die Drehungsgeschwindigkeit

1
Yim T3 (vkll_vllk)’ (2:4)

Wegen der Inkompressibilitit des Materials gilt
wl=0. 2.5)
Die symmetrische wahre Spanmmgall‘ mit dem Deviator

k k
8§ = 0 +p-d (2.6)

I x
P = - 3 Oy
6:‘— Einheitstensor, erfiillt bei quasistatischer Deforma-
tion die Gleichgewichtsbedingungen und die Bedingung

des fortgesetzten Gleichgewichtes [3].
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Fiir das elastisch-plastische Material setzen wir kleine
elastische Verzerrungen im Sinne von [4] voraus und
stellen die Verzerrungsgeschwindigkeit als Summe eines

elastischen Anteils dlk und eines plastischen Anteils d:(
€ P
dar.

+d, 2.9

Unsere konstitutive Annahme fiir den ersteren besteht
darin, dai wir von den verschiedenen méglichen objek-
tiven Spannungsgeschwindigkeiten [5] die Jaumannsche
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s) =8ty W — 1Y n (2.10)
benutzen und diese proportional zu d:( setzen.
e
1 =
kK _ k
el = —26 Sl (2.11)

Der plastische Anteil wird nach van Mises gebildet [6]
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0 — FlieBspannung. Der Schubmodul G = E/3 und der
Tangentenmodul E; sind aus dem als ideal vorausgesetz-
ten Spannungsdehnungsdiagramm (Bild 1) zu besti-
men. Fiir dieses Diagramm muf angenommen werden,
dafs das Deformationsgesetz (2.9), . . . , (2.12) auch noch
oberhalb der im Zugversuch beginnenden Einschniirung
gilt. Die experimentellen Werte sind dort aus Grundver-
suchen mit anderen Spannungszustéinden zu ermitieln.
(2.9), . . ., (2.12) liefern mit der Invariantenbildung
3

kl k| ¢
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in (2.9) das Deformationsgesetz in der Form
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2G[d _(1_‘) dap :‘ =5, +s“w“l_s’l‘w"n
nSmn
2.13
K> 0. (213)

Im folgenden fithren wir ein weiteres Koordinatensystem
ein, das mit der momentanen Konfiguration als Bezugs-
konfiguration verbunden ist. Der Unterschied der beiden
Koordinatensysteme wird bei der materiellen Ableitung
beriicksichtigt. AnschlieBend benutzen wir gleiche Index-



bezeichnungen fiir beide Koordinatensysteme. Mit diesen
Festlegungen gilt fiir die nominelle Spannung 0:’ [7]
wegen (2.5)

R AL 2.14)
Die Koordinate x3 sei nun in Stabachsenrichtung und
senkrecht zu x2 und x3 orientiert. Wir betrachten einen
einfach ummandelten Stab. Zur Formulierung der Rand-
bedingungen wird totale Haftung an der Grenzfliche G
zwischen den beiden Komponenten vorausgesetzt. Dann
ist dort die Geschwindigkeit stetig.

g1 = Mgz 215)

Weiterhin erfolgt auch die Ubertragung der Kraftinde-
rung stetig.

o ki o ki
(Or M) 1 = (Or Mg 2 (2.16)

(nk — &ubere Einheitsnormale des Flichenelementes).
Dagegen verschwindet die Kraftinderung am iufieren
Mantel M fiir das Material 2

R 1 2=0 - (2.17)

Die schubfreien Stirnfldchen S sollen als Ebenen in Rich-
tung der Stabachse x3 auseinander bewegt werden.

s =two(t) (2.18)
@k n) = 652 n)g =0 . (2.19)

Mit der Methode von [3] fragen wir jetzt nach der Ein-
deutigkeit -des Geschwindigkeitsfeldes fiir den einachsi-
gen Spannungszustand. Hierzu kénnen nach Anwendung
des Befreiungsprinzips fiir die beiden Komponenten des
Verbundstabes getrennt folgende Oberflichenintegrale
aufgeschrieben werden:

J a5y avnds+ [ adg Avnds
51 G,1

- /A&R'k Av*n ds + /A&le Aven dS +
6,2 5.2
(2.20)

+ [ asg' avnds 0.
M,2

Das A bezeichnet die Differenz zweier moglicher Lésun-
gen. Der erste, vierte und fiinfte Term in (2.20) ver-
schwinden einzeln wegen (2.17), (2.18), (2.19). Die ver-
bleibende Differenz liefert wegen (2.15), (2.16) Null.
Die Anwendung des Green-Gauss-Theorem auf die ersten
beiden und danach auf die restlichen Terme in (2.20) er-
gibt wegen (2.5), (2.8), (2.14)

s | o |
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(2.21)

Die Integrale sind dabei mit (2.13) fir die Integranden
in den Volumina der Komponenten 1 und 2 zu bereci:-
nen. Wenn die linke Seite von (2.21) mit (2.13) fiir alie
kinematisch zulissigen Geschwindigkeitsfelder vk positiv
ist, muf die Differenz zwischen den beiden moglichen
Losungen verschwinden. Dann bleiben die homogene De-
formation und der einachsige Spannungszustand im Ver-
bundkérper erhalten.

Einsetzen von (2.2), . . ., (2.6), (2.13), (2.14) in (2.21)
liefert zuniichst fiir die Gebiete Ay, Ay Integranden I 2

von der Form (mit kartesischen Koordinaten z, z3 in
Stabachsrichtung)

1 5 ={2G[dk|dk|— Sa By ge
= 2 36" 33 (2.22)
2 2
t0[-2(waqd3t wapdyz) t Wyt wg, —

- dk3 d3k]}1 ,2°

Wegen (2.23)
—2(Way dy gt Wand, )Wl tw > _d _ g
(W3qdy3+waadya)twy, twyy>— 13 — Y23

(wie in [2] ist die rechte Seite von (2.23) das absolute
Minimum der linken Seite) gilt

I >{2G[dk dy— S-Syt
1,2 17kl 2 3G 33

2 2
—0(dygtdyz+dy, d3k)}1 2

bzw. mit dkk =0

. 2
L 2 >{(bt ~0)d33+G(2d; , +dy3)% +

(2.24)
2 2 2 2 2
HAG(dy+dyzt dyg) —20(dys d13)}1 2"
Fiir (G > 0), , folgt aus (2.24)
2
1, > [(E,~0)dag], 5 (2.25)

Mit (2.25) in (2.21) sieht man, daff es keine inhomoge-
nen Deformationsmoden gibt, wenn die Dehnung im
Verbundstab kleiner bleibt als der kleinere von den
beiden Werten, die jeder einzeln den Einschniirungsbe-
ginn der Komponenten nach dem klassischen Kriterium
(1.7) anzeigen.

In den Voraussetzungen fiir diese Folgerung wurde kei-
nerlei Bezug auf irgendwelche Symmetrien innerhalb des
Verbundstabquerschnittes genommen. Die Aussagen
bleiben erhalten, wenn anders zusammenhingende Quer-
schnitte (z. B. mehrere Fasern in einem Matrixstab) be-
trachtet werden und lassen sich sinngemif auf mehr als
zwei Komponenten iibertragen.

3. Losung des Eigenwertproblems

Der im folgenden betrachtete Zugstab (vgl. Bild 2) be-
stehe aus einem Vollkreiszylinder 1, der mit einem
Hohikreiszylinder 2 gleicher Linge spannungsfrei fest
ummantelt ist. Fiir einachsige Spannung und mit Be-
schrinkung auf rotationssymmetrische Geschwindig-
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keitsfelder liefern dann (2.5), ..., (2.8), (2.13) in Zy-
linderkoordinaten (r, ¢, z statt x1, x2, x3)
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r r2 2G
—-2q4' =0 3.1)
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r 3G 2G
= 2q+ =0 (3-2)
W twt = 0 (3.3)
r
wt>0 (34)
mit
P

q = (V=3 )or; ()'=3( e,  (35)

2G
u, w sind die physikalischen Koordinaten von vl.v3
Diese Gleichungen stimmen bis auf den Faktor 2 vor q'
in (3.1) bzw. q* in (3.2) mit [8] iiberein.

Die Randbedingungen lauten mit (2.13), ..., (2.19)
unter Benutzung der physikalischen Koordinaten der
wahren Spannung

z = L w=wg, u+:&zr:0
z =0 w=—w, u =6,=0 (3.6)
r = 0: Endlichkeit der Losung
_ . L] _ . ® ° _ L3 - +

T = ar Op) 7002 Orp1 =2 = (01 _02) w5

ul =up=u*

1 "2
U Suy, Wy T W, 3.7

r =b: o 0,

— s — +
Orr2 = Orz2 = Oy -

Den Losungsansatz, der (3.6) und die Belastungsbedin-
gung (3.4) fiir hinreichend kleine Amplituden des Ver-
zweigungslosungsanteils erfiillt, entnahmen wir [1,9]:

Yo vt
—_ —7T r) COSVZ
L

u =
z nw
w = wo(2i——l)+g(r)sinl)z, V=f~, n=123,...
wo Ey (3.8)
q= - +2Gh(r)cosvz,

desgleichen die Losungen der nach Zusammenfassung

verbleibenden ~gewdhnlichen  Differentialgleichungen
fiir die Bereiche 1 und 2 in u
fi = BJ1 (vp18) + BJ1 (vP19) (3.9)
fy = CJ1 (vp28) + CJ1 (vp28) + DNy (1p28) +

+ DNp (v2¢)
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] a
O) — zu () konjugiert komplexe Variable bzw.
Konstante,

B,C,D — Integrationskonstanten,

J1, N7 — Besselfunktion, Neumannfunktion erster
Ordnung,

L 2-0,(e)/G; 2-0,(e)/G;

1
l—Ei /Gi 213 X

2o EBa@/Gi | [m 16

In f; (§) wurden die singuliren Anteile bereits weggelas-
sen. Die Erfilllung der restlichen Randbedingungen (3.7)
liefert die Eigenwertgleichung in Form einer sechsreihi-
gen Determinante fiir die logarithmische Dehnung €. Fol-
gende Abkiirzungen werden dabei eingefiihrt:

- Eti(e) . - 0;(€) §- Go

- 9 _G—l‘,

“T G =126

1 1+k. 1
by = 1
Zai 1+Ki 4

p; = ai+\/: b;

(die negative Wurzel und die konjugiert komplexen der
Gl. (3.10) entfallen)

Jo =Jo(YPy), io =Jo(vpy), 1ox =Jo(YPyN),
No =No(vp2), Nox=No(vpy})
Ji=0(rpy), J1 =01(vpp), 1in =01 (vpoN),
Ny =N1(vpg), Nin=Ni(rped)

2 2 2,2
P =va[(1—k;) (1+a; —3b;) —¢], Ri=1-a; +b;
2 .2
Qi = 7bi[(1—k;) (1+3a; —b) —¢,], S;=2ab;
(3.11)
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