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Nichtlinear-viskoselastisches Deformationsverhalten von PVC im

ebenen Spannungszustand

Helge Bergander

Aus vorliegenden Versuchen [4] an diinnwandigen Rohren unter Innendruck und Lingskraft wurden die Parameter eines isotropen vis-
koelastischen Deformationsgesetzes bestimmt. Der Einfluf der 2. Invarianten des Deviators wird als wesentlich fiir die Gestaltinderung
betrachtet, der Einfluf der 1. Invarianten des Spannungstensors ist als korrigierender Faktor jedoch nicht vernachliissigbar. Die Approxi-
mationsqualitit des Modells mit Beriicksichtigung des Einflusses der 1. Invarianten ist bedeutend besser als die des Standardgesetzes, bei
dem nur die 2. Invariante des Deviators die Grofe der Nichtlinearitiit bestimmt.

1. Einleitung

Die mathematische Formulierung des Zusammenhanges
zwischen Spannungen und Verzerrungen ist im wesentli-
chen die Beschreibung experimenteller Daten. Das Ziel
besteht dabei darin, méglichst allgemeingiiltige Zusam-
menhinge sowohl in Hinblick auf den Spannungszustand
als auch seinen zeitiichen Ablauf zu formulieren. Daher
wird von einem Deformationsgese ¢tz (oder oft nur
einfach von einem Stoffgesetz) gesprochen. Aber
diese Bezeichnung darf nicht dariiber hinwegtiuschen,
dab dieses Gesetz nur im Rahmen des experimentell be-
legten Bereiches gilt.

Aligemeine physikalische Gesetze, insbesondere die der
Thermodynamik, miissen von den Deformationsgesetzen
erfiillt sein. Aber nach deren Erfilllung bleibt noch ein
weiter Spielraum, den nur die Anpassung an experimen-
telle Daten so einengt, dafi diese Gesetze fiir Berech-
nungsprobleme bei Bauteilen Anwendung finden konnen

Bei der Anpassung an experimentelle Daten hat sich be
wihrt, zwei Grundprobleme — Einfluf der Art des Span-
nungszustandes und Einfluf der Belastungsreihenfolge —
zumindest bei der ersten Anniherung an das Verhalten
noch nicht umfassend untersuchter Werkstoffe zu tren-
nen. Mit der vorliegenden Arbeit soll ein Beitrag zum
ersten Grundproblem — dem Einfluf der Art des Span-
nungszustandes auf das Kriechverhalten isotroper Ther-
moplaste — geleistet werden.

Isotrope Thermoplaste — gleichwohl, ob es sich um teil-
kristalline wie PE und PP oder amorphe wie z. B. PVC
und PMMA handelt — sind gekennzeichnet durch eine
stark ausgeprigte Nichtlinearitit insbesondere des
Kriechanteils. Die einfachste Beschreibung des nicht-
linearen Verhaltens bei Isotropie ist eine Erweiterung
des linearen Ansatzes um eine EinfluBfunktion, die
nur von der zweiten Invarianten des Deviators abhiingt.

Eine solche Erweiterung wurde von vielen Autoren bis-
her angewendet. Sie liegt besonders nahe, da sie iiber-
einstimmt mit vielen anderen Deformationsgesetzen von
Stoffen mit nichtlinearem und inelastischem Material-
verhalten. Dazu gehéren z. B. plastische Stoffe mit der
Huber- v. Mises-Hencky-FlieSbedingung oder die Metall-
kriechgesetze von Odqvist. In [1] wird eine derartige For-
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mulierung als Standardgesetz vorgeschlagen, und die
Vorziige eines solchen Standards werden erldutert.

Aber die Anwendung einer solchen einfachen Formulie-
rung der Nichtlinearitit ist avf eine nicht zu groe Ab-
weichung vom Linearen beschrinkt. Experimente zeigen
bei groBerer Nichtlinearitit vor allem folgende Verhal-
tensweisen, die mit dem Standardgesetz nicht erklirbar
sind:

Ist der Bezugszustand der einachsige Zug, so sind die
wirklich auftretenden Schubverzerrungen kleiner und
die Dehnungen unter zweiachsigem Gleichzug groer
als durch die mathematische Formulierung vorausge-
sagt.

Der Druckversuch zeigt eine geringere Kriechneigung
als der Zugversuch, wihrend das Standardgesetz nur
gleichgrofies Kriechen bei Zug und Druck zuli6t.

Eine Analyse von Versuchen aus der Literatur [2], [3]
fiilhrte zu einer Erweiterung des Standardgesetzes, indem
nun auch der Einfluf der 1. Invarianten des Spannungs-
tensors (also des hydrostatischen Spannungszustandes
oder der Mittelspannung) auf die Gestaltinderung be-
riicksichtigt wurde. Die Untersuchung von Zug und
Torsion aus der sowjetischen und amerikanischen Arbei-
ten an PVC, PMMA und PUR sowie von Zug und Druck
aus der DDR- bzw. USA-Literatur fiir PVC und PE lie-
fen die Aufstellung folgender Hypothesen zu:

Die Zunahme der 1. Invarianten des Spannungsten-
sors hat auf das Kriechen einen qualitativ dhnlichen
Einfluf wie die der 2. Invarianten des Spannungsde-
viators.

Beim einachsigen Zug werden 10 bis 30 % des nicht-
linearen Anteils der Dehnung durch die 1. Invariante
erzeugt.

Negative 1.Invarianten (negative Mittelspannungen)
wirken dem Einfluf der Vergleichsspannung im
wesentlichen entgegen.

Diese Aussagen blieben Hypothesen, weil bislang kein
Experiment zugiinglich war, an dem alle Effekte gleich-
zeitig iiberpriift werden konnten. Die Rohrversuche er-
streckten sich ausschlieBlich auf den Bereich zwischen
reinem Zug und einfachen Schub, die Druckversuche
fanden an anderen Probenformen statt als die zum Ver-
gleich genutzten Zugversuche.



Nunmehr liegt jedoch eine Untersuchung vor, bei dem
an einheitlichen Probenformen in einer Versuchsanlage
mit hoher MefBgenauigkeit und priziser Steuerbarkeit
der gesamte Bereich zwischen einfachen Schub iiber
Zug bis zum ebenen Gleichzug sowie unter Druck aus-
gemessen wurde [4]. Dabei wurde PVC — S 6858 H der
DDR-Produktion verwendet, und die Proben waren Spe-
zialanferticungen des Kombinats VEB Chemische Werke
Buna. Die Analyse dieser Versuche bestitigt oben ge-
nannte Hypothesen fiir PVC vollstindig. Im folgenden
wird die theoretische Analyse fiir das erweiterte Defor-
mationsgesetz vorgestellt.

2. Experimentelle Ergebnisse

Die Versuche wurden an Rohrproben mit 63 mm AufBen-
durchmesser, 3 mm Wandstirke und 360 mm Linge des
homogenen Bereiches durchgefiihrt. Es erfolgten aus-
schlieflich Kriechversuche unter konstanter Last. Die
Belastung wurde durch Innendruck und iiberlagerte Zug-
oder Drucklingskrifte aufgebracht. Untersucht wurden
vier verschiedene Belastungszustinde. Wird das Koordi-
natensystem so orientiert, daf xj auf dem Rohrmantel
in Achsrichtung, x2 in Umfangsrichtung x3 radial nach
aufien verlduft, so entsprachen die vier Lastzustiinde fol-

genden Spannungszustinden:

Typ S (Schub): 011=—0, 0y9=0;
Typ Z (Zug): 01~ O 022=0;
Typ D (Druck): 011=—0, 0O95=0;
Typ G (Gleichzug): 0y, = 0, 0y5=0.

Infolge der Diinnwandigkeit ist 033 vernachlissigbar und

treten nicht auf. Die Versuchsdaten sind in [4] und zu-
geordneten Forschungsberichten ausgewiesen. Zur pri-
zisen Analyse war es notwendig, noch Alterungseffekte
zu eliminieren. Die auf ein- und denselben Bezugszu-
stand (15 Monate nach der Herstellung) gemif [5] umge-
rechneten Daten sind in Tabelle 1 zusammengestellt.
Jede Kriechkurve entspricht dem Mittel aus meistens

drei Einzelversuchen unter jeweils gleichem Spannungs-
zustand [4], [5].

3. Mittlere Kriechfunktion und ausgeglichene
Kriechdehnung

Jede Kriechkurve gemifs Tabelle 1 LiBt sich in folgender
Weise in zwei Anteile zerlegen

e(t)= €& +eX(1). (1)

Hierin ist € der zeitunabhiingige elastische Anteil und

EK(t) der Kriechanteil, der sich erst im Laufe der Zeit,
die vom Moment der Belastung an gezihlt wird, heraus-
bildet.

Die elastische Dehnung unterscheidet sich nicht von dem
Wert des Kriechversuches 30 s nach vollstindiger Last-
aufbringung [4] S.78. Zur Vereinfachung wird hier
t = 10-2 h = 36 s fiir die elastische Dehrung verwendet:

f = €(102h) . )

Damit lassen sich dann auch die Kriechdehnungen ein-
deutig aus den Mefidaten bestimmen

€ (t) = €e(t) — e(10-2h) . 3
der Spannungszustand fast homogen. Schubspannungen (V) =e(t) —e( ) (6))
Tabelle 1 - o
Meb mittlere di ionslose Kriechf jon J(t) aller Versuche und damit besti lichene K
K = ¢(102h) - &
Typ 4 & &
[N/mm2] t=102h 10-lh 100h 10lh 102h
€= L(-en+e)in%
S 2 1
S 9.82 0.410 0.421 0.431 0.449 0.488 0.080
14.88 0.684 0.701 0.743 0.833 - 0.312
17.10 0.792 0.818 0.876 1.016 1.301 0.499
( 19.60 0.956 1.043 1.228 1.586 - 1.350%)
€= €] in%
Z 9.75 0.291 0.297 0.310 0.325 - 0.078
14.65 0.469 0.476 0.485 0.509 0.582 0.108
19.60 0.636 0.647 0.667 0.726 0.882 0.234
24.46 0.815 0.846 0.896 1.011 - 0.422
29.61 1.074 1.142 1.262 1.503 1.847 0.805
€ = —€1in%
D 9.82 0272 0.272 0.278 0.298 - 0.051
14.74 0.421 0.426 0.436 0.449 - 0.062
19.65 0.587 0.599 0.618 0.654 - 0.145
24.59 0.784 0.792 0.824 0.895 - 0.229
29.56 0.945 0.987 1.056 1.208 - 0.559
- 1 .
€c = E(ell +€22) in%
G 993 0.210 0.211 0.213 0.218 0.228 0.018
14.77 0.320 0.321 0.326 0.328 0.362 0.037
22.05 0.501 0.516 0.541 0.589 0.717 0.210
29.42 0.719 0.790 0.952 1.269 1.823 1.119
J®£AJ(t)
0 0.068 0.199 0.467 + 1.000
0.015 0.032 0.046 0.068
*) Diese MeBreihe bleibt bei der th ischen Auswertung unberiicksichtigt, vgl. Abschnitt 5.
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Nun wird die Annahme getroffen, dab sich die Kriech-
dehnungen unabhingig vom Spannungszustand nach
einer einzigen Kriechfunktion J (t) entwickeln:

Xmy~Jm ek @)

Damit ist €X ein zeitunabhiéingiger Reprisentant aller
Kriechdehnungswerte. Die Festlegung

J(102h) =1 ©)

hat nur normierenden Charakter und definiert die ge-
naue Aufteilung zu multiplizierenden Gréen in (4).
Natiirlich erfiillen die MeSwerte die Gleichung (4) nur
niherungsweise. Daher werden J(t) durch eine Mittel-
wertbildung und die €K durch Approximation bestimmt.
Um die Mittelwertbildung fiir jeden Zeitpunkt t, fiir den
Mefiwert laut Tabelle 1 vorliegen, vornehmen zu kon-
nen, werden alle Kriechdehnungen €K (t;) auf eine ein-
heitliche Amplitude gebracht. Da die €K zunichst noch
nicht bekannt sind, wird diese Amplitude aus der Stiitz-
stellensumme (als grobe Naherung fiir den Flicheninhalt
der Kriechkurve) bestimmt:

N

_Z;EIJ.‘ ®)

1=

B ©)

;?i ®)

Hierin ist j die Numerierung aller J Kriechkurven, mit 1
wird eine beliebige Bezugskriechkurve (im konkreten
Fall die Zugkriechkurve bei 0 = 29,61 N/mm2) ausge-
wihlt. N erstreckt sich sowohl im Zihler als auch im
Nenner auf die durch j bestinmte Anzahl vorliegender
Mebwerte, ist also je nach Kriechkurve 3 oder 4, vgl.
Tabelle 1.

Mit diesem Amplitudenfaktor P; nach (6) gilt wegen (4)

XTI g p s (t)~pI) el @

oder

~ 1 _

J)=J) '~ —F ). ®
P

i
Fiir jedes t; kann nun als Mittelwert aller Kriechkurven

- ] 1
J&)=)" =) ©)

i1 Pj

und als Streuung der quadratische Mittelwert

~ 1 Lo~ 1
A=\~ Z T -5 ) (10)
berechnet werden. Um den Einfluf der Streuung einzel-
ner Proben zu bewerten, wurden (9) und (10) zweimal

ausgewertet. Bei der ersten Berechnung wurden alle
18 Kriechkurven laut Tabelle 1 beriicksichtigt. Aufer-

halb des Intervalls T(ti) iA,’]v(ti) liegende MeBwerte
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Bild 1

Mittlere dimensionslose Kriechfunktion J(t)

1

_K .

; € (t,) wurden als grobe Streuungen bewertet. Kriech-
J

kurven mit 50 % oder mehr MeBwerten grober Streuung
wurden dann aus der Berechnung des Mittelwertes
herausgenommen. Das traf ausnahmslos auf die relativ
ungenaueren Kurven bei kleinen Spannungen zu:

TypS: o= 9,82 N/mm2
TypD: o= 9,82 N/mm2

Typ G: o0=14,77 N/mm2

Die Wiederholung der Berechnung ergab dann die end-
giltigen Mittelwerte und Streuungen, wobei die Mittel-
werte sich kaum noch #nderten. Mit (5) ergab sich aus
(9) und (10)

LA
J) £A](t) = i D J(t) 1)
J(102h) J(102h)

Die Ergebnisse sind in Tabelle 1 mit angegeben Bild 1
zeigt den Verlauf von J (t). Nach Vorliegen der mittleren
Kriechfunktion wurden nun alle Kriechkurven durch (4)
nach der Methode der kleinsten Quadrate approximiert

N
Q= g(Eﬁ(ti) ~J(t) )2 — Min. (12)

Damit sind die €K fiir alle Kriechkurven j bestimmt. Die
Zahlenwerte sind in Tabelle 1 ebenfalls angefiihrt.

Diese €K stellen also die Kriechdehnungswerte gemifs
Ansatz (4) fir t=102 h dar. Fiir die Kurven, die bis
t=102 h ausgemessen wurden, stinmen sie in guter
Niherung mit dem tatsichlichen MeBwert iiberein. Sie
sind jedoch als genauer zu bewerten, da sie alle Kriech-
dehnwerte der Kriechkurve als Mittelwert reprisentieren.
Fiir die friher abgebrochenen Versuche sind die €K
Extrapolationen, die aber auch eine hohe Genauigkeit
aufweisen, denn jede Analyse von €K bei t =102 h ist
gemiB (4) auch mit der fiir beliebige friihere Zeitpunkte
vollig gleichwertig. Bild 2 zeigt den Vergleich zwischen
den Mefiwerten und den ausgeglichenen Kurven (4) fiir
je eine Kriechkurve der 4 Spannungszustandstypen. Es
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Auswahl einiger ausgeglichener Kriechkurven nach dem Ansatz
€(t)=€E + J(t) K (Kurven ) und Vergleich mit den
nichtausgeglichenen MeBwerten (o)

wurde immer eine Kurve mit hohem Kriechanteil und
damit groiem relativen Fehler ausgewihlt. Die mittleren
(quadratischen) Fehler weisen aus, daf der Ansatz (4)
gerechtfertigt ist. Die Erfahrung, dafi Ansitze des Typs
(4) keine Einschrinkung der Versuchsbeschreibung
nichtlinearer viskoelastischer Stoffe darstellen, findet
sich hiufig auch in der Literatur. Auf eine sehr umfas-
sende Zusammenstellung sei als Beispiel verwiesen [6]
S.190 — 198.

4. Das Deformationsgesetz des isotropen nicht-
linear-viskoelastischen Stoffes

Der phinomenologischen Beschreibung (4) fiir die
Kriechkurven (1) angepaBit ist das allgemeine Gesetz

t
9
& ) = I"ij O @)+ f J(t-7) Py ®;; (0,(n) d7 .

Hierin sind die & die Verzerrungen, % die Spannungen,
Fij (0yp und (I’ij (0))) Tensorfunktionen und J(t) die
mittlere Kriechfunktion gemdf (4). Eine Begriindung
dafiir, daf der Spezialfall (13) (,,Haupttheorie des
Kriechens” nach [7]) der allgemeinen Mehrfachintegral-
operator — Theorie der Viskoelastizitit eine ausreichen-
de Approximation darstellt, wird in [2] ausfiihrlich
gegeben. Im Rahmen der Zielstellung dieser Arbeit ist

nur wesentlich, daf im Falle des Kriechens (crij = oi(j) =
konst. fiir t > 0) aus (13)

&;(®) =T (op) + IO 2y (o) = & +T (1) €& (14)

folgt, so dab nur zwei Tensorfunktionen fiir den elasti-
schen Anteil

fﬁ =Ty ("21) (15)

und den Kriechanteil zur Bezugszeit J (tg)=1
- 0
eji(j = (I)ij (o (16)

noch zu bestimmen sind. Da im weiteren ausschlieflich
Kriechversuche untersucht werden, wird der Index 0 von
al?l weggelassen. Fiir isotrope Tensorfunktionen gilt

(vel- [8]):

e‘% = Fij (O = Ag (3,182 , I%) 6ij +Bg 6,5, I;) 9 +-

1]

8 1
+Cp (5,15, 13) oy 0y a7)

€ = B0 = Ay (5,15, 15) 8+ By (5,13, 15) 0 +

+Cx (15, 13) 0 0y - (18)

Die drei skalaren Faktoren sind Funktionen der
3 Grundinvarianten des Spannungstensors, die hier auf
die Deviator-Kugeltensorzerlegung bezogen wurden

1

0 =8 * 3 Ssij (19)
mit

8 =0p - (20)
Die 2. und 3. Invariante des Deviators sind dann durch
=~ o eLY
I3 = det(s,) (21.2)

definiert. Fiir isotrope Stoffe ist die zu (19) analoge Zer-
legung des Verzerrungstensors zweckmifig

€.. = E€..

1
5™ %500 ¢ (22)

Damit folgt aus (17)

E= Ap 5,1,1). (22.1)

_ _ 2
e = By (1, 19) 5+ Cpe. 15, 1) (e s+ 5158 -

{22.2)

Ganz analog li6t sich (18) umformen (ausfiihrlich z. B.
in [8] S. 257, [9].

Da fiir den elastischen Anteil die spezifische Forménde-
rungsarbeit unabhiingig vom Verformungsweg sein mus,
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folgen die skalaren Funktionen aus einem iibergeordne-
ten Potential P (s, Ig, Ig)

oP
E. 32 (22.1)
ds
aP oP. 2
E _ E E
elj - - —s Si] + (slk sk] + § Isz aij) = (22.2)
oy ol

Fiir den Kriechanteil ist eine dhnliche Aussage moglich,
allerdings ist der Zugang hier etwas komplizierter und
nicht ohne Festlegungen zum Zustandsbegriff zu voll-
ziehen [10]. Wird J(t) durch eine Exponentialreihe

t

N e
(O ‘[T I (- ™) 23)
0 n=

approximiert, so geht (13) in einen Differentialoperator
mit internen Zustandsvariablen iiber [2]. Balke [10] hat
dieses Deformationsgesetz im Falle einer speziellen
Funktion ®(0) einer thermodynamischen Analyse unter-
worfen. Wird die freie Energie pro Volumeneinheit als
Funktion der Zusteidsvariablen angesetzt, so folgt aus
der Dissipationsungiichung auf dem gleichen Weg, wie
er in [10] gewiesen wird, daf auch fiir (18) die durch
eine iibergeordnete Potentialfunktion Py (s, I5,, 13) gil-
tigen Einschrinkungen gelten miissen:
oPx

K_
- 3_K 24.1
ds ( )

€

oP oP 2
K_ K K 8
e A N
2

(24.2)

Der einfachste Ansatz fiir nichtlineares Verhalten folgt
aus (22) und (24) unter der Annahme, daf das Volumen
infolge Kriechen konstant bleibt:

Pg = Pyg(T) + Py (9) -

Be= Pip (2) - (25.2)

(25.1)

Zusitzlich mit der unbedeutenden Einschrinkung auf
linear-elastische Volumeninderung (Pag = as®) ent-
spricht der Ansatz (25) dem Standardgesetz [1].

Die Modifikation zum Einfluf der Mittelspannung wur-
de in [2], [3] vorgestellt. Die modifizierten Potentiale
lauten (A steht fiir E und K):

g
Y v
Py ) = ﬁ‘of £, (x,0p)x dx (26)

P, (s) s 27
2EY7 18K

Hierin ist oy, die 152 zugeordnete Vergleichsspannung

'3
oy =1\|-3L =\1 3 1%k (28)
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die Spannung o ist die analoge ,,Vergleichsspannung’
zu 8

oM =8, (29)

wobei in beiden Fillen einachsiger Zug den Vergleichs-
zustand bildet. Die Konstanten G und K sind die des
linear-elastischen Grenzfalls. Sie erfiillen die iiblichen
Beziehungen des linear-elastischen Materials:

G- " 30.1
 2(1+p) (30-1)
K= _ " _ 30.2
© 3(1-2») (30-2)

Die dimensionslose Zahl yk entspricht dem relativen
Anteil der Kriechschubdeformation, bezogen auf die
elastische Schubdeformation bei kleinen Spannungen
und der Zeit, fiir die J(t) = 1 ist, in der folgenden Ver-
suchsauswertung also bei t=102 h. Die Konstante yg
wird im allgemeinen yg = 1 gesetzt, damit G und K tat-
sichlich die elastischen Konstanten des linearen Grenz-
falls sind. Bei der Untersuchung einfacherer Varianten
als Sonderfille wird jedoch auch yg >1 zugelassen,

damit formal G und K ungeindert bleiben.

Die beiden noch willkiirlichen Funktionen f5 in (26)
sind durch

fA 0,0=1 31)
normiert.

Mit den Konstanten

7E:1;7K:75°"E=1;“’K:0 (32)

lassen sich nun (22) und (24) unter Beriicksichtigung von
(26) und (27) einheitlich fassen:

a 0.
A=A " Vo mogxdct A, (33
A=TA ¢ (60, 0)s (33.2)
i - 56 1A OV M) 8 :

Zum Aufbau von fy (oy, oy) sind zwei einfache Wege
naheliegend. Im ersten Fall wird f5 in ein Polynom ent-
wickelt. Dabei werden bestimmte Terme aus physikali-
schen Griinden ausgesondert und der Grad des Polynoms
beschriankt [2], [3]. Der zweite Weg besteht in der Bil-
dung einer neuen Invariantenkombination aus oy und
oM und dem Aufbau einer Funktion einer einzigen
Variablen. Dieser zweite Weg begrenzt von vornherein
die Allgemeinheit, hat dabei aber den Vorzug, mit weni-
ger Materialparametern auszukommen. Er wird hier
weiter verfolgt.

Als Invariantenkombination wurde zuerst {2]

. ='\’(1——a)o% taod (34)

mit dem Werkstoffparameter 0 <a <1 gewihlt. Diese
modifizierte Vergleichsspannung nimmt bei einachsigem
Zug den Wert der Zugspannung an und ist bei Zug-Schub-



Uberlagerung kleiner, bei zweiachsigem Zug dagegen
groBer als oy. Der Parameter o kennzeichnet den Ein-
fluf der Mittelspannung auf die Gestaltinderung. Dieser
verschwinde* fir a =0, dann entsteht das Standardge-
setz als Sonderfall.

Im Laufe der weiteren Untersuchungen [2], [3] zeigte es
sich jedoch, daB die Erfassung von Zug-Druck-Unter-
schieden genauso bedeutsam ist wie der EinfluE der po-
sitiven Miitelspannung auf die Gestaltinderung. Daher
wurde (34) zu

1+Asgno
- —aal + N0y 2
S = (1-a)oy ta Y oM (35)
modifiziert. Die Invariante S geht fiir gy; = 0 in
S = o2, (36)

iber. Der zweite Werkstoffparameter A beeinfluBt die
unsymmetrische Form der Zug-Druck-Kurven. Vom ge-
samten Einfluf der Mittelspannung auf S bewirkt der

Anteil

Y eine antimetrische Zug-Druck-Kurve, wie

sie sich auch infolge des stets antimetrischen Einflusses
von oy, ergibt. Der Anteil =3 wirkt fiir negative oy

dem von oy entgegen. Hieraus resultieren unterschied-
liche Kurvenformen im Zug- und im Druckbereich.

Fiir die Funktionen fg und fx in (32) und (33) soll also
die Festlegung

£, (0y> 0y) = £5(Sy) (37.1)
%0 =1 (372)
eingefiihrt werden.
Im einfachsten Fall gilt
1+A o
- - A %" Om
fi—l+bASA-l+bA[(l—aA)ozv+aA = o%{]
(38)

Dieser Ansatz fiihrt auf Isochronen in Form kubischer
Parabeln. Solche Parabeln reichen erfahrungsgemib aus,
bis etwa 100 % Abweichung vom linearen Fall MeGergeb-
nisse gut anzunihern. Daher geniigt im elastischen
Bereich der Ansatz (38). Bei der Kriechdeformation
treten jedoch fiir die obersten zwei Spannungsniveaus
Abweichungen iiber 300 % bis zum DreiBigfachen auf.

Es zeigte sich, daB eine einfache Potenzreihe

ff =1+by Sy +o S% (39)

dem stark progressiven Verlauf der Kriechisochronen
nicht gut folgen konnte. Besser bewihrte sich die Modifi-
kation

fie = 1+by Sg +cg Py (Sg) (40)

mit

P, (Sg) = fiir . (4)

Sk —Kk?)? > K2

SK
Wihrend beim Ansatz (39) die Approximation bei
kleinen Spannungen sehr ungiinstig beeinflut wird,

nimmt das Polynom (41) auf den Bereich Sk <k2
keinen Einflub.

Mit der Vereinbarung cg = 0 lassen sich nun folgende
einheitliche Zusammenhiinge fiir die Dehnungen mit den
Bezeichnungen nach Tabelle 1 und die Spannungszu-
stinde nach Abschnitt 2. aus (33), (37), (40) und (41)
berechnen:

e‘::%% [o+3bA(1_aA)o3+cA P, (3(1—ay)0?) a]

(42.1)
_"a 3 3
ch=h[orny (ray)o®re, = {Pz(az)—
—aAPz(aAoz)} o] +—Ag (42.2)
3\
A=A |g+b, 1+ Ay o3 4
o A( a, " Yo
roy — {( 2 p, (- 200 02
1-a, 142, 14%,
L= 1 w
_ A 2 Dy
a, Py P, (@, ey [ )} o:I + K o
(42.3)
A-T0 [ih 1470)084e, —
G 6G A A A l—aA
1+3a,)P, ((1+3a,)0?) —
{( a,) Py ((1+3a,)0%) (42.4)

sa, P, (40, 02)) 0| +22A

Fiir die Zahlen y5 und w)y gilt (32). Ist die Konstante K
bekannt, lassen sich aus (42) folgende normierten Deh-
nungen bestimmen, die nicht mehr von dem linear-elasti-
schen Volumeninderungsverhalten abhiingen:

- w

eA(oy) = by [ef} (0)— EKA o] . (43)
In (43) steht der Index T fiir S, Z, D, G (vgl. auch Ab-
schnitt 2.). Die Normierungszahlen p, sind

2
Bg=——3 Bz =Hp=1;

Mo =2 (44
NS e )
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und die Spannung 0 wird durch die zugeordnete Ver-
gleichsspannung nach (28) ersetzt

S: 0V=\/?o; Z,D,G: oy =0. (45)

Die Normierung nach (44) wurde so gewihit, daf fiir
das Standardgesetz (ap = 0) aus allen 4 Versuchstypen
einheitlich aus (42)

~A_~_Ta

G-t [ov +by02 +cyPy (02 Doy @6
folgt. Das entspricht dem vom Spannungszustand unab-
hingigen Zusammenhang zwischen der 2. Invarianten des
Verzerrungsdeviators (Vergleichsdehnung ey =%, vgl.
[3]) und der 2.Invarianten des Spannungsdeviators
(Vergleichsspannung oy) bei Gesetzen des Standard-
typs. Diese Unabhingigkeit vom Spannungszustand ist
fir alle nur auf I3 aufgebaute Gesetze typisch (z.B.
auch in der Plastizititstheorie bei Anwendung der
Huber-Mises-Hencky-FlieBbedingung oder in der Theorie
des Metallkriechens nach dem Norton-Gesetz oder der
einfachen Dehnungsverfestigungstheorie).

Im linearen Fall ergibt sich aus (42) bzw. (46) natiirlich
ebenfalls eine For:nulierung, die fir alle Spannungszu-
stinde gleich ist

- WL, S (47)

5. Bestimmung der Parameter des Deformations-
gesetzes

Die Bestimmung der 5 Parameter des elastischen Defor-
mationsanteils G, K, bg, ag und Ag sowie der 6 Parame-
ter der Kriechdeformation vy, b, ck, ag, Ax und k
erfolgt durch Anpassung an je 17 Mefiwerte gemif
Tabelle 1. Dabei wird der Mebwert o = 19,60 N/mm2
beim Versuchstyp S nicht verwertet da er mit oy =
33,9 N/mm2 betrichtlich oberhalb des obersten Bean-
spruchungsniveaus der iibrigen liegt.

Die Anpassung wird prinzipiell nach der Methode der
kleinsten Quadrate vorgenommen. Allerdings wurden
die Parameter nicht simultan optimiert, sondern nach-
einander. Dieser Weg ist bei der Sammlung von Erfah-
rungen iiber Ansatzformen effektiver, ergibt aber natiir-
lich etwas schlechtere Optima als bei gleichzeitiger Opti-
mierung aller Parameter.

Es sei vermerkt, dab fiir eine simultane Optimierung die
Ansitze der elastischen Deformation durch Einfithrung
von Abkiirzungen linear in diesen Variablen sind und
damit das Optimum ohne Schwierigkeiten bestimmt
werden kann. Mit dem Ansatz (40) wird dies zweite
Optimierungsproblem (fiir die Kriechdeformation) nicht-
linear in den Parametern. Hier sprechen alle Erfahrungen
dafiir, dafs es giinstiger ist, die Linearitit fiir sx <k2 aus-
zuniitzen und die Losung des linearen Gleichungssystems
zumindest als Startpunkt fiir die Suche des Minimums
der simultanen Optimierung zu nutzen.

Der hier beschrittene Weg der nacheinander vorgenom-
menen Parameterbestimmung sei kurz angegeben:
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Zuerst werden die elastischen Dehnungen aller vier Ver-
suchsgruppen durch die kubischen Polynome

E . 3
€p = ajp0tag, o (48)

unabhingig voneinander approximiert. Fiir den Zug- und
den Druckversuch wurden auch die gemessenen Quer-
dehnungen [5] nach dem Ansatz (48) ausgeglichen
(T = Zq, Dq). Aus der Bedingung der minimalen quadra-
tischen Abweichung zum theoretischen Zusammenhang
zwischen den linear-elastischen Konstanten folgen die
Mittelwertformeln

11
=== [z +arp +2Gayg* a6)] (49.1)
v 1

57 [Mza* fmgt 2ans ~a6)] (49.2)

fiir die Bestimmung von

3345 N/mm?2

= 0,343.

Mit (30) ergeben sich Schub- und Kompressionsmodul zu
G = 1245 N/mm2

K = 3558 N/mm2 .

=
I

-«

Mit bekanntem Kompressionsmodul K kénnen aus den
MeBwerten (Tabelle 1) iiber (43) die nomierten Deh-
nungen €p TA (der Stern kennzeichnet die MeBwerte im
Gegensatz zu den theoretischen Werten nach (42))be-
stimmt werden. Allen weiteren Approximationen llegt
nun die Fehlerquadratsumme

~%

Q = z[eTA_?é (ov)] ? s Min (50)

zugrunde, wobei die Summe iiber alle 17 MeBwerte der
Tabelle 1 zu erstrecken ist. Die normierten Dehnungen
wurden gewihlt, da hier keiner der vier Typen S, Z, D, G
gegenitber einem anderen durch einen Gewichtsfaktor
bevorzugt wird.

Mit den bereits ermittelten elastischen Konstanten wur-
den nun nochmals die elastischen Dehnungen nach (50)
mit dem Ansatz (48) ausgeglichen. Das Ergebnis dieses
Ausgleiches sind die a3g, a3z, agp und agg, die gemif
(42) jedoch nicht linear unabhingig sind. Der Vergleich
von (48) mit (42) fiir A = E unter Beachtung von cg = 0
ergibt

a l+a

_ﬂ = 1 E = "01 (aE) (52.1)
a3g —%

a 1+7a :

g ) (522)

Durch die Approximation lassen sich ; und ¢, berech-
nen, aus beiden folgt ein etwas unterschiedliches ap (im
konkreten Fall aus ¢ :ag = 0,163, aus ¢, : ag = 0,139),
so daB der Mittelwert a = 0,151 in die weitere Rech-
nung eingefithrt wurde. Aus



agp _ 1+ rop(1-32p)
ags  (1+A\p) (1-ap)

= 93 (0p, Ag) (53)

li6t sich mit dem bekannten ap der Parameter A be-
rechnen. Allerdings ergab sich im konkreten Fall ¢3 =
0,478. Nach [3] ist fiir 3 =7/1S = 0,478 bei k = 02 /01
=0 ab k =0,325 zu erwarten, daB die Nichtlinearitit
der linearen Dehnungszunahme entgegenwirkt. Eine
solche Erscheinung ist aber bislang nur bei allseitigem
Druck beobachtet worden [11]. Der zu kleine p3-Wert
wird daher als Me6fehler intepretiert und auf 3 = 0,75
festgelegt. Dieser Wert ist nach [3] die Grenze, bei der
auch bei ebenem Gleichdruck noch keine Abminderung
der linearen Dehnung auftritt. Aus (53) folgt dann Ag.

Mit bekanntem und festgehaltenen G, ag und Ag wird
(50) nochmals herangezogen, um bg, endgiiltig zu bestim-

men.

Die Bestimmung von ag und Ag erfolgt im wesentlichen
aus den MeBiwerten fiir die Kriechdehnungen nach dem
eben beschriebenen Algorithmus, d. h., es wird zunichst
ein kubischer Ausgleich vorgenommen. Das ist mit guter
Anniiherung moglich, wenn jeweils der Mefwert mit der
hochsten Spannung aus jedem Versuchstyp ausgeklam-
mert wird, so daf fiir den kubischen Ausgleich

K .7 = 3
€q = a) Oy +agn 0y (54)

gemidB (50) nur 13 MefBwerte mit oy <26 N/mm2
herangezogen werden. Die Minimierung von (50) liefert
die 5 Konstanter. @), a3g, a3z, a3p, a3G. Aus dem Ver-
gleich mit (42) folgen aus a; der Parameter vk = y und
wieder ¢ (ak), ¢2(ak) und ¢3(ak, AK). Auch hier
differiert ag aus ¢; und ¢y, und zwar zwischen 0,182
und 0,097. Die Mittelung ergibt ag = 0,140. Der Quo-
tient 3 = 0,833 liegt im zulissigen Bereich und wird
der Ak -Berechnung direkt zugrunde gelegt. Mit festge-
haltenem v, ag und Ag wird iber (50) bk endgiltig
bestimmt.

Tabelle 2
Materialparameter und mittlere Fehler des Ausgleiches
In allen Fillen gilt G = 1245 N/mm2 und K = 3558 N/mm?2

Die Approximation aller 17 Mefiwerte durch
~X _ - - 3 . - 5
€p = a) Oy tagq Oy T agq Oy (55)

mit festgehaltenem ag und Ak aus der vorherigen Rech-
nung mit (54) fiihrt durch den Vergleich mit (33), (37)
und (39) auf andere Werte fiir 7, bx und cg. Dabei
zeigte es sich, da bg negativ wurde und der mittlere
quadratische Fehler durch eine im Mittel schlechtere
Anniherung der 13 MeBwerte unterhalb oy = 26 N/mm2
um etwa 30 % zunahm.

Daher lag nahe, den Ansatz (40) zu wihlen, bei dem die
Approximation (54) bis zu der Grenze

sg <k2 (56)

unverindert gilt. Die Bestimmung der Grenze k erfolgte
aus dem Ansatz .

fr = 1+ S%, (57)

dessen freier Parameter cx bei festgelegtem 7y, ag und
Ak, deren Werte aus der kubischen Approximation der
13 Mefiwerte gemif (54) ibernommen wurde. Der mitt-
lere Fehler von (57) ist nur unwesentlich groGer als der
von (55). Die Kurve (57) schneidet im Approximations-
intervall die zu (54) gehérende Funktion (38). Unter-
halb des Schnittpunktes ist (38) besser zur Anniherung
geeignet, oberhalb sind Polynome hoheren Grades erfor-
derlich. Daher wird der Schnittpunkt von (38) (Kon-
stanten 7y, ag, AK, bx aus den 13 MeBwerten mit
oy <26 N/mm2 bestimmt) mit (57) (Parameter cg
aus allen 17 MeBwerten ermittelt) als die Spannung k
des Ansatzes (40) definiert:

k= e, (58)

Mit den nunmehr festgelegten Parametern v, ag, Ak,
bk und k kénnen die MeBwerte bestimmt werden, fiir
die sk >k2 gilt. Aus diesen Mefiwerten und Gleichung
(50) mit (42), (43) folgt die lineare Bestimmungsglei-
chung fiir den Parameter cx.

Elastischer Anteil (A =E) Kriechanteil (A =K) o
Lineares Standard- Gesetz mit Lineares Standard- Gesetz mit
Gesetz gesetz Mitteldruck- Gesetz gesetz Mitteldruck-
einfl. einfl.

va [1] 1.146 1 1 0.819 0.101 0.0742

ay [ 0 0 0.152 0 0 0.140

M [l - - 5.730 & - 3.100

bA[10-3mm#N-2]| 0 0.231 0.213 0 7.006 9.685

cA [10-5mm8N-4] | 0 0 0 0 3.331 3.336

k [N/mm2] - - - - 21.50 24.81

A€ [102] 0.061 0.050 0.018 0.433 0.352 0.047

T [%] 9.5 7.4 33 86.6 469 16.4
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Nach dem gleichen Algorithmus wurden mit ay =0,
Ap =0 die Konstanten v, ba, k und cj im Falle des
Standardgesetzes und mit zusitzlich bp = 0, cp = 0 die
Konstanten A des linearen Ansatzes bestimmt. Die
Ergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengestellt.

Mit den Parametern nach Tabelle 2 lassen sich nach
(42) die Dehnungen der speziellen Spannungszustinde
und nach (33), (35), (37), (40), (41) die Verzerrungen
beliebiger Spannungszustinde bestimmen. Bei einer
Auftragung der normierten Dehnung nach (43) als
Funktion von oy nach (45) fichern sich die Kurven
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erst fir ap # 0 von einer Einheitskurve, die sowohl bei
einer rein linearen Beschreibung entsteht als auch fiir
das nichtlineare Standardgesetz typisch ist, ausgehend
auf. Das zeigen die Bilder 3 und 4 fiir die elastische und
die Kriechdehnung.

Die Gesamtdehnung wird im Falle des Kriechens nach
(14) mit J(t) nach Tabelle 1 und bei zeitlich verinderli-
chen Spannungen nach. (13) berechnet. Die Gesamtdeh-
nungen nach (14) und (42) fiir das vollstindige Gesetz
mit Einflu§ der 1. Invarianten sind in den Bildern 5 bis 8
aufgetragen und mit den MeBSwerten nach Tabelle 1 ver-
glichen.
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6. Diskussion der Ergebnisse

Da der Bestimmung der Parameter (50) zugrunde lag, ist
der durchschnittliche quadratische Absolutfehler

Yoy 5B

2
Ta — <10y )] (59)

das MaB zur Bewertung der Approximationsqualitit. Mit
(59) lassen sich unterschiedliche Modelle untereinander
vergleichen. Als relatives Genauigkeitsmaf ist der mitt-
lere quadratische relative Fehler ungeeignet, da die rela-
tiven Fehler bei kleinen oy infolge der Optimierungsbe-
dingung (50) groBe Werte annehmen und das Ergebnis
in einer falschen Bewertung widerspiegeln. Daher wird
ein gewichteter relativer Fehler bestimmt, der bei nied-
rigen € bzw. oy den Einflufi des Fehlers abmindert. Als
Gewichtsfaktoren bieten sich die Dehnungen selbst an:

N TEA 2
Z; &__ = |
Py
£ = L eT (aVn)
x
P
= (60)
mit p, = €3 (oy,)-

Die Fehler aller Mefiwerte im Vergleich zur Approxima-
tion sind ebenfalls in Tabelle 2 zusammengestellt.

Es wird deutlich, daf beim Ubergang vom Standard-
gesetz zum Gesetz mit Mitteldruckeinfluf der absolute
Fehler wesentlich stirker sinkt als beim Ubergang von
der linearen zur nichtlinearen Theorie (im einfachsten
Fall, dem Standardgesetz).

Der Fehler des Mitteldruckmodells betrigt fiir die
Kriechdeformation nur noch 13 % vom Fehler des
Standardgesetzes bei einer Zunahme der verfiigharen
Parameter um 50 %. Dabei ist der wesentliche Parame-
ter ag. Der Parameter Ak bewirkt, daff sich im Falle
des Kriechens 24 % der ersten Invariante sich gleich der
zweiten Invariante antimetrisch auf das Zug-Druck-Ver-
halten auswirken, 76 % dagegen wirken im Druckbe-
reich verkleinernd auf den nichtlinearen Anteil. Da der
Gesamteinfluf der ersten Invarianten abe. bei ebenen
Spannungszustinden klein gegeniiber dem der zweiten
bleibt, ist es sicher zulissig, den Parameter Ak als sehr
groB aufzufassen und die Invariantenkombination (35)
durch

Sk = (1-ag) 0% tag 01%4 sgn 0y, (61)

anzunihern. Dann ist nur noch ein Parameter gegen-
iber dem Standardmodell zusitzlich einzufiihren. Im
Zugbereich &ndert sich dabei nichts, nur im Druckbe-
reich werden die Dehnungen geringfiigig kleiner.

Es ist interessant, daf bei Versuchen aus Zug und Tor-
sion bei allen bislang untersuchten Experimenten sich
der og-Wert in dhnlicher GroBenordnung einstellt
(Tabelle 3). Der Mittelwert aller bisher ausgewerteten
Versuche betrigt ag = 0.16 = 0.05.

Beim elastischen Deformationsanteil reicht infolge der
geringen Nichtlinearitit das Standardmodell aus. Die
Zunahme der Fehler der Kriechdeformation gegeniiber
dem elastischen Anteil beruht im wesentlichen auf der
auch experimentell zu beobachtenden Zunahme der
Streuung der Versuchswerte aus mehreren Versuchen
gleichen Spannungszustandes im Verlaufe des Krie-
chens.
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Tabelle 3
Parameter 0 von unterschiedlichen Thermoplasten

Material RohrprobenabmaBe in mm Beanspruchung Versuche Auswertung oK
Dm ] L in - in
PVC 23.9 1.6 103 zZ,T [14] [2] 0.09
PUR 239 153 103 Z.T [12] [2] 0.20
PMMA 140 10 75 Z,T [13] [2] 0.16
PVC 218 1.0 120 Z,T [15] 6] 0.14
PVC 21.8 1.0 120 Z;T [17] [2] 0.23
PVC 60.0 3.0 360 ZD,P [4] — 0.14

(Z — Zug, ZD — beliebige Liingskraft, T — Torsion, P — Innendruck)

Tabelle 4

Mittlerer absoluter und mittlerer gewichteter Fehler der Gesamtdehnungen

Lineares Gesetz Standardgesetz Gesetz mit Mittel- Gesetz mit Mittel-
druckeinflufs druckeinfluf
(vereinfacht) (vollstindig)
og; o [1] 0;0 0;0 0;0,140 0,151;0,140
s A 1] - - —; o0 5,73; 3.10
Ae [10-2] 0,149 0,125 0,036 0,021
f [%] 19,7 14,3 5,0 3,1
In der Tabelle 4 sind die mittleren Gesamtfehler aller LITERATUR
77 Mefiwerte n2ach Tabelle 1 (ausschlieflich Schub bei (1]
0=19.6 N/mm? = ¢ ov =339 N 2 . : 1 Bergander, H., Balke, H., Hartmann, D., Lehmann, H.;
h 'tt’5 /d h V Véﬁ :'X /m(rin » vgl. Ab Rohle, H., Trinkner, M., . Ulbricht, V.: Berechnung von
schnitt 5.) durch sinngemdfe Anwendung von (59) Bauteilen aus Thermoplasten im nichtlinearen Bereich
und (60) auf € nach (14), (42) zusammengestellt. Zu- der Deformation. Plaste und Kautschuk 21 (1974), 8,
sitzlich wurde das eben erérterte vereinfachte Gesetz (2] 183 606;611' e BrnslehEal
. : : . PR 1 12 ergander, H.: Die Aufbereitung der Grundgleichungen
mit Mitteldruckeinfluf (.nur ein zusitzlicher Material 3 der nichtlinearen Viskoelastizititstheorie fiir die numeri-
parameter ag statt der vier Werte af, )\E, aK, AK) auf- sche Losung von Anfangs-Randwertproblemen. Diss. B,
genommen, dessen Parameter YK, bg und cg bei iiber- TU Dresden 1976.
nommenen Werten ag und k durch nochmalige Appro- [3] Bergander, H.: Der Einfluf der Mittelspannung auf das
. . .. Kriechverhalten isotroper Plastwerkstoffe. IfL.-Mitt. 16
ximation neu optimiert wurden. i (1977), 4, S. 118 — 127.
Es ist zu erkennen, daf beide Mitteldruckmodelle nahe- [4] Lehmann, B.: Beitrag 6zum ) Spannungs-Defor(r;nati9ns-
zu gleichwertig sind, den Genauigkeitsanspriichen eines Xlzgﬁgﬁ;gvf&l(?c § — 68, Diss., TH Otto von Guericke
Berechnungsverfahrens entspreche‘n und deutlich das [5] Bergander, H.: Elimination des Alterungseinflusses bei
Standardmodell iibertreffen, wohingegen letzteres das Kriechversuchen mit PVC. IfL.-Mitt. 19 (1980), 6,
grobste Modell nicht wesentlich verbessert. Diese Aus- [6] i 2(1117 - ;22' 15, 0 K. C 4 Relax
e : . indley, W.N., Lai, J.S., Onaran, K.: Creep and Relaxa-
sag.q'an bestatlgt?n voll den in [2] und [3] entw1f:kelten tion of Nonlinear Viscoelastic Materials. Amsterdam,
phianomenologischen Vorschlag zur Weiterentwicklung New York, Oxford 1976.
des Standardgesetzes. [7] Wnbroums, A. A., lo6enps, B. E.: OcHOBBI MaTe-
MaTHYECKOH TEOPHH TEPMOBA3KOYTPYyTOCTH
Mockga 1970.
[8] Freudenthal, A.M., Geiringer, H.: The Mathematical
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