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Anwendung unstetiger Wirbelschichten zur Berechnung ebener

Grenzschichtstromungen

Tibor Czibere

Das Geschwindigkeitsfeld der Grenzschicht wird als induziertes Geschwindigkeitsfeld einer unstetigen Wirbelschicht, deren Ausdehnung

gleich der Grenzschichtdicke ist, betrachtet.

Durch geeignete Wahl der Wirbeldichtefunktionen wird fiir ausgewihlte Beispiele die Ubereinstimmung der berechneten mit den experi-

mentellen Ergebnissen nachgewiesen.
1. Einleitung

In [10] wurde gezeigt, dak ebene Grenzschichtstromun-
gen mittels unstetiger Wirbelschichten berechnet werden
konnen. Hierbei wird die Grenzschichtstromung ersetzt
durch ein Geschwindigkeitsfeld, das von Wirbelschichten
induziert wird, die sich in der Grenzschicht ausbilden.

Nachdem in [10] die Grundlagen des Berechnungsver-
fahrens dargelegt wurden, soll im folgenden an einzelnen
Beispielen die Anwendung des Verfahrens gezeigt wer-

den.

2. Die laminare Grenzschicht entlang der ebenen
Platte

Die Rechnungen fiir dieses Beispiel wurden mit der An-
nahme durchgefiihrt, daf der Anstellwinkel der ebenen
Platte zur parallelen Anstromung gleich Null ist. In
diesem Fall sind die Geschwindigkeiten auf den beiden
Seiten der ebenen Platte gleich. Auf die Platte wirkt
‘keine zur Richtung der Anstromung senkrechte Auf-
triebskraft. Daraus folgt, daf das Integral

L= f2w(x,y)dA 8))
M

der Wirbeldichtefunktion 2 w (x,y), bezogen auf das
Gebiet T der entstehenden Wirbelschicht, verschwindet.
Der Druck entlang der Platte ist konstant, so daf sich
fiir die Dicke der Grenzschicht 8, die gleich der Dicke
der Wirbelschicht ist, nach [10] GI. (19) exgibt:
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(L Lange der Platte, x laufende Koordinate)

Da eine ebene Platte angenommen wurde, gilt fiir die
Koordinaten der Skelettlinie yg (x) = 0, fir die Zirkula-
tion I' = 0 und fiir die Grenzschichtdicke auf der Saug-
seite 85 und auf der Druckseite 5p 8g =8p = § (x). Fir
die Wirbeldichte-Funktion der Wirbelschichten auf
beiden Seiten der Platte erhilt man aus [10] G1. 21 und
22 fiir den Fall einer laminaren Grenzschicht:
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(Uso bedeutet die Anstromgeschwindigkeit weit vor der
Platte, C eine Konstante)

Bild 1 zeigt die Ergebnisse eines Rechenbeispiels. Fiir
eine Reynoldszahl Re = 105 und fir C = 2,1 ist das be-
rechnete Geschwindigkeitsprofil der Grenzschichtstrs-
mung an der ebenen Platte fiir mehrere Stellen x/L dar-
gestellt und mit dem Geschwindigkeitsprofil nach Bla-
sius verglichen.

Die Ubereinstimmung ist gut. Das bedeutet, daf die
laminare Grenzschicht entlang der ebenen Platte schon
mit einer Wirbeldichtefunktion ganz einfacher Form
angeniihert werden kann.
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3. Die turbulente Grenzschicht entlang der ebe-
nen Platte

Es sei der Anstellwinkel der ebenen Platte in der paralle-
len Stromung gleich Null. So wirkt keine Auftriebskraft
auf die Platte. Das Integral der Wirbeldichte verschwin-
det. Fiir die Dicke der turbulenten Grenzschicht erhilt
man nach [10] Gl. 19 den folgenden Zusammenhang:

N ()

Aus der GI. (22) in [10] fiir die Wirbelbelegung:

Y6 *9s

(x) = f

b'e 8s
2w(x,y)dy = Um'A(E) +U,*C- ln:s—
Y6 —9p

D

®)
erhilt man unter Beachtung, daf fir die ebene Platte
ohne Anstellwinkel 7 (x) =0 und A (.I’:‘) =0 sein mus,
fir die Wirbeldichtefunktion:

2w (x,y) = Uge E; -6<y<s§. (6)
y

Im Bild 2 sind die Ergebnisse eines Rechenbeispiels ange-
fiihrt. Das Beispiel wurde fiir Re = 107 und fiir C = 0,125
in der Wirbeldichtefunktion Gl. (6) berechnet. An meh-
reren Stellen der ebenen Platte wurde das Geschwindig-
keitsprofil bestimmt. Diese Punkte sind im Bild 2 darge-
stellt und mit dem universelien, turbulenten Geschwin-
digkeitsprofil, das auf Grund der Messungen im glatten
Rohr und an der ebenen Platte gewonnen wurde, ver-
glichen worden [8], [9]. Die Ubereinstimmung der Er-
gebnisse ist auch hier gut.
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4. Turbulente Grenzschicht entlang der gewdlb-
ten Platte

Als nichstes Beispiel wurde die Grenzschichtstrémuryg,
die entlang der leicht gewolbten Platte entsteht, unter-
sucht. Die Wolbung der Platte betrigt 4 %. Das ist ein
kleiner Wert, gering genug, um von der turbulenten
Grenzschicht annehmen zu kénnen, daB sie sich von der
Platte nicht ablost. Die gewdlbte Platte wird in die paral-
lele Stromung mit der Geschwindigkeit Uy, so gelegt,
daB die Sehne ihrer Skelettlinie zur Stromung parallel
ist (Anstellwinkel gleich Null).

Die Skelettlinie der Platte sei eine Parabel zweiten Gra-
des. Wie aus der Tragfliigelprofiltheorie bekannt ist, ist
die Wirbelbelegung 7iq (x) in diesem Falle ellipsenfor-
mig:

4 Fi X
1@ == \‘1—0—2-5)2 @

Wenn dieser Ausdruck in die aus der Tragfliigeltheorie
bekannte Gleichung (siehe auch [10])

L
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eingesetzt wird, erhilt man fiir die Geschwindigkeits-
komponente V(x) senkrecht zur Anstromrichtung fir
reibungsfreie Strémung entlang der Platte:

Vg = 2. T o 9)
(x -y —L—( - E) (
Mit Hilfe der kinematischen Stromungsbedingung

d V(x

E = _._(_) (10)
dx Ugo

erhilt man nach der Integration fiir die Skelettlinie der
Platte yg (x):

YE(X) % %i:l:L_, E(I_E) (11
Fiir die Bestimmung der Dicke der Wirbelschicht muf
die Verteilung %—o bekannt sein. Auf Grund der aus der
Tragfliigelprofiltheorie bekannten Beziehung (siehe auch

[10])

1
U(x) = Uyt 5 Tid (x) (12)
erhiilt man:
U 2 Iy X o
— = 1t e Y 1 = (L =2 = 13
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Das positive Vorzeichen gilt fiir die Saugseite, das nega-
tive fiir die Druckseite. Die Dicke der Wirbelschicht auf
der Saug- bzw. Druckseite §g bzw. 6p wird nun mit
Hilfe der in [10] veroffentlichten Beziehung (19) berech-
net. Im Bild 3 sind die sich aus den Gleichungen (7) bis
(13) bestimmten Verteilungen dargestellt, wobei fiir
INd/ UL = 0,25 gesetzt wurde (entspricht einer Platte
mit der Wélbung von 4 %).
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Im Bild 4 ist die Funktion fiir die Skelettlinie yg (x) und
die Verteilung der Dicke der Wirbelschicht bei Re = 107
dargestellt worden. Der Mafistab in y-Richtung ist im
Vergleich zur x-Richtung um den Faktor 25 groBer ge-
wiihlt worden.
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Die Funktion A (x/L) in der Wirbeldichtefunktion hat
die Form

x g _4 Tu X g
A~ U, 7 UglL \Jl—(lmzi) a9

Mit Gl. (14) und einen Wert C = 0,125 konnen die indu-
zierten Geschwindigkeiten der Grenzschichtstromung,
die entlang der gewolbten Platte entstehen, aus den in
[10] verdffentlichten Beziehungen (29) bis (34) be-
stimmt werden. Wenn sie bekannt sind, kénnen die Ge-
schwindigkeitskomponenten in eiaem beliebigen Punkt
der Ebene x, y mit Hilfe der Gleichungen

u(x,y) = uid (x,y) + ug (x, y)t Us (15)
v(x,y) = vid(x,y) * vH (x,¥) (16)

berechnet werden.

0.4
Jia
////’—_—7 -_:\\\
1 7
t 02 - | Uw .
A \\
Um / \\
0
s ER——C S
U =
7
\\\\ /
— ___30_7
Ueo
0,04 o
[ R
1 Yso
t 7 T N
A
002 V7 L ALY
Y N\
[ 5
0
0 0,2 0.4 0.6 08 1

x/L ———

Bild 5

Im Bild 5 sind die Wirbelbelegungen fiir die Potential-
stromung 7iq (x) und die fiir den Fall der reibungsbehaf-
teten Stromung korrigierte Wirbelbelegung v (x) darge-
stellt. Infolge der Reibung verindert sich die Wirbelbe-
legung entlang der Platte nach Gl. (5). Im Bild 5 sind
weiterhin die Verinderungen der Geschwindigkeiten,
die sich auf der Saug- und Druckseite der Platte an den
Grenzen der Wirbelschicht ergeben, dargestellt worden.
Diese Geschwindigkeitsverteilung an der Grenze zwi-
schen Grenzschicht und Potentialstrémung bestimmt
nun die Druckverteilung in der Grenzschicht. Es ist
interessant, die zur Wirbelbelegung v (x) gehorende
,reibungsfreie” Skelettlinie yG o (x) zu bestimmen. Der
Vergleich zwischen den Linien yg (x) und ygo (x)
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zeigt uns, in welchem Mafe die Platte wegen der Rei-
bung verindert werden muB, damit eine entsprechende
Auftriehskraft auf die gew6lbte Platte wirkt.

5. Die turbulente Grenzschicht entlang eines
Tragfliigelprofils

Als ein weiteres Beispiel soll die Bestimmung der Grenz-
schichtstrémung dienen, die entlang eines schwach ge-
wolbten, diinnen Tragfliigelprofils entsteht. Die Wolbung
der Skelettlinie des Fliigelprofils sei 4 %. Die relative
maximale Dicke des Profils senkrecht zur Skelettlinie
sei 8%. Lie dazugehorige Quell-Senken-Verteilung q
wird in der folgenden Form angenommen:

%[0\ = X1/2 x
q*(x) = 0,0989 () /%~ 0,0344 - 0,4491 - —

17
—0,0125 (E)2 +0,2850 (%)3 17

Die Wirbelbelegung v;jq wird entsprechend der Gl. (7)
angenommen, weil die Wolbung der Skelettlinie des Pro-
fils auch 4 % ist. Von den Rechendetails der geometri-
schen Form des Tragfliigelprofils sehen wir ab, weil diese
in der dazugehorigen Literatur gefunden werden kénnen
[2], [5]. Wir zeigen nur die Bestimmung der Grenz-
schicht. Das Tragfligelprofil wurde mit den erwihnten
Belegungen maBstiblich im Bild 6 dargestelit. Die
Dicken der Wirbelschichten 8g und &p, die entlang der
Kontur des Tragfliigelprofils entstehen, sind mit Hilfe

Die Reynoldszahl betriigt Re = 107. Bei der Berechnung
der durch die Quellbelegung induzierten Geschwindig-
keit ug nach [10]GL 35 wurde die Naherung yg — y¢ = ©
verwendet, weil ein leicht gewdlbtes Profil angenommen
wurde:

1 ? d
s f % (g X
Uo 2w 0 () x—x

(Einzelheiten der Rechnung siehe [2], [5], [10]).

(19)

Die Wirbeldichtefunktion der Wirbelschicht wurde mit
Hilfe der Beziehungen 20 und 21 in [10] bestimmt. Die

Funktion A(—Ii( ) ist durch Gl 14 gegeben, wobei
[q/ (U * L) = 0,25 gilt. Die Konstante in der Wirbel-

dichtefunktion wurde C = 0,125 gesetzt. Die Geschwin-
digkeitskomponenten entlang des Tragfliigelprofils, die
durch die Wirbelschicht induziert werden, kénnen mit
den Gleichungen 21 bis 34 in [10] berechnet werden.
Hierbei miite fiir yg (x) streng genommen die Kontur-
linie des Tragfliigelprofils eingesetzt werden. Man kann
aber statt der Konturlinie die Skelettlinie des Profils neh-
men, weil der Fehler bei schwach gewdlbten Profilen
sehr gering ist. Die Geschwindigkeitskomponenten in
einem beliebigen Punkt der x, y — Ebene werden mit
Hilfe der Gleichungen

u(x,y) = uid (x,y) + ug (x,y) * ug(x,y) + Uy (20)

der Gleichung 19 in [10] berechnet worden, wobei v(x,y) = vid (X, y) *+ vH (X, ¥) * vq (X, ¥) (21)
U/U,, die folgende Form hat: )
berechnet.
E___ . S _2_ la 1—(1-2 b )2 Im Bild 6 wird die Geschwindigkeitsverteilung c¢/U, in-
Uso U, 7 UglL L nerhalb der Grenzschicht an insgesamt 12 Stellen entlang
(18) der Konturlinie des Tragfliigels gezeigt.
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Die gestrichelte Linie in den Diagrammen der Geschwin-
digkeitsverteilung bedeutet die Dicke der Wirbelschicht.
Im Bild 7 sind die Wirbelbelegung 7;q fiir den reibungs-
freien Fall und die y-Belegung fir den Fall der realen,
reibungsbehafteten Umstromung des Tragfliigelprofils
dargestellt. Weiterhin sind die Geschwindigkeitsverteilun-
gen auBerhalb der Grenzschicht entlang der Konturlinie
des Tragfliigelprofils und die dimensionslose Druckvertei-
lung, die mit der Gleichung

= 1- () 22)
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bestimmt wurden, aufgetragen. Auch hier wurden die
Geschwindigkeits- und Druckverteilungen zum Ver-
gleich sowohl fiir die reibungsbehaftete als auch fir die
reibungsfreie Umstromung berechnet und dargestellt.
Die berechneten Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte be-
tragen cp = 0,46 und cy = 0,0086.
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