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Bereqhnung von erzwungenen, gedampften Biegeschwingungen
mit Ubertragungsmatrizen

H. Sollmann

Das Ziel der Arbeit besteht darin, das Verhalten von Biegesystemen beurteilen zu konnen, die erzwungene, gedimpfte Schwingungen
ausfiihren. Zur Lésung der Aufgabe wird das Verfahren der Ubertragungsmatrizen herangezogen. Dabei werden im Hinblick auf eine
mdglichst breite Anwendbarkeit auf Probleme des allgemeinen Maschinenbaus zunichst verschiedene Ubertragungsmatrizen aufbereitet.
Diese Vorgehensweise gestattet, spezielle Probleme untersuchen zu konnen, wie etwa das Schwingungsverhalten von Leit- und Lauf-
schaufeln axialer Turbomaschinen oder die Beurteilung der Biegeschwingungen von Rotoren. Die Aufbereitung der Ubertragungsmatri-
zen erfolgt unter Anwendung der komplexen Schreibweise, d. h. es werden alle zeitabhingigen Gréfen als Imaginirteil einer komplexen
Verinderlichen aufgefaft. Die Lsung von Schwingungsproblemen mit Hilfe der komplexen Schreibweise ist nicht neu, sie wird bei-
spielsweise schon von Cremer [1] und Wagner [2] benutzt. Im Hinblick auf ein aufzustellendes Rechenprogramm in der Programmier-
sprache FORTRAN, bei der mit komplexen Gréfen gerechnet werden kann, werden die dimensionslosen Zustandsgréfien des Zustands-
vektors in komplexer Schreibweise angegeben. Die zum Schluf der Rechnung an einer beliebigen Schnittstelle in Real- und Imaginrteil
vorliegenden Zustandsgréfien der Verschiebung, der Neigung, des Biegemoments und der Querkraft kénnen dann mit der im allgemeinen
varigblen Erregerfrequenz entweder als Ortskurve oder nach Zusammenfassung als Vergréferungsfunktion dargestellt werden.

1. Vorbetrachtungen Eine in die Rechnung eingehende Ubertragungsmatrix

ist die Matrix eines elastischen Balkenabschnittes mit
Es ist bekannt, daB jede zeitabhingige GroBe als Imagi- konstantem Querschnitt. Er kann als masselos oder als
niirteil einer komplexen Verinderlichen aufgefafit wer- massebelegt aufgefafit werden. Diesem Balkenabschnitt
den kann, beispielsweise wird neben einer duberen eine innere Dimpfung zuge-
y = ’}‘, sin (St + ) 1) ordnet, unabhiingig davon, fiir welche der beiden Matri-

zen man sich bei der Festlegung des Modells entscheidet.

ist der Imaginiirteil der komplexen Verinderlichen Nach Bild 1 wird jeder Werkstoffaser neben einer Feder-
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Sind Real- und Imaginirteil bekannt, so folgt daraus die .
wirkliche Grofe Bild 1
- Bezeichnungen am Balkenelement
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Ein Vorteil der komplexen Rechnung besteht darai S /
in Vorteil der komplexen Rechnung besteht darain, EkRE(zs 4 \
daf sich der Zeiteinflub ei2t zu Beginn der Rechnun w6 EkiRe(zs - s
e J / / E(z,s)
abtrennen li6t, und nur die komplexen Amplituden be- — /I
trachtet werden brauchen. Um Schreibarbeit zu sparen, Vs est)
wird deshalb von vornherein vereinbart, da alle zeit- e@si)
abhingigen GroBen (Zustandsgrofien, Erregungen) so- : E(zs)

gleich als komplexe Grofien aufgefat und nicht extra
gekennzeichnet werden. Eine Ausnahme bilden jene
GroBen, die im Verlaufe der Rechnung nicht sofort als
komplexe erkannt werden.

Sie erhalten die iibliche Kennzeichnung durch eine

Bild 2
Tilde.

Hysteresekurve einer Werkstoffaser
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die Diampfungskraft proportional der Dehngeschwindig-
keit é angenommen wird, nimlich

Yast) " B L) * Ki€aue)) ®)
(Voigt-Kelvin-Modell).
Dabei kann fiir die in die Gl. (5) eingehende Konstante k;
entweder k; = k; mit kj in [s] (6)
kg
oder k; = = mit kg in[./.] )

gesetzt werden.

Es laBt sich zeigen, dafi Gl. (5) im Spannungs-Dehnunge-
diagramm eine Ellipse mit den Halbachsen G(z ) und

Ekiﬂe(z,s) darstellt, deren Ordinaten an der Stelle
(2,8.1) iiberlagert sind, Bild 2. Da-

bei wird vorausgesetzt, dab sich die Dehnung ebenso wie

€(2,5) der Geraden Ee

der Schwingungsvorgang harmonisch mit der Zeit dndert.
Man erkennt, dab die kleine Halbachse der Ellipse

mit Gl. (6) die Gréfe  Ek; Q€ ,
mit Gl. (7) die Grobe Fky '€

annimmt.

(z,8)

Der Ansatz (6) stellt somit eine von der F requenz der
Erregung abhiingige, der Ansatz (7) hingegen eine fre-
quenzunabhiingige Diampfung dar. Die Praxis zeigt, dab

die Werkstoffdimpfung nahezu unabhingig von der Fre-.

quenz ist. Deshalb kommt dem Ansatz (6) nur eine
untergeordnete Bedeutung zu.

Unter der Annahme schwacher Balkenkrimmungen er-
hilt man nach Bild 1 die bekannte Beziehung
RSN @
beziehungsweise durch Differentiation nach der Zeit die
Dehngeschwindigkeit

é(z’s9t) - Sv’(’z'!t) : (9)

Das Biegemoment an der Stelle z zum Zeitpunkt t lautet

Mz1) = f 505 01 dA - (10)
A

Setzt man die Gln. (5), (8) und (9) ein, so wird daraus
M(z,t) = EI(z) [Vf'z,t) +kj V&'z',t)] . (1)

2. Darstellung der Ubertragungsmatrizen

2.1. Feldmatrix fir den massebelegten Stab konstan-
ten Querschnitts mit innerer und duferer Dimp-
fung bei Streckenlasterregung

Am Balkenabschnitt soll eine zeitlich harmonisch ver-
dnderliche Streckenlast vorliegen. Derartige Schwin-
gungserregungen treten beispielsweise bei den Schaufel-
schwingungen in Turbomaschinen auf, hervorgerufen
durch die Druck- und Geschwindigkeitsinderungen in
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den Nachlaufdellen der Stromung gegeniiber der unge-
storten Strémung hinter dem Schaufelgitter.

Ferner soll am Balkenabschnitt neben einer inneren
Dimpfung eine kontinuierlich verteilte dufere Damp-
fung vorliegen, die als geschwindigkeitsproportional
angenommen wird. Solche Dimpfungen treten in der
Praxis héufig auf, zum Beispiel kann bei Wellen in sehr
breiten Gleitlagern in erster Niherung ein derartiges Be-
rechnungsmodell angenommen werden. Die sogenannte
Gaskraftdimpfung, hervorgerufen durch die Schwin-
gungsbewegung der Schaufel im st: .menden Gas, spielt
bei den Verdichterbeschaufelungen eine wesentliche
Rolle und sie stellt ebenfalls eine kontinuierlich verteilte,
geschwindigkeitsproportionale Dimpfung dar.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung wird ein aus
dem Balken konstanten Querschnitts (Querschnitt Ay,
Biegesteifigkeit EIi ) an der Stelle & herausgeschnittenes
Balkenelement betrachtet, Bild 3. Schubverformung und
Drehtrigheit der Querschnitte werden dabei vernachlis-
sigt. Die Gleichgewichtsgleichungen fiir die Biegemo-
mente und fiir die Kriifte liefern unter Einbeziehung der
Gl. (11) die partielle, inhomogene Differentialgleichung

Elie vy * kv 1 P AR V(g P Ro V(g = g
(12)
wobei alle zeitabhingigen GroBen, wie vereinbart, als

komplexe GroBen aufzufassen sind.
Falls die Erregung in der Form vorliegt

- A it
Ut ~ Up® (13)
wird die erzwungene Bewegung mit der Kreisfrequenz (2
der Erregung verlaufen. Wir machen deshalb den Ansatz

N 19
e T Yo (14
mit dem wir die Dgl. (12) in die Form bringen
RO 02 R = A
LEVE) — oAk v = - (15)
In Gl. (15) bedeutet
E = EQ+jkQ) = E¥ (16)

den komplexen Elastizititsmodul, der die innere Diimp-

fung, und
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Bild 3

Zur Matrix eines elastischen Balkenabschnittes



A = Ap (1—i 17
Ag k ( JpAkﬂ) 17)

die komplexe Querschnittsfliche, die die dufiere Dimp-
fung widerspiegelt.

Die Losung der Gl. (15) setzt sich bekanntlich zusam-
men aus der Losung der homogenen Differentialglei-
chung und einer partikuliren Lésung.

Zur Losung der homogenen Dgl. bringen wir die ver-
kiirzte Gl. (15) in die Form

A K 4 A
T — (3 Yy =0 a8)
k (I — Liinge des Balkenabschnittes),
wobei
o4 P DPAL o902 A (1_@)_
LB KEEQY) T oA
. ko (1)
— i (k82 + )
PALQ
abgekiirzt wurde, und wir machen den Ansatz
~ X§
gl = Ge ¥, (20)

Indem man differenziert und einsetzt erhilt man die
charakteristische Gleichung

N R =0, (21)

bzw. mit Gl (19) unter Anwendung des Satzes von

Moivre nach Trennung in Real- und Imaginirteil lauten
die Wurzeln

N = Re(§)+jIm (%),

B R e e o - (22)
=N A3=-N; M=—jA,
wobei
4 4 2 2
» Qv p2AZ02 +k
Re(Ny) =||f X2 V° Ak cos &,
KEV1+kZ Q2
4 (23)
~ 2/ p? 29@?
Iy | K2V A, | B
KEV 1+k2 Q2
mit
pALk; 2 +
g = arctan _B_‘_ki ~ (24)
Q (kokj —pAy)
bedeuten.

Die Gln. (22) lassen erkennen, dab sich die Wurzeln
durch eine, beispielsweise durch Aj ausdriicken lassen,
wovon spiter Gebrauch gemacht wird. Setzt man sie in
den Léosungsansatz (20) ein und formt man die erhalte-
nen Ausdriicke um, wobei die noch offenen, komplexen

Integrationskonstanten neu bezeichnet werden, so er-
hilt man die homogene Losung

~ ~E ~ . ~£ ~ ~ E
eh(s) = BlcoshxIE +Bg sinh Ay —1;+B3 cos A\ " +
¢ Byanky o . (25)
I

Fir die Verteilung der harmonisch mit der Zeit sich
dndernden Streckenlast wird eine parabelférmige Ver-
teilung der Form

A A ~ & ~ £ 2
= +ta) — +2 — 26
Yg T Ga Tt 28 ( lk) (26)
vorgegeben, wobei die komplexen Koeffizienten
ay = —3§k_1 +4‘?lm—qu
@7
~ "

A I
a3 = qy 3 —2q, *q

I
durch die Punkte (0, ak-l); (—é— 3 &m); (hc,/‘ik) festgelegt
sind, Bild 3.

In den meisten praktischen Fillen ist eine derartige
Beschreibung der Streckenlastverteilung ausreichend,
und es lassen sich die Sonderfille der mit £ linear verin-
derlichen sowie der konstanten Verteilung leicht daraus
ableiten.

Gemih der Storfunktion Gl. (26) wird fiir die partikulire
Losung der Ansatz gemacht

Qp(z) =Cy+Cp g+ Cag2. (28)

Indem man diesen Ansatz differenziert, in die Dgl. (15)
einsetzt und einen Koeffizientenvergleich vornimmt, ge-
langt man zur partikuliren Lésung

A 1 PR SRS Y

2(®) "7 Q2pA, [qk-ﬁalE t2a (Tk) ] - (29)

Damit lautet die vollstindige Lésung

C(E) = §1 coshxl1§+§2 SinhxllE +§3 COBXIE *
k . (30

+ §4 sin’)\\‘llE — — Eik.l +21 E+ 22y (_E_)z] .
kK Q2pAy I I

1

Ausgangspunkt zur Aufstellung der Ubertragungsmatrix
ist die Gl. (30) mit ihren Ableitungen, und es ist nach
Gl. (11) unter Einbeziechung der Gl. (14) zu beachten,
daf

A jad 3

M) = KEvy

2 Al = A
Fot)= M) = KE vy

Sind an der Schnittstelle k—1 bei £ = 0 die Zustandsgro-
Ben bekannt, Bild 3, so lauten die Randbedingungen

31

A A A A A o gy

%1 = Vo) Ykl T V(o) M1 =Lk E v
A - 32
Fok1=KkE 3('(’,') 32)
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Sie liefern vier Gleichungen fiir ’]\3'1 bisﬁ,;,. Lést man das
Gleichungssystem, setzt die erhaltenen Ausdriicke in Gl.
(30) und deren Ableitungen ein und betrachtet die
Schnittstelle k bei £ = Iy, so erhilt man unter Beachtung
von Gl. (11) die Zustandsgréfen bei k. Nimmt man noch
die formale Gleichung 1 = 1 hinzu, um die Erregung auf-
nehmen zu koénnen, so stehen alle zur F ormulierung der
Matrix notwendigen Gleichungen bereit.
Mit den Bezugsgrofen

l*

Bezugslinge m* Bezugsmasse

EI* Bezugssteifigkeit (33)
sowie der daraus gebildeten Bezugsfrequenz
EI*

P2 = (34)

und den Abkiirzungen

- Ik — Elx - pAI*
=2 El = — Ap=

o s Bl g Akt

- kol* 35
ki = kjw*; ko =— (35)

- Q
$n_59

m* w¥*

erhilt man in dimensionsloser Form die Matrix

vk — g e l‘2 - T
2 2x; 28 Bl Ao
A L & 1~ T
2k 2e Elk)\l
A ~2 A —
= eElx Ay ~ e Ely ~ 1~
Mk = —_-2'-———1'1 — 2 ER]_
2 21
~or T = 2
& e EI, A7 eER A\ ~ 1 ~
Fox da Iy S R
=3 =2
I 2k 2]
1 0 0 0
- P
oder
> =
7= Reg (37)

wobei die dimensionslosen Zustandsgréfien
A

Ay A A A M A FQ1*2
V:F;w:w;Mzﬁ;FQ= G (38)
eingefiihrt wurden.

Unter Beachtung der Zusammenhinge (22) bedeuten
die in die Matrix (36) eingehenden Funktionen

I~{1 = cosh X, + cos A , = cosh X, — cos X ,
- 1 1 1 1 1 (39)
Rp=1; (sinhAy —sin})), Ty= A; (sinh X +sin},).
wobei die eingehenden Wurzeln (22) unter Benutzung
der Bezugsgrofien (33) und der Abkiirzungen (35) in

dimensionsloser Schreibweise die Form annehmen
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4
— [=2—-9 T2
~ - n n° +k u
Re(Ap) = k A 2| cos 5
El v/ 1 +1—<12 n
(40)
- [=2_9 -2
~ nV ATtk |
Im()\l) = _ |sin —
BV 1+kf 72
und
Ark;n? +k,
k = arctan _L_l—__i— : (41)
7 (ko ki — Ax)
—]—k3 N : o o _Il e
——= R 8 Vk-1
2% Elx X,
—ﬁ? o= A
T— < N 82 Y
2e Elx A}
. 3 I -
~ T2 g3 M (36)
2%
-~ 2
sh 24 Foka
0 IJ 1

Die in der letzten Spalte der Matrix (36) auftretenden
Erregerfunktionen lauten mit den Gl. (21) und (19)

-—4 ~
8" ———=3 |1 (Ri-2)—a 2—-;\-,5 -
1

2% El A
~ T
S (1#—:2-)],
)‘1

8= —— ~a . Re+ar(R1-2) -
2e Elx Ay

~ T i
—4&2 2——~§ N
>‘1




(45)
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