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Bereqhnung von erzwungenen, gedampften Biegeschwingungen
mit Ubertragungsmatrizen

H. Sollmann

Das Ziel der Arbeit besteht darin, das Verhalten von Biegesystemen beurteilen zu konnen, die erzwungene, gedimpfte Schwingungen
ausfiihren. Zur Lésung der Aufgabe wird das Verfahren der Ubertragungsmatrizen herangezogen. Dabei werden im Hinblick auf eine
mdglichst breite Anwendbarkeit auf Probleme des allgemeinen Maschinenbaus zunichst verschiedene Ubertragungsmatrizen aufbereitet.
Diese Vorgehensweise gestattet, spezielle Probleme untersuchen zu konnen, wie etwa das Schwingungsverhalten von Leit- und Lauf-
schaufeln axialer Turbomaschinen oder die Beurteilung der Biegeschwingungen von Rotoren. Die Aufbereitung der Ubertragungsmatri-
zen erfolgt unter Anwendung der komplexen Schreibweise, d. h. es werden alle zeitabhingigen Gréfen als Imaginirteil einer komplexen
Verinderlichen aufgefaft. Die Lsung von Schwingungsproblemen mit Hilfe der komplexen Schreibweise ist nicht neu, sie wird bei-
spielsweise schon von Cremer [1] und Wagner [2] benutzt. Im Hinblick auf ein aufzustellendes Rechenprogramm in der Programmier-
sprache FORTRAN, bei der mit komplexen Gréfen gerechnet werden kann, werden die dimensionslosen Zustandsgréfien des Zustands-
vektors in komplexer Schreibweise angegeben. Die zum Schluf der Rechnung an einer beliebigen Schnittstelle in Real- und Imaginrteil
vorliegenden Zustandsgréfien der Verschiebung, der Neigung, des Biegemoments und der Querkraft kénnen dann mit der im allgemeinen
varigblen Erregerfrequenz entweder als Ortskurve oder nach Zusammenfassung als Vergréferungsfunktion dargestellt werden.

1. Vorbetrachtungen Eine in die Rechnung eingehende Ubertragungsmatrix

ist die Matrix eines elastischen Balkenabschnittes mit
Es ist bekannt, daB jede zeitabhingige GroBe als Imagi- konstantem Querschnitt. Er kann als masselos oder als
niirteil einer komplexen Verinderlichen aufgefafit wer- massebelegt aufgefafit werden. Diesem Balkenabschnitt
den kann, beispielsweise wird neben einer duberen eine innere Dimpfung zuge-
y = ’}‘, sin (St + ) 1) ordnet, unabhiingig davon, fiir welche der beiden Matri-

zen man sich bei der Festlegung des Modells entscheidet.

ist der Imaginiirteil der komplexen Verinderlichen Nach Bild 1 wird jeder Werkstoffaser neben einer Feder-

~ A . v A (2 .
y = y[cos (+p) +jsin (Q+p)] = ye (S2+6) - steifigkeit eine Dampfungsfihigkeit zugesprochen, wobei
. ‘
= Yeib. 2 - Feillt @)
Q .
Die darin enthaltene komplexe Amplitude ;: ;éﬁ 16t ¢ 2 g de adz(zs,t)
A

\ S(z,s,t) Olz,5,t)
sich stets in einen Realteil Re (¥) und einen Imaginir- v(z'l(f’;;’*’ i o@st) m

A 4 —
teil Im (y) aufspalten, ndmlich M(z‘; / ,.}1(2)*)},‘5 @
A . A A
y = ylcosf+jsinf] = ycosf+jysinf =
5 o st
= Re(¥)*jIm(y) .
Sind Real- und Imaginirteil bekannt, so folgt daraus die .
wirkliche Grofe Bild 1
- Bezeichnungen am Balkenelement
~ A
’;' = /Rez (’}7) + Im2 (3") . (4) Ee(zst)
Ein Vorteil der komplexen Rechnung besteht darai S /
in Vorteil der komplexen Rechnung besteht darain, EkRE(zs 4 \
daf sich der Zeiteinflub ei2t zu Beginn der Rechnun w6 EkiRe(zs - s
e J / / E(z,s)
abtrennen li6t, und nur die komplexen Amplituden be- — /I
trachtet werden brauchen. Um Schreibarbeit zu sparen, Vs est)
wird deshalb von vornherein vereinbart, da alle zeit- e@si)
abhingigen GroBen (Zustandsgrofien, Erregungen) so- : E(zs)

gleich als komplexe Grofien aufgefat und nicht extra
gekennzeichnet werden. Eine Ausnahme bilden jene
GroBen, die im Verlaufe der Rechnung nicht sofort als
komplexe erkannt werden.

Sie erhalten die iibliche Kennzeichnung durch eine

Bild 2
Tilde.

Hysteresekurve einer Werkstoffaser
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die Diampfungskraft proportional der Dehngeschwindig-
keit é angenommen wird, nimlich

Yast) " B L) * Ki€aue)) ®)
(Voigt-Kelvin-Modell).
Dabei kann fiir die in die Gl. (5) eingehende Konstante k;
entweder k; = k; mit kj in [s] (6)
kg
oder k; = = mit kg in[./.] )

gesetzt werden.

Es laBt sich zeigen, dafi Gl. (5) im Spannungs-Dehnunge-
diagramm eine Ellipse mit den Halbachsen G(z ) und

Ekiﬂe(z,s) darstellt, deren Ordinaten an der Stelle
(2,8.1) iiberlagert sind, Bild 2. Da-

bei wird vorausgesetzt, dab sich die Dehnung ebenso wie

€(2,5) der Geraden Ee

der Schwingungsvorgang harmonisch mit der Zeit dndert.
Man erkennt, dab die kleine Halbachse der Ellipse

mit Gl. (6) die Gréfe  Ek; Q€ ,
mit Gl. (7) die Grobe Fky '€

annimmt.

(z,8)

Der Ansatz (6) stellt somit eine von der F requenz der
Erregung abhiingige, der Ansatz (7) hingegen eine fre-
quenzunabhiingige Diampfung dar. Die Praxis zeigt, dab

die Werkstoffdimpfung nahezu unabhingig von der Fre-.

quenz ist. Deshalb kommt dem Ansatz (6) nur eine
untergeordnete Bedeutung zu.

Unter der Annahme schwacher Balkenkrimmungen er-
hilt man nach Bild 1 die bekannte Beziehung
RSN @
beziehungsweise durch Differentiation nach der Zeit die
Dehngeschwindigkeit

é(z’s9t) - Sv’(’z'!t) : (9)

Das Biegemoment an der Stelle z zum Zeitpunkt t lautet

Mz1) = f 505 01 dA - (10)
A

Setzt man die Gln. (5), (8) und (9) ein, so wird daraus
M(z,t) = EI(z) [Vf'z,t) +kj V&'z',t)] . (1)

2. Darstellung der Ubertragungsmatrizen

2.1. Feldmatrix fir den massebelegten Stab konstan-
ten Querschnitts mit innerer und duferer Dimp-
fung bei Streckenlasterregung

Am Balkenabschnitt soll eine zeitlich harmonisch ver-
dnderliche Streckenlast vorliegen. Derartige Schwin-
gungserregungen treten beispielsweise bei den Schaufel-
schwingungen in Turbomaschinen auf, hervorgerufen
durch die Druck- und Geschwindigkeitsinderungen in
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den Nachlaufdellen der Stromung gegeniiber der unge-
storten Strémung hinter dem Schaufelgitter.

Ferner soll am Balkenabschnitt neben einer inneren
Dimpfung eine kontinuierlich verteilte dufere Damp-
fung vorliegen, die als geschwindigkeitsproportional
angenommen wird. Solche Dimpfungen treten in der
Praxis héufig auf, zum Beispiel kann bei Wellen in sehr
breiten Gleitlagern in erster Niherung ein derartiges Be-
rechnungsmodell angenommen werden. Die sogenannte
Gaskraftdimpfung, hervorgerufen durch die Schwin-
gungsbewegung der Schaufel im st: .menden Gas, spielt
bei den Verdichterbeschaufelungen eine wesentliche
Rolle und sie stellt ebenfalls eine kontinuierlich verteilte,
geschwindigkeitsproportionale Dimpfung dar.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung wird ein aus
dem Balken konstanten Querschnitts (Querschnitt Ay,
Biegesteifigkeit EIi ) an der Stelle & herausgeschnittenes
Balkenelement betrachtet, Bild 3. Schubverformung und
Drehtrigheit der Querschnitte werden dabei vernachlis-
sigt. Die Gleichgewichtsgleichungen fiir die Biegemo-
mente und fiir die Kriifte liefern unter Einbeziehung der
Gl. (11) die partielle, inhomogene Differentialgleichung

Elie vy * kv 1 P AR V(g P Ro V(g = g
(12)
wobei alle zeitabhingigen GroBen, wie vereinbart, als

komplexe GroBen aufzufassen sind.
Falls die Erregung in der Form vorliegt

- A it
Ut ~ Up® (13)
wird die erzwungene Bewegung mit der Kreisfrequenz (2
der Erregung verlaufen. Wir machen deshalb den Ansatz

N 19
e T Yo (14
mit dem wir die Dgl. (12) in die Form bringen
RO 02 R = A
LEVE) — oAk v = - (15)
In Gl. (15) bedeutet
E = EQ+jkQ) = E¥ (16)

den komplexen Elastizititsmodul, der die innere Diimp-

fung, und

o k-1 K Z
Vik1,8) FQ@'{)»‘S—?EE
| M+t
g 9
\ (mf) Gty |lhi)
( T fiJ(l“,t)
Faent) faen) ety Wiy
’ g,av(;:;)A,g ot Ykt
kﬂ?’l AELk | Mih)
vizt)
Uk
Bild 3

Zur Matrix eines elastischen Balkenabschnittes



A = Ap (1—i 17
Ag k ( JpAkﬂ) 17)

die komplexe Querschnittsfliche, die die dufiere Dimp-
fung widerspiegelt.

Die Losung der Gl. (15) setzt sich bekanntlich zusam-
men aus der Losung der homogenen Differentialglei-
chung und einer partikuliren Lésung.

Zur Losung der homogenen Dgl. bringen wir die ver-
kiirzte Gl. (15) in die Form

A K 4 A
T — (3 Yy =0 a8)
k (I — Liinge des Balkenabschnittes),
wobei
o4 P DPAL o902 A (1_@)_
LB KEEQY) T oA
. ko (1)
— i (k82 + )
PALQ
abgekiirzt wurde, und wir machen den Ansatz
~ X§
gl = Ge ¥, (20)

Indem man differenziert und einsetzt erhilt man die
charakteristische Gleichung

N R =0, (21)

bzw. mit Gl (19) unter Anwendung des Satzes von

Moivre nach Trennung in Real- und Imaginirteil lauten
die Wurzeln

N = Re(§)+jIm (%),

B R e e o - (22)
=N A3=-N; M=—jA,
wobei
4 4 2 2
» Qv p2AZ02 +k
Re(Ny) =||f X2 V° Ak cos &,
KEV1+kZ Q2
4 (23)
~ 2/ p? 29@?
Iy | K2V A, | B
KEV 1+k2 Q2
mit
pALk; 2 +
g = arctan _B_‘_ki ~ (24)
Q (kokj —pAy)
bedeuten.

Die Gln. (22) lassen erkennen, dab sich die Wurzeln
durch eine, beispielsweise durch Aj ausdriicken lassen,
wovon spiter Gebrauch gemacht wird. Setzt man sie in
den Léosungsansatz (20) ein und formt man die erhalte-
nen Ausdriicke um, wobei die noch offenen, komplexen

Integrationskonstanten neu bezeichnet werden, so er-
hilt man die homogene Losung

~ ~E ~ . ~£ ~ ~ E
eh(s) = BlcoshxIE +Bg sinh Ay —1;+B3 cos A\ " +
¢ Byanky o . (25)
I

Fir die Verteilung der harmonisch mit der Zeit sich
dndernden Streckenlast wird eine parabelférmige Ver-
teilung der Form

A A ~ & ~ £ 2
= +ta) — +2 — 26
Yg T Ga Tt 28 ( lk) (26)
vorgegeben, wobei die komplexen Koeffizienten
ay = —3§k_1 +4‘?lm—qu
@7
~ "

A I
a3 = qy 3 —2q, *q

I
durch die Punkte (0, ak-l); (—é— 3 &m); (hc,/‘ik) festgelegt
sind, Bild 3.

In den meisten praktischen Fillen ist eine derartige
Beschreibung der Streckenlastverteilung ausreichend,
und es lassen sich die Sonderfille der mit £ linear verin-
derlichen sowie der konstanten Verteilung leicht daraus
ableiten.

Gemih der Storfunktion Gl. (26) wird fiir die partikulire
Losung der Ansatz gemacht

Qp(z) =Cy+Cp g+ Cag2. (28)

Indem man diesen Ansatz differenziert, in die Dgl. (15)
einsetzt und einen Koeffizientenvergleich vornimmt, ge-
langt man zur partikuliren Lésung

A 1 PR SRS Y

2(®) "7 Q2pA, [qk-ﬁalE t2a (Tk) ] - (29)

Damit lautet die vollstindige Lésung

C(E) = §1 coshxl1§+§2 SinhxllE +§3 COBXIE *
k . (30

+ §4 sin’)\\‘llE — — Eik.l +21 E+ 22y (_E_)z] .
kK Q2pAy I I

1

Ausgangspunkt zur Aufstellung der Ubertragungsmatrix
ist die Gl. (30) mit ihren Ableitungen, und es ist nach
Gl. (11) unter Einbeziechung der Gl. (14) zu beachten,
daf

A jad 3

M) = KEvy

2 Al = A
Fot)= M) = KE vy

Sind an der Schnittstelle k—1 bei £ = 0 die Zustandsgro-
Ben bekannt, Bild 3, so lauten die Randbedingungen

31

A A A A A o gy

%1 = Vo) Ykl T V(o) M1 =Lk E v
A - 32
Fok1=KkE 3('(’,') 32)
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Sie liefern vier Gleichungen fiir ’]\3'1 bisﬁ,;,. Lést man das
Gleichungssystem, setzt die erhaltenen Ausdriicke in Gl.
(30) und deren Ableitungen ein und betrachtet die
Schnittstelle k bei £ = Iy, so erhilt man unter Beachtung
von Gl. (11) die Zustandsgréfen bei k. Nimmt man noch
die formale Gleichung 1 = 1 hinzu, um die Erregung auf-
nehmen zu koénnen, so stehen alle zur F ormulierung der
Matrix notwendigen Gleichungen bereit.
Mit den Bezugsgrofen

l*

Bezugslinge m* Bezugsmasse

EI* Bezugssteifigkeit (33)
sowie der daraus gebildeten Bezugsfrequenz
EI*

P2 = (34)

und den Abkiirzungen

- Ik — Elx - pAI*
=2 El = — Ap=

o s Bl g Akt

- kol* 35
ki = kjw*; ko =— (35)

- Q
$n_59

m* w¥*

erhilt man in dimensionsloser Form die Matrix

vk — g e l‘2 - T
2 2x; 28 Bl Ao
A L & 1~ T
2k 2e Elk)\l
A ~2 A —
= eElx Ay ~ e Ely ~ 1~
Mk = —_-2'-———1'1 — 2 ER]_
2 21
~or T = 2
& e EI, A7 eER A\ ~ 1 ~
Fox da Iy S R
=3 =2
I 2k 2]
1 0 0 0
- P
oder
> =
7= Reg (37)

wobei die dimensionslosen Zustandsgréfien
A

Ay A A A M A FQ1*2
V:F;w:w;Mzﬁ;FQ= G (38)
eingefiihrt wurden.

Unter Beachtung der Zusammenhinge (22) bedeuten
die in die Matrix (36) eingehenden Funktionen

I~{1 = cosh X, + cos A , = cosh X, — cos X ,
- 1 1 1 1 1 (39)
Rp=1; (sinhAy —sin})), Ty= A; (sinh X +sin},).
wobei die eingehenden Wurzeln (22) unter Benutzung
der Bezugsgrofien (33) und der Abkiirzungen (35) in

dimensionsloser Schreibweise die Form annehmen
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4
— [=2—-9 T2
~ - n n° +k u
Re(Ap) = k A 2| cos 5
El v/ 1 +1—<12 n
(40)
- [=2_9 -2
~ nV ATtk |
Im()\l) = _ |sin —
BV 1+kf 72
und
Ark;n? +k,
k = arctan _L_l—__i— : (41)
7 (ko ki — Ax)
—]—k3 N : o o _Il e
——= R 8 Vk-1
2% Elx X,
—ﬁ? o= A
T— < N 82 Y
2e Elx A}
. 3 I -
~ T2 g3 M (36)
2%
-~ 2
sh 24 Foka
0 IJ 1

Die in der letzten Spalte der Matrix (36) auftretenden
Erregerfunktionen lauten mit den Gl. (21) und (19)

-—4 ~
8" ———=3 |1 (Ri-2)—a 2—-;\-,5 -
1

2% El A
~ T
S (1#—:2-)],
)‘1

8= —— ~a . Re+ar(R1-2) -
2e Elx Ay

~ T i
—4&2 2——~§ N
>‘1




>~ lk &
8™ == 230 [qkﬁ\ r1+a1R2+432(R1—2)], (42)
1

> lk A
g4 = 2~4 qulhl r2+a1?\ 1'1+ 432R2\i

)
wobei -
E 61*3 > gl ~ pHIe3 )
T %F PN g 2T e (43)
abgekiirzt wurde.

Aus Gl. (16) folgt schlieflich mit den Abkiirzungen (35)
¢ = 1+jkin. (44)

Die Matrix (36) ist anwendbar fiir die Sonderfille:

a) innere oder fiubere Dampfung fehlt,

b) innere und dubere Dimpfungen fehlen,

¢) der Querschnitt Ay wird vernachléssigt
(masseloser Balken),

d) der Querschnitt Ay wird vernachléissigt und die innere
Dampfung fehlt.

Die Matrix (36) ist nicht anwendbar fiir den masselosen
Balken bei Fehlen der &ufieren Dampfung (Ay =0,

k0 0), denn dann wird, wie man aus Gl (23) erkennt,
)\ =0 und die Erregerfunktionen gl bis g, nehmen

unbestimmte Ausdriicke an. Fiir diesen Sonderfali kann
jedoch aus der Matrix (36) die Matrix des masseiosen,
elastischen Balkens mit innerer Dampfung durch Grenz-
iibergang 7\'1 =0 in den Funktionen (39) und (42) ge-
wonnen werden. Sie wird im Abschnitt 2.2. gesondert
angegeben.

Falls keine Streckenlasterregung vorliegt und wenn
aufierdem die innere und #uBere Dimpfung vernach-
lissigt werden darf, folgt aus der Matrix (36)

7T I W
" k2 Ely
A K _lk
U | | =Xs C — Sk
Ix k Elx
9 — —
KTl Kk, Ely Kk, Elx
I Ik
A 3= 2=
= k) Elg k; EI K
Foi| |—5— Sk ke Koo =X
Ix I Ix
1 0 0 0

mit den iiblichen Abkiirzungen

1 1
C = 5 (cosh Ky tcos Ky ) ¢ = 5 (cosh Ky —C€os Ky )

X i (46)
Sk = E(sinh K tsin Kk) 8 = E(sinh K} —sin Kk)
und
4] I p A Q2 4 Kk-ﬁ2
Ky = 5B = lk—\ — . A0
k Ely

Streicht man in der Matrix (45) die letzte Zeile und die
letzte Spalte, die fir die Aufnahme der Erregung vorge-
sehen waren, so erhilt man die fiir freie, nichtgedimpfte
Schwingungen bekannte Matrix, wie sie beispielsweise
in [3] angegeben ist.

2.2. Feldmatrix eines masselosen, elastischen Stabes
mit konstantem Querschnitt bei zeitlich harmo-
nisch verinderlicher Streckenlast und innerer
Démpfung

Fur Ar=0und ko, =0 folgt aus den Gln. (23) und (22)

)\~0Dam1tw1rdR ~2R Or 0r2 0
und wegen
lim Ty, lim R-2) 1
Aleo(;f/ AN~ 0\ 3 12
o S0 PTG U I I ()
?\1—’0 R] 1\1_’0 R": )\12 360
im [Ry\ 1 Lm 1 5\
>0l 34| 3 N-0 4 ~2] 60
1 xl) N\ A
T 1 f2 -1
0 Vi1
3El
ik Bl
=2 IS
I -
2E_I ck 0 wk-l
ki Bl
T kel
k5 0f +| Ma | (49)
Kk
)
Ck 0 FQk-l
0 1 1
- e -

73



aus den Gln. (42)
b = ¥ 0B (1/_\ 1~ 1:)

=f = — + —ajt —a
=~ g h g k1 1 2
-3
lim ~ = I L 1~ 1~
s g2: f2 = iarzcse <qk-1+ _— 31+ — az) ) (49)
A0 6 Ely & &

lim = % Tkz(a +1:+1:>
R = = R — a — a ,
N 0887 8 T Mkt gt g

lim ~ z T(ﬁ 1~ 2:)
>~ = = +—ajt—a ,
)\1__)084 4~ k\Y9k1 3 1 3 2

so daf die Matrix (36) iibergeht in

: W2
Vi 1 N =
2eEly
A T
/% 0 1 P
e Ely
2
M |= 0 0 1
A
FQk 0 0 0
1 0 0 0
- - —
> - =
oder ;k = Eg zygq- (G2))

Zur Matrix (50) kann man natiirlich auch durch Integra-
tion der elastischen Biegelinie gelangen.
2.3. Massenmatrix eines starren Rotors mit Erregung

Nach Bild 4 lauten die geometrischen Zusammenhiinge
und Gleichgewichtsbedingungen

Vie)™ VL) P Yk

Vikt)™ Y(k1.t)

Mik,t)= TV 1y~ MErr + Mike1,0) —my Vi 4y T *
+FErr Lt FQk-1,t) * Ik (52)

Fo@,t) = Feer —my ¥, o) + Fo(k-1t) »

wobei
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ik-1 k z
V(k-1lt) l lk
1)t) I V(
Kyt)
= H ')a - — F
E 4, S )\ il "
Q(k -4 \lwk,f)
3 I Mirt)
viz,t) Thik
' My, t)
Bild 4

Zur Massenmatrix eines starren Rotors

g =T [a ]
=_e f k-1
6e EI
i =1 | a
— £ Yia
2e El, (50)
e al
lk f3 M1
= ey
1 £y Fok-1
0 1 1
4 L e
'H% %k CMKV(H;_) .
) ’\' Wb"n\‘(n-‘l,t)
)
ky
Wr-1,) FaesLfawt)

baYe1t) Gaxiery

}v(z,t)

Bild 5

Zur Feder-Dampfer-Matrix

Yot) = Y1ty Y (k) Uk —lo) (53)

Yst)™ ¥ik1,)



Unter Anwendung der Gl. (2) erhiilt man daraus die Matnx

»-2 - = -
A
¥ 0 1 0
A _ g —— =
M |=|mln? 2 (mylls—Jk) 1
~ -
Fo| |ma?  Bbew 0
1 d Lo L 0
= g
oder 7 = My 7 (55)
mit den weiteren Abkiirzungen
oM oo e
S e
= _k = _ k-
lg = l_*; Iks= I ; (56)
A
2 _ FEp 1¥2 = &Errl*
Fge= EI* 5 Err = E*

2.4. Feder — Dimpfer — Matrix

Nach Bild 5 lauten die geometrischen Zusammenhinge

und Gleichgewichtsbedingungen
Ykt T Yk
Yty = Y1)

M) = M1, *tey, Y(k1,t) t DMK “;(k.l,t) (57
Fowt) = Foae1,00=bok Vi 1,4y~ Cox Vi1 1) -

Unter Anwendung der Gl. (2) erhilt man daraus die Ma-
trix

= = -

A

% 1 0 0
2~

U 0 1 0
& =~

Mg (=] 0 Sk 7 by 1
2 =

Fok —(EQk*l';‘[- bok) O 0

1 0 0 0
L - L

A
0 0 Vk.;
A
0 0 Yka
IES A
i I Ferr—MEre | - | Mk | (59)
A L
1 FEmr Fok1
0 LI R
=
oder z = F .z , (59

mit den weiteren Abkiirzungen

_ _chl*_ _ chl*

Qk T T 0 MkT T

) = bmk

bok= < bMk= ——= (60)
und

bok = jbk ; bk = j byk- (61)

3. Durchfiihrung der Rechnung

Die Rechnung geschieht in bekannter Weise durch fort-
laufende Matrizenmultiplikation der Ubertragungsmatri-
zen mit einem Eingangsvektor, der durch die Randbe-
dingungen am Eingang festgelegt ist. Dabei sind stets
zwei von den vier komplexen ZustandsgroBen bekannt,
so daB in die Rechnung nur zwei Unbekannte eingehen.

Nach Durchfiihrung der Matrizenmultiplikation erhilt
man den Ausgangsvektor als Funktion des Eingangsvek-

A -

- P
0 0 Vi1
B,
0 0 Vi1
N
0 0 Mg | (58)
A
1 0 Fok-1
0 L L 1
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tors. Da fiir den Ausgangsvektor ebenfalis zwei Zustanus-
grofien bekannt sind, kénnen durch Lésung des entspre-
chenden Gleichungssystems die unbekannten Zustands-
groBen des Eingangsvektors berechnet werden. Damit
liegen alle Zustandsgrofien an allen Schnittstellen fest.
Bei der Berechnung der Eigenfrequenzen mit Ubertra-
gungsmatrizen ist man im allgemeinen gezwungen, be-
liebige Frequenzen vorzugeben und jene zu suchen, fiir
die ein Restwert verschwindet.

Jetzt liefert eine vorgegebene Erregerfrequenz 2 bereits
einen Punkt der Ortskurve oder der Vergrofierungsfunk-
tion.

3.1. Randbedingungen

Im Bild 6 sind die Randbedingungen fiir die am hiufig-
sten auftretenden Einspannungen und Lagerungen ange-
geben. Den Zusammenhang verschiedener Zustandsgro-
Ben bei elastischen Einspann- und Lagerungsbedingun-
gen findet man dabei aus Gleichgewichtsbetrachtungen.

3.2. Innere Lagerungen grofer Steifigkeit

Mit der Feder-Dampfer-Matrix (58) zu rechnen ist nur
sinnvoll, wenn die darin enthaltenen dimensionslosen
Federsteifigkeiten in der GréBenordnung der dimensions-
losen Biegesteifigkeiten der einzelnen Balkenabschnit-
te liegen, da sonst numerische Schwierigkeiten bei der
Durchrechnung entstehen. Ohne Bedenken kann die

Matrix (58) zum Beispiel fiir die relativ groBe Nachgie-
bigkeit der Halslager von Zentrifugen angewendet wer-
den. Bei sehr steifen oder als vollig starr anzusehenden
Lagerungen indessen mufi auf die Anwendung der
Matrix (58) verzichtet werden. Eine Moglichkeit, in
diesem Fall ohne Schwierigkeiten iiber die Lagerstelle
hinweg rechnen zu kénnen, besteht in der Ablssung
einer oder sogar beider Unbekannten des Eingangsvek-
tors durch eine beziehungsweise zwei an der Lagerstelle
neu einzufiihrende Unhekannte in Form der Lager-
reaktionen.

Hat ger Zugtandsvektor zk 1 mit den beiden Unbekann-
ten xund y y des Eingangsvektors an der Schnittstelle k-1
vor dem Lager die Form

- - _ - -
aj by c1
ag bg c2
e ;3 A bg A ’53
Tz s x+ | _| v+ (62)
ay | by c4
as bs Cx
L - . t S.J

A
und soll beispielsweise die Unbekannte y abgelost wer-

den, so liefert der Ubergang iiber das Lager (vgl. auch
Bild 5, Gln. (57))

a) fiir das Auflager groBer Steifigkeit mit Translationsdampfer:

A
A AFox a s
mit 'y = ———=— (_)z i x"Tl (63)
bi(egp*nbox) b1 by
B 7 B 1 7] B ]
0 » 0
(cqk* M bok)
& by 1 I A
a— - by :g < Cy— :l bo
by by (cqi*bow by
= 5 a ~ [ 173 A ~ Ei ~
7 = a3 — —bg x + — = AFqQg+| c3—<-bs (64)
by by (coxtnbok) by
~ @ b, . T~
- = by = ——=—-1 cy— = b4
by by (cqi+nbok) b
L- 0 e e -l o 1 J

N
wobei A Fgy die Auflagerreaktion bedeutet, und
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b) fiir die Drehfederlagerung grofer Steifigkeit mit Drehddmpfer:

Lx
S AMy agh ¢
i, F = e (65)
ba(epetnbmk) b2 b2
—~ N - ~ — —~ - -
~ a3~ b 1 ~ Co~
a-—h = ——=e— q-=Zh
bg b2 (cpqy t 1 bmk) by
1
0 — 0
(epi + M bMk)
= L B~ | A By 1 A L B
z = 33——3— 3 x + ;:9’- —=—*1 | "AM + cg— = bs (66)
by by (epgt 1 bMk) by
ag— < by = . ¢y~ bs
by bz (cpp t M bMk) by
A L 0 | L
iy
wobei AMy das Moment darstellt, das vom Lager aufgenommen wird.
Vollig starre Lagerungen kommen durch EQk —> o0 he- beziehungsweise
o . 2 2 P
ziehungsweise ¢y > zum Ausdruck. Sind am Ende Mgy = Re(Mgg) +jIm(Mggr) ;
der Rechnung durch die Randbedingungen am Ausgang % R (,’\\, . (,ﬁ )
die beiden zu letzt gefiihrten Unbekannten bestimmt, % q(E))+J 63
so ist eine Riicktransformation gemif Gl. (63) bzw. Gl oder in dimensionsloser Schreibweise
(65) vorzunehmen. i B 1¥2 b B, 1%2
Re(FEyr) = E;Ir* cosa ; Im(Fgyy) = ErIr* sina
3.3.  Schwingungsanregungen A AE 1* A I/\\/I *
3.3.1. Kraft- und Stiitzenerregungen in einer Schwin- Re(Mgyy) = E;:‘ cos a ; Im(MErr) = E;; sina, (70)
gungsebene N A e3 " A 3
a :ELE.)_ . = = Eg! 3
Wir setzen voraus, daf die Ebene, in der die Anregung Re(q(s)) EI* cos@; Im(q(é)) T URI* sin Q.

erfolgt, eine Ebene ist, in der eine der beiden Haupt-
trigheitsachsen des Biegeschwingungssystems liegt. -
Die Erregung habe die Form

Fire(®) = Foee - sin (Rt +0), 67)
beziehungsweise

Mg (V) =
U - G ein @tra),

Gleichung (67) ist der Imaginirteil der komplexen Ver-
inderlichen

A
Mg, * sin (2t + @),

~ A
FErr = FErr [cos(QRt+a) +jsin(Qt+a)] =
A,

A . y 2 . 68
= FErre"a' ejﬂt = FErre"‘Qt ’ (©9)
gnd es gilt nagl Gl (3) A
Ferr = Re(Fgrr) *jIm(FEyr) (69)

Da die Zustandsgrofen, beispielsweise die Verschiebung,
in der Form erhalten werden
~ A
v = v[cos(Qt+17)+jsin(Q+7y)] =
A
it o e

(71)

folgt aus Gl. (68) und Gl. (71) fiir den Phasenwinkel
p=a—y

< A

\ v
<~— =7 (cosp—jsiny), (72)
FErr FEre
d. h. o
—Im(—)
F
tansa - — El‘l’ (73)
v
Re (=—)
FErr

({4



N Elnsngngr;%gngoder Zustandsrekion
el. Lagerung uEinspann) [ 7 7
1 bM CH ) 2 - _g
ety 3¢ YGsp)
I
elastische Lagerung | [ 7 ]
a
2 g
AT 3% - Viegtibg
L 1 _]
elastische Einspannung [ Q l
R |
Yy iby)
Cm ?Q
starre Einspannung [ 8 §
4 %3— i
[
gelenkige Lagerung S
4
N 2
E
;_1q-
freies Ende [T ]
6 y
= 0
0
|7
gefuhrtes Ende (7]
7 2
M
0
L1 ]
Bild 6

Zustandsvektoren fiir verschiedene Einspannungen und Lage-
rungen

Liegt an der Einspannstelle bei z = 0 eine Stiitzenerre-
gung der Form

VErr () = Vg * sin(Qt+a) (74)
oder
A 0
V() = Vg, sin(Qt+a)
vor, so gilt
A 2
VErr ~ v(o)
bzw. (75)
2 A
‘pErr = 'p(o)
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Bild 7
Zustandsvektoren bei Stiitzenerregung

cﬂk VE"

oo 1B er) 0GBy,

Bild 8
Stiitzenerregungen an inneren Lagern

Im Férr] Tkeﬂﬂﬁ

= (ﬂ“t + o()

5 | RelFerr]

Briety
my( Roiornns:z,

Bid 9
Unwuchterregung

und die dimensionslose, komplexe Erregeramplitude fin-
det im Eingangsvektor, Bild 7, ihren Plata.

Erfolgt die Bewegungserregung an einem inneren Lager,
Bild8, so wird beim Ubergang iiber das Lager die
Matrix (64) bzw. (66) durch die Erregeramplitude in den
letzten Spalten dieser Gleichung erweitert und man er-
hilt

a) fiir das translatorisch bewegte Auflager

A

. A
mit y = Gl (63)+~Exr (76)
by



] B 7]
- A L
7 = x + . AFgi +
» - L -
b) fiir die drehbewegte Drehfederlagerung
A
A v
mit y = Gl (65)+ —0u
by
5 A A
7y = x + AMy +

L...-“ | -

3.3.2. Unwuchterregung bei Rotoren

Bei der Anwendung der Ubertragungsmatrizen auf ro-
tierende Systeme sind einige Besonderheiten zu beach-
ten. Wir wollen hier nur die sehr wichtige Unwuchter-
regung betrachten und setzen isotrope Lager- und Wel-
lenelastizitiiten voraus.

Die Erregerkraft
Firr = my e, Q7 [cos(Qyt+a)+jsin(Qyt+a)] =
_ §EH . ‘ (80)
mit
A

2
FEre = mpe Q
(€, — Exzentrizitit des Schwerpunktes)

oder dimensionslos
A

—_— e — -
Firr = =2 my "72 (81)

l*

VErr
C ~ ;2 A
(;2_%1)2) — VErr
by by
(c3— L ba)+ —vg,, | @0
by by v
T~ by
(4L ba)+ — ¥
by 1
! i

(78)
(- =2-b1)+ — Vg,
by bg
A
wErr
(c3——=b3)*+ — Vg, (79)
bg bg
(c4— =-ba) +— Vg,
bg by
1 P

lauft jetzt mit der Winkelgeschwindigkeit der Welle §2,,
um, Bild 9, so dab sich die statisch durchgebogene Welle
auf einer Kreisbahn bewegt. Die Dimpfung bewirkt, daf
die Wellenauslenkung nicht mehr genau in Richtung oder
Gegenrichtung der Erregerkraft liegt. Da die innere
Diampfung proportional der Dehngeschwindigkeit ange-
setzt wurde, wird sie bei der statisch durchgebogenen,
umlaufenden Welle zumindest fiir die hier betrachteten
erzwungenen Schwingungen nicht wirksam. Genauere
Untersuchungen unter Einbeziehung der homogenen
Lésung der Bewegungsdifferentialgleichung ergaben, daf
die Werkstoffdimpfung im iiberkritischen Bereich die
Schwingungen anfachen kann. Ausfiihrliche Betrachtun-
gen zur Rotordynamik werden in [4] vorgenommen.
SchlieBlich ist bei der Anwendung der Massenmatrix (54)
beim Ubergang auf das rotierende System zu beachten,
dafi durch die Kreiselwirkung des Rotors an Stelle des
iquatorialen Massentriigheitsmomentes J das sogenann-
te reduzierte Trigheitsmoment JRj zu setzen ist, [5],
das in dimensionsloser Form mit den Abkiirzungen (56)
lautet
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- = Q -

JRk = Jk—(—)Jp - (82)
w

Fir die synchrone Gleichlaufbewegung ist dabei

(—) =+1 zu setzen.
w

lges
4 nSt
Abtierrbrbpbepdbedfiydr
7 7
QFEI‘?A z FJF 5k by
| | ”
[ = 2315
Grundschwingung (w6455 \‘\—{ #4Smm
] _—{’-‘ Z8mm
1.0berschwingung(wy 38355")
Im[ ?,] in mm
Re[ﬁ]/hnm
~25-20-15 -1Q 15 20 25
lges = 200mm 3t ~ 60057
E = 210Nmnf
I =250mm* 7
Q = 810%gm?
A = 125mm?

by = 10°Ns/mm

Bild 10
Berechnungsbeispiel fiir einen massebelegten Stab

4. Anwendungsbeispiele

Das in den vorangegangenen Abschnitten beschrie-
bene Verfahren wurde mit der Programmiersprache
FORTRAN in ein flexibel nutzbares Programmpaket
ORSO umgesetztl) und auf der EDVA BESM 6 unter
dem Betriebssystem BAMOS implementiert, [6].

Das erste Beispiel, Bild 10, zeigt einen einseitig starr ein-
gespannten Stab konstanten Querschnitts, der durch
eine zeitlich harmonisch verinderliche Streckenlast zu
Biegeschwingungen erregt wird. Am anderen Stabende
ist ein diskreter Didmpfer angebracht. Die innere Dimp-
fung wurde vernachlissigt. Der Stab wurde in 6 Ray-
leigh-Abschnitte unterteilt, so daf der Verlauf der Zu-
standsgrofien lings des Stabes mit Hilfe der an den
Schnittsteilen erhaltenen Werte dargestellt werden
kann. So sind beispielsweise im unteren Teil des Bildes
10 die Durchbiegungen fiir die Schnittstellen 3 und 7
als Ortskurven dargestellt. Die Resonanz der Grund-
schwingung liegt bei wj = 621,5 s und die der 1. Ober-
schwingung bei wg=3895s1. Die zugehérigen
Schwingformen sind in der Mitte des Bildes 10 zu erken-
nen.

1) Die Eniwicklung des Programmpaketes ORSO erfolgie unter
Leitung von Doz. Dr.-Ing. D. Orlamiinder, TU Dresden,
Rechenzentrum,
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Bild 11
Berechnungsbeispiel fiir einen Rotor

Das zweite Beispiel, Bild 11, zeigt einen an einer masse-
losen Welle befestigten starren Rotor. Die Welle ist ge-
lenkig gelagert. Wihrend das linke Lager keine Bewe-
gung zulét, ist das rechte nachgiebig und es wirkt didmp-

fend. Indem man der Reihe nach verschiedene Werte
(%) in die Rechnung einsetzt und dabei die Dimpfung
vernachlissigt, erhilt man zunichst das Diagramm der
zugeordneten Drehzahlen, Bild 11, Wegen
]a/ Jp> 1 ergeben sich fiir den durch die Unwuchter-
regung bedingten synchronen Gleichlauf zwei Resonan-

unten.

zen. Sie liegen bei ny = 266 min-1 und ny; = 3172 min-1.
Im oberen Teil des Bildes 11 sind die Verschiebungen an
den Stirnseiten des starren Rotors l\}z bzw. $3 als Ver-

groBerungsfunktion dargestellt. Man eckennt, daf beim
Durchfahren durch die erste kritische Drehzahl eine
Schwingform vorliegt, bei der die Verschiebungen in
gleicher Richtung liegen, beim Durchfahren durch die
zweite kritische Drehzahl hingegen sind die Verschiebun-
gen entgegengesetzt gerichtet.
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